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PROBABILIDADES EN EL JUEGO DEL TRUCO

Emiliano Gémez

ResuMmen. Utilizando ideas basicas de probabilidad, combinatoria y conjuntos,
calculamos varias probabilidades relacionadas al popular juego del truco.

Asstract. Using basic ideas from probability, combinatorics and sets, we com-
pute several probabilities related to the popular card game called “truco” .

§1. Introduccién

El truco es un juego de naipes muy popular en Sudamérica, con distintas va-
riantes en distintos paises o regiones. Se usa la baraja espafiola. El mazo contiene
40 cartas, repartidas en cuatro palos que son oros, copas, espadas y bastos. Las
diez cartas de cada palosonelas (1), 2, 3,4, 5, 6,7, sota (10), caballo (11) y rey (12).
Las tres dltimas se llaman figuras.

La mano de cada jugador consiste en tres de las 40 cartas. En este ensayo ex-
plicamos cémo calcular varias probabilidades asociadas a la mano de un jugador.
Algunos ejemplos son:

la probabilidad de tener el as de espadas;

la probabilidad de tener al menos una carta mejor que un 2 para el truco;
la probabilidad de tener flor;

la probabilidad de tener al menos dos cartas del mismo palo;

la probabilidad de tener 33 para el envido;

la probabilidad de tener 27 o més para el envido.

También vamos a calcular algunas probabilidades asociadas a una “ronda”,
es decir las dos, cuatro o seis manos juntas si se juega entre dos, cuatro o seis
jugadores. Por ejemplo, vamos a obtener la probabilidad de que algtn jugador
tenga el as de espadas, o de que en la ronda haya al menos una carta que valga
mas que un 3 para el truco.

Palabras clave: Probabilidad. Combinatoria. Conjuntos. Juego del truco.
Keywords: Probability. Combinatorics. Sets. Truco (card game).
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42 Emiliano Gémez

Si al lector no le interesa como se obtienen estas probabilidades, o si en algtin
momento la lectura se le hace pesada, siempre puede dirigirse directamente al
tinal, donde incluimos algunas tablas con probabilidades de interés para el juego.

Como es sabido, en el truco se miente, se trata de engafiar al otro jugador o al
otro equipo. El conocimiento de estas probabilidades puede llegar a ser ttil para
tomar algunas decisiones durante el juego, pero no puede, por si solo, convertir a
nadie en un buen jugador. Se necesita préctica y, a través de ella, el desarrollo de
una intuicién para el juego y de distintas t4cticas o estrategias segtin cada situacién
o adversario(s).

Damos por supuesto que el lector sabe jugar al truco, o al menos tiene una idea
general del juego. De todos modos, como hay distintas variantes, un apéndice al
final contiene un breve repaso de la jerarquia de las cartas para el truco y del pun-
taje para el envido en la versién que, creemos, es la mds comtn en la Argentina, y
que usamos en este ensayo para calcular probabilidades.

Suponemos también que el lector tiene un conocimiento basico de probabilidad
y combinatoria, incluyendo los nimeros combinatorios
n! n(n-1)-(n-k+1)
(n—k)K k!
(recordemos que n! = 1x2x---xn). Por ejemplo, si tenemos 7 jugadores y queremos
formar un equipo de baloncesto con 5 de ellos, el niimero de equipos diferentes
que podemos formar es C(7,5) = 5 = 28 = 21. Los libros (Anderson, 2001) y

215! 2
(Isaac, 1995) citados al final son muy accesibles y se pueden usar como una buena

C(n,k) =

introduccién a varios temas de combinatoria y probabilidad.

§2. Probabilidades para l1a mano de un jugador

Empecemos por calcular el nimero de manos posibles. Como el mazo tiene 40
cartas y la mano de un jugador consiste en tres de ellas, hay un total de

C(40,3) = 239X o 1553829880
2x3
manos distintas. Este nimero juega un papel central, ya que la probabilidad de
tener una mano con cierta propiedad es el nimero de manos que poseen esa pro-
piedad dividido por el ntimero total de manos distintas. Por supuesto, este célcu-
lo se basa en la suposiciéon de que cada una de las 9.880 manos posibles tiene la
misma probabilidad (algo que no seria cierto, por ejemplo, si el repartidor hace

trampa, o si alguien esconde una carta sacindola del mazo).

Probabilidad de tener una carta especifica. Sia es una carta especifica, ;cudl es la
probabilidad de tenerla en la mano? Por ejemplo, ;cudl es la probabilidad de tener
el as de espadas? Hay dos maneras diferentes de calcular esta probabilidad. Por
un lado, la probabilidad de que la carta a se encuentre en un conjunto de k cartas
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Probabilidades en el truco 43

del mazo (0 < k < 40) es claramente . Por ejemplo, si agarramos 20 cartas al azar,
la probabilidad de que el as de espadas sea una de esas 20 cartas es 20 = 1. Como
la mano de un jugador es un conjunto de tres cartas, la probabilidad de tener la
carta a es £ = 0,075.

Pero también podemos razonar que el nimero de manos que contienen la carta
aes C(39,2) = 3238 = 39 x 19 = 741, porque para formar una mano que contenga
la carta a, tenemos que elegir dos cartas mds, de entre las 39 cartas que quedan.
Por lo tanto, la probabilidad de tener la carta a es

C(39,2) 741
C(40,3)  9.880

=0,075.

Probabilidad de tener dos cartas especificas. ;Cudl es la probabilidad de tener,
en una mano, dos cartas especificas a y b? Por ejemplo, jcudl es la probabilidad
de tener el as de espadas y el as de bastos? Una vez mads, se puede razonar de dos
maneras. Por un lado, podemos pensar que la probabilidad de tener a y también b
es la probabilidad de tener a, multiplicada por la probabilidad de que una de las
otras dos cartas sea b. Esto nos da

3 2 1

40739 T 20x13 260
Por otro lado, también podemos pensar que hay C'(38,1) = 38 manos que contie-

~ (0,003846.

nen las dos cartas a y b, ya que para formar una mano con ellas, tenemos que elegir
una carta mas, de las 38 que quedan. Por lo tanto, la probabilidad de tener las dos
cartasay b es

CE81) _ 38 _ L4 003s4s.

C(40,3) 9.880 260

Probabilidad de tener tres cartas especificas. La probabilidad de tener tres cartas
especificas a, by ¢ (por ejemplo, la probabilidad de tener el as, el siete y el seis de
espadas) es claramente 51z ~ 0,0001. Siguiendo con los razonamientos anteriores
podemos obtener esta probabilidad ya sea como 3 x 2 x 35 0 como SIE) = 5, ya que
obviamente hay una sola mano que contiene las tres cartas

Probabilidad de tener (al menos) una de dos cartas especiﬁcas Hemos visto que
la probabilidad de tener el as de espadas y el as de bastos es 5. Pero también nos
interesa la probabilidad de tener el as de espadas o el as de bastos. Siempre usamos
el “0” de modo inclusivo. En este ejemplo, nos referimos a la probabilidad de tener
el as de espadas, o el as de bastos, 0 ambas cartas. Es decir, la probabilidad de tener
al menos una de ellas. Si a y b son dos cartas especificas, ;cudl es la probabilidad
de tener al menos una de ellas en la mano?

Aqui las cosas se empiezan a complicar un poco, porque debemos tener cuida-
do al contar el niimero de manos que contienen al menos una de las dos cartas. El
nimero de manos que contienen la carta a es C'(39,2) = 741. Del mismo modo, el
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44  Emiliano Gémez

numero de manos que contienen la carta b es 741. Si sumamos los dos ntimeros,
741 + 741, ;obtenemos el nimero de manos que contienen la carta @ o la carta 0?
No, porque hemos contado dos veces cada una de las manos que contienen am-
bas cartas. Por lo tanto, debemos restar el nimero de manos que contienen ambas
cartas. Este nimero es C'(38,1) = 38. El resultado es que el nimero de manos que
contienen al menos una de las dos cartas es 741 + 741 — 38 = 1.444. Ahora podemos
calcular la probabilidad de tener la carta @ o la carta b, es decir la probabilidad de

tener al menos una de ellas en la mano es
1.444

9.880
Desde luego, esta probabilidad es mucho mayor que la probabilidad de tener am-
bas cartas (55 ~ 0,003846).

~0,14615.

Conjuntos. Nos interesa generalizar el razonamiento anterior para calcular la
probabilidad de que dadas £ cartas del mazo, nos toque una mano que conten-
ga al menos una de ellas (acabamos de hacerlo para £ = 2). Esto nos permitird
encontrar, por ejemplo, la probabilidad de tener (al menos) un tres en la mano
(k = 4), o la probabilidad de tener (al menos) una carta que valga méds que un dos
para el truco (k = 8).

En realidad, estamos trabajando con conjuntos, y es muy conveniente usar la
terminologia correspondiente para calcular probabilidades. Repasemos algunas
de las cosas que ya vimos, en términos de conjuntos.

Llamemos S al conjunto de todas las cartas del mazo:
S ={as de oros, 2 de oros, ..., rey de oros, as de copas, ..., rey de bastos}.

Si un conjunto A tiene (exactamente) n elementos, escribimos |A| = n. Por ejemplo,
|S| = 40. Escribimos a € A cuando a es un elemento de Ay a ¢ A cuando no lo es.
Se dice que A es un subconjunto de B, y escribimos A ¢ B, si cada elemento de A
es también un elemento de B. Por ejemplo, si O = {as de oros, 2 de oros, ..., rey de
oros} es el conjunto de todos los oros del mazo, tenemos que O ¢ S. Otro modo
de definir el conjunto O es asi: O = {s € S : s es de oros}.

Llamemos M al conjunto de todas las manos posibles:
M={T:TcSy|T|=3}.

Es decir, un elemento de M (una mano) es un subconjunto 7' del mazo que con-
tiene (exactamente) tres cartas. Como vimos al principio,

|M| = C(40,3) = 9.880.

La unién de dos conjuntos Ay Bes AuB = {s:se Ao se B}. Recordemos que
el “0” es inclusivo: consiste en todos los elementos que pertenecena A,0a B, 0 a
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ambos conjuntos. La interseccion de Ay Bes An B ={s:se Ay se B}. Es decir,
consiste en todos los elementos que pertenecen a ambos conjuntos, Ay B.

El conjunto A de todas las manos que contienen una carta especifica a es
A={TeM:aeT}.

Como vimos, |A| = C(39,2) =741.Si B ={T € M : be T} es el conjunto de todas las
manos que contienen la carta b, entonces A n B es el conjunto de todas las manos
que contienen ambas cartas a y b, mientras que A u B es el conjunto de todas las
manos que contienen una carta o la otra, es decir, que contienen al menos una de
las dos cartas. Como vimos,

IAnB|=C(38,1)=38 vy  |AuDB|=T741+741-38=1.444.

La unién e interseccién de los conjuntos Ay, As, ..., A, se definen asf:

AjuAyu-uA, = JA ={s:seAjoseAyo-0s€eA,}
=1

AinAgn-nA,=(NAi={s:seAjyseAyy-yseA,}
i=1

Es decir, la unién es el conjunto de elementos que pertenecen a por lo menos
unode Ay, A, ..., A,, ylainterseccion es el conjunto de elementos que pertenecen
a todos estos conjuntos.

Si Ay B son los conjuntos que definimos arribay C' = {T" € M : c € T} es
el conjunto de todas las manos que contienen la carta ¢, entonces An B nC es el
conjunto de todas las manos que contienen las tres cartas a, b y c. Por supuesto, hay
una sola mano, Ty = {a, b, c}, que contiene las tres cartas. Asi que AnBNC' = {T}.}
y |[An BnC| = 1. En cambio, Au B u C es el conjunto de todas las manos que
contienen al menos una de las tres cartas. ;Cuantos elementos tiene este conjunto?
Para responder esta pregunta, debemos generalizar el método que empleamos
para calcular [Au B].

Principio de inclusién-exclusién. Veamos, en términos de conjuntos, como con-
tamos el nimero de todas las manos que contienen la carta a o la carta b. Si A es el
conjunto de todas las manos que contienen la carta a y B es el conjunto de todas
las manos que contienen la carta b, la cuenta que hicimos es

|Au B|=|A|+|B|-|An B|

(nos di6 741 + 741 — 38 = 1.444), para no contar dos veces las manos que contie-
nen ambas cartas, que son el conjunto A n B. Este modo de contar el nimero de
elementos en una unién se generaliza a mas de dos conjuntos. El resultado es el
principio de inclusién-exclusion, llamado asi por el modo en que vamos sumando
y restando elementos de distintos subconjuntos de la unién.
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Veamos por ejemplo como calcular |[Au Bu (/. Si sumamos |A|+|B|+|C|, hemos
contado dos veces a los elementos que estdan en Ay B perono en C, a los elementos
que estdn en Ay C perono en 5, y a los elementos que estan en B y C' pero no en
A. También contamos tres veces a los elementos que estdn en A, By C (es decir,
a los elementos de An B n (). Tratemos de corregir el doble conteo restando los
elementos de las intersecciones de dos conjuntos: |A| + |B| + |C| - |An B| - |An
C|-|B nC|. Al hacer esto, restamos tres veces a los elementos de An B n C. Estos
elementos habian sido contados tres veces, por lo que el resultado neto hasta el
momento es que no los hemos contado. Por lo tanto, sélo falta volverlos a sumar,
para finalmente obtener

|JAuBUC|=|A|+|B|+|C|-|AnB|-|AnC|-|BnC|+|AnBnC(]|.

Podemos obtener la misma férmula si pensamos en AuBuC como (AuB)uC
y usamos el resultado anterior con los dos conjuntos Au By C'. Este razonamiento
se puede extender por induccién para obtener el principio de inclusién-exclusion.
La férmula general es algo complicada, por lo que no la vamos a escribir aqui
(referimos al lector interesado al capitulo 6 de (Anderson, 2001)). Pero lo que nos
dice es bastante sencillo: para calcular el nimero de elementos de la unién de n
conjuntos, hay que

sumar el niimero de elementos de cada conjunto,

restar el niimero de elementos de cada interseccién de dos conjuntos a la
vez,

sumar el nimero de elementos de cada intersecciéon de tres conjuntos a la
vez,

restar el nimero de elementos de cada intersecciéon de cuatro conjuntos a
la vez,

y continuar asi hasta sumar (si n es impar) o restar (si n es par) el nimero
de elementos de la interseccién de los n conjuntos.

Por ejemplo, si n = 4, obtenemos
|JAuBuCuD|= |Al+|B|+|C|+|D|
—-|AnB|-|AnC|-|AnD|-|BnC|-|BnD|-|CnD)|
+[AnBnC|+|AnBnD|+|AnCnD|+|BnCnD|
-|[AnBnCnD|

(2.1)

Probabilidad de tener (al menos) una de tres cartas especificas. Ahora pode-
mos volver al truco y a las probabilidades. ;Cuadl es la probabilidad de tener en
la mano (al menos) una de tres cartas especificas a, by c¢? Por ejemplo, ;cudl es la
probabilidad de tener la sota, el caballo o el rey de oros?
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Si A es el conjunto de todas las manos que contienen la carta a, B es el conjunto
de todas las manos que contienen la carta b, y C es el conjunto de todas las manos
que contienen la carta ¢, entonces el nimero de manos que contienen al menos
una de las tres cartas es

|JAu Bu (| |A|+|B|+|C|-|AnB|-|AnC|-|BnC|+|AnBn(|
3x 741 -3 x38+1=2.110.

Por lo tanto, la probabilidad de tener (al menos) una de las tres cartas es

|AuBuC| 2.110
M| 9.880

~ 0,21356.

Probabilidad de tener (al menos) una de cuatro cartas especificas. ;Cudl es la
probabilidad de tener (al menos) un tres en la mano? Si A es el conjunto de todas
las manos que contienen la carta a, B es el conjunto de todas las manos que con-
tienen la carta b, C es el conjunto de todas las manos que contienen la carta ¢, y
D es el conjunto de todas las manos que contienen la carta d, entonces el namero
de manos que contienen al menos una de las cuatro cartases [AuBuCu D|, ylo
podemos calcular usando la ecuacién (2.1) de arriba.

Aqui surge una nueva “complicacién”, ya que debemos tener en cuenta que una
mano tiene sélo tres cartas y por lo tanto, no es posible tener en la mano las cuatro
cartas a, b, ¢ y d. Esto significa que |An B n C n D| = 0. Pusimos “complicacién”
entre comillas porque en realidad, esto nos facilita las cuentas. Nos queda

JAUBUCUD|=4xT741-6x38+4 x 1 =2.740.

Por lo tanto, la probabilidad de tener una (o dos o tres) de las cuatro cartas en

nuestra mano es
| AuBuCuD| 2.740

| M| ~9.880

~ 0,27733.

Probabilidad de tener (al menos) una de £ cartas especificas. Si nos fijamos en
la cuenta que hicimos, [AUBUCUD|=4x741-6x38+4x 1 = 2740, es evidente que
los “coeficientes” 4, 6 y 4 se deben a que hay 4 maneras de elegir uno de los cuatro
conjuntos A, B, C'y D, hay 6 maneras de elegir dos de ellos, y hay 4 maneras de
elegir tres de ellos. Es decir, la cuenta es

JAUBUC UD|=C(4,1) x 741 - C(4,2) x 38 + C(4,3) x 1.

El mismo razonamiento sirve para calcular la probabilidad de tener en la mano
(al menos) una de las k cartas ay,as, ..., ax. Si para cada 1 < i < k definimos A, =
{T € M : a; € T'} (el conjunto de todas las manos que contienen la carta a;), entonces
el conjunto de todas las manos que contienen (al menos) una de las k cartas es
AjuAyuuA=U A,
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Recordemos nuevamente que no podemos tener mads de tres cartas en la mano,
por lo que todas las intersecciones de cuatro o mas de los conjuntos A; son nulas.
Combinando esto con el principio de inclusién-exclusion, resulta que |Uf, A4;] =
C(k,1) x 741 - C(k,2) x 38+ C(k,3) x 1. Hay C'(k, 1) = k maneras de elegir uno de
los k conjuntos Ay, As, ..., A, y cada uno de ellos tiene 741 elementos. Hay C'(k, 2)
maneras de elegir dos de los k conjuntos, y cada una de las intersecciones de dos
conjuntos tiene 38 elementos. Hay C'(k,3) maneras de elegir tres de los k£ conjun-
tos, y cada una de las intersecciones de tres conjuntos tiene un tinico elemento. La

probabilidad de tener (al menos) una de las k cartas ay, as, . .., a; es, por lo tanto,
2.2) Uy Ayl Ok, 1) x 741 - C(k,2) x 38 + C(k,3) x 1
' M| 9.880 '

Repasemos los valores de k para los que ya hicimos la cuenta: k = 2, 3 y 4.
Cuando £ =2, la ecuacién (2.2) nos da
2x741-1x38+0x1 1.444
9.880 ~ 9.880
yaque C(2,1)=2,C(2,2) =1y C(2,3) =0. Cuando k = 3, obtenemos
3x741-3x38+1x1 2110
9.880 ~ 9.880
yaque C(3,1)=3,C(3,2) =3y C(3,3) =1.Y cuando k = 4, obtenemos
AxTAL-6x38+4x1  2.740
9.880 - 9.880
yaque C(4,1)=4,C(4,2) =6y C(4,3) =4
Calculemos ahora la probabilidad de tener (al menos) una de k cartas especi-
ficas cuando k = 8 y k = 12, casos de interés en el juego del truco. Cuando & = §,
obtenemos la probabilidad de tener (al menos) una carta que valga mas que un
dos para el truco. Cuando k = 12, obtenemos la probabilidad de tener alguna carta
que valga mads que el as de oros (o de copas), o también la probabilidad de tener
alguna figura (sota, caballo o rey). Invitamos al lector a comprobar que si k = §, la
ecuacion (2.2) nos da

~0,14615,

~ 0,21356,

~0,27733,

4.920
9.880

~ (0,49798,

y si k=12, nos da

6.604 0,66842.
9.880

Es decir que a la larga, més o menos la mitad de las manos que nos tocan deberian
tener al menos una carta mejor que un dos para el truco, y méas o menos dos tercios
de las manos deberian incluir alguna figura.

Sinos fijamos en la probabilidad de tener (al menos) una de k cartas especificas
para los valores de k£ que hemos compilado (k = 2, 3, 4, 8 y 12), podemos confir-
mar algo que es obvio sin hacer ninguna cuenta: la probabilidad aumenta con &
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y tiende a 1. Cuando k = 37, la probabilidad es 322 ~ 00,9999, ya que todas las

9.880
manos menos una contienen (al menos) una de las 37 cartas. La tinica excepcién
es la mano que contiene las tres cartas que quedan. Cuando k = 38, 39 o0 40, la pro-
babilidad es 1, ya que todas las manos contienen al menos una de las % cartas. El
lector puede comprobar por su cuenta que la ecuacién (2.2) nos da la probabilidad

correcta para k = 37, 38, 39 y 40.

Complementos. La ecuacién (2.2) no es la tinica manera de calcular la probabili-
dad de tener (al menos) una de & cartas especificas. Si usamos la idea del comple-
mento de un conjunto, podemos obtener una férmula maés sencilla. Llamemos A
al conjunto de todas las manos que poseen una cierta propiedad y B al conjunto
de todas las manos que no poseen esta propiedad. Entonces An B = & (el conjun-
to vacio) y Au B = M (el conjunto de todas las manos posibles). En un caso asi,
decimos que A es el complemento de B en M (y que B es el complemento de A
en M). Por lo tanto, |A| +|B| = [M| = 9.880. Como la probabilidad de que una mano

tenga la propiedad en cuestién es %, estd claro que la probabilidad de que una
mano no tenga esta propiedad es

1Bl AL

| M| | M|

Si A es el conjunto de todas las manos que tienen (al menos) una de k cartas
especificas, entonces su complemento es el conjunto B de todas las manos que no
contienen ninguna de estas k cartas. Tenemos que |B| = C'(40 -k, 3), ya que para
formar una mano de B, debemos elegir tres cartas de las 40—k que hay disponibles.
Por lo tanto, la probabilidad de no tener ninguna de las k cartas es 0(32;18,3)’ y la
probabilidad de tener (al menos) una de ellas es

C(40-k,3)
0880

El lector puede verificar que esta férmula coincide con la ecuacién (2.2) para

todos los valores de k& que hemos calculado.

(2.3)

Las probabilidades que hemos calculado hasta ahora son méas que nada ttiles
para el truco. Calculemos algunas probabilidades ttiles para el envido. Antes de
calcular la probabilidad de tener cantidades especificas, hagamos algunas cuentas
relacionadas a la probabilidad de tener en la mano cartas del mismo palo o de
distintos palos.

Probabilidad de tener tres cartas de distintos palos. ;Cuadl es la probabilidad de
tener una mano cuyas tres cartas son de tres palos diferentes? Dicho de otro modo,
icudl es la probabilidad de tener 7 o menos para el envido? Hay dos maneras de
pensarlo. Por un lado, sin importarnos la primera carta, queremos que la segunda
no sea del mismo palo, y que la tercera no sea del mismo palo que ninguna de las
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dos primeras. Esto nos da

40 30 20 10 10 100

Exﬁxﬁ—l—gxﬁ—ﬁmo,%%&
Por otro lado, podemos también contar el ntimero total de manos que contienen
cartas de tres palos distintos. Hay C'(4, 3) = 4 posibilidades para los tres palos, ya
que hay cuatro palos y hay que elegir tres de ellos. Cada una de estas posibilidades
cuenta con 10x10x10 = 1000 manos diferentes, ya que hay diez cartas de cada palo.
Por dltimo, cada conjunto de 1000 manos obtenidas de esta manera es disjunto
de los demaés (es decir que tienen interseccién vacia o nula. No tienen ningtn
elemento en comun). Por ejemplo, ninguna mano que tenga una carta de oros,
una de copas y una de espadas puede ser igual a una mano que tenga una carta
de oros, una de copas y una de bastos. Por lo tanto, el niimero total de manos que
contienen cartas de tres palos distintos es 4000, y la probabilidad de tener una
mano asi es

4.000 100

—— = — ~(,40486.
9.880 247 040486

Probabilidad de tener (al menos) dos cartas del mismo palo. Si A es el conjunto
de todas las manos con cartas de tres palos distintos, entonces su complemento es
el conjunto B de todas las manos que tienen al menos dos cartas del mismo palo.
Recién calculamos que |A| = 4.000, asi que |B| = |M| - |A| = 9.880 — 4.000 = 5880. La
probabilidad de tener (al menos) dos cartas del mismo palo, es decir de tener 20
o mas para el envido, es

100 147
1-—2 = 20059514
247 247 0,595
o, si se prefiere, 285 = 211 ~ 0,59514.

Probabilidad de tener tres cartas del mismo palo (flor). La flor no nos interesa
mucho (ver el apéndice al final). Pero al menos calculemos la probabilidad de que
nos toque una. Nuevamente, podemos pensarlo de dos maneras. Por un lado, sin
importarnos la primera carta, queremos que la segunda sea del mismo palo, y que
la tercera lo sea también. Esto nos da

40 9 8 12

40739738 247
Por otra parte, podemos también contar el nimero de manos que contienen tres
cartas del mismo palo. Hay cuatro palos, y para cada uno de ellos, debemos elegir
tres de las diez cartas. Esto nos da 4x (10, 3) = 4x120 = 480 manos (cada conjunto
de 120 manos es disjunto de los demas), y la probabilidad de tener flor es

480 12
= 2 5 0,04858.
9.880  gay " V04898
1

A'la larga, nos deberia tocar flor menos de 55 de las manos.

~ (0,04858.
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Probabilidad de tener (al menos) una carta de un palo especifico. ;Cudl es la
probabilidad de tener (al menos) un oro en la mano? Hay diez cartas de cada
palo, asi que la probabilidad de tener al menos una de las diez cartas de un cierto
palo es, segtn (2.2) con £ = 10,

5.820

—— ~ (,58907.
9.830

Probabilidad de tener ciertas cantidades para el envido. Las cuentas que hici-
mos de la probabilidad de tener una mano con tres palos distintos, y la de tener
al menos dos cartas del mismo palo, nos dan la probabilidad de tener 7 o me-
nos, y la de tener 20 o mds para el envido (respectivamente). Ahora calculemos
la probabilidad de tener (exactamente) ciertas cantidades especificas. Al final las
compilamos en una tabla que nos dice no sélo la probabilidad para cada cantidad,
sino también la probabilidad de tener una cierta cantidad o mas. Esto taltimo se
puede hacer con una simple suma, ya que obviamente ninguna mano que valga
m para el envido puede ser igual a una mano que valga n # m.

Aclaremos (ver el apéndice al final) que si un jugador tiene tres cartas del mis-
mo palo (flor), entonces para el envido se usan las dos mejores. Por ejemplo, la mano
{rey de oros, 2 de oros, 7 de oros} vale 29 de envido, y la mano {2 de copas, 3 de
copas, 5 de copas} vale 28 de envido.

Probabilidad de tener 33 de envido. Ya vimos que la probabilidad de tener dos

cartas especificas es 5. La tinica manera de tener 33 de envido es tenerel 7 y el 6
de un mismo palo. Como hay cuatro palos, y ninguna mano que tengael 7 y el 6
de un palo puede ser igual a otra que tenga el 7 y el 6 de otro palo, esta claro que

la probabilidad es
1 1

X — = —

260 65
Otro modo de pensarlo es que para cada palo, hay C(38,1) = 38 manos que con-
tienen el 7 y el 6 de ese palo. Como hay cuatro palos y los cuatro conjuntos de 38
manos son disjuntos, hay 4 x 38 = 152 manos que tienen 33 de envido. La probabi-
lidad es, por lo tanto,

4 ~ (0,01538.

152 1

— = — ~0,01538.
9.880 65

Probabilidad de tener 32 de envido. Nuevamente, lo vamos a pensar de dos ma-
neras. Por un lado, la probabilidad de tener 32 de envido es cuatro veces la pro-
babilidad de tener 32 de oros (o de cualquier otro palo). Para tener 32 de oros,
necesitamos que una de nuestras cartas sea el 7 de oros, otra sea el 5 de oros, y la
tercera no sea el 6 de oros (de lo contrario, tendrifamos 33, ya que usamos las dos
mejores cartas). Esto nos da

3 23T 3T 001498,

4x —X — X — =
40 39 38 2.470
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Curiosamente, debido a la restriccién de que la tercera carta no puede ser el 6
del palo en cuestion, es méas probable tener 33 que 32 de envido (aunque la dife-
rencia es pequefifsima). Como veremos, hay varios casos asi, en que una cantidad
mas grande de envido es més probable que una cantidad menor. De todos modos,
lo que realmente importa en el juego es la probabilidad de tener cierta cantidad o
mas.

Otra manera de calcular la probabilidad de tener 32 de envido es contando el
numero de manos que tienen esta propiedad. Para cada palo, hay que tenerel 7 y
el 5, y no tener el 6. Por lo tanto, para cada palo, hay 37 manos con 32 de envido
(para completar la mano que ya tiene el 7 y el 5, debemos elegir una carta mas de
las 37 que nos quedan a disposicién, ya que no podemos elegir ni el 7, ni el 5, ni
el 6 del palo en cuestion). Asi que hay 4 x 37 = 148 manos que tienen 32 de envido,

y la probabilidad es

148 37
— = ~ 0,01498.
9.880 2.470 001498

Probabilidad de tener 31, 30, 29 y 28 de envido. Aqui las cuentas se complican
un poquito, porque hay mas de una manera de tener 31 de envido: teniendo el 7
y el 4 (pero no el 6 ni el 5), o teniendo el 6 y el 5 (pero no el 7) de algtin palo. Por
lo tanto, la probabilidad de tener (exactamente) 31 de envido es

3 2 36 3 2 37

3039 “33 "1 a0 ¥ 39 33 M 0D
También podemos contar las manos que valen 31 de envido. Tenemos 4 x 36 manos
que valen 31 de envido porque tienen el 7 y el 4 pero no el 6 ni el 5 de algtn palo
(para completar la mano, tenemos que elegir una de entre 36 cartas), y también
tenemos 4 x 37 manos que valen 31 de envido porque tienen el 6 y el 5 pero no
el 7 de algtn palo (para completar la mano, tenemos que elegir una de entre 37
cartas). Todas estas manos son diferentes, asi que la probabilidad de tener 31 de

envido es
4% (36+37) 292

9.880  9.830
Invitamos al lector a comprobar por su cuenta las siguientes probabilidades,
usando cualquiera de los dos métodos que venimos usando.

~ 0,02955.

Se puede tener 30 de envido ya sea con 7y 3 (peronoel 6,504)ocon6y4
(perono el 7 0 5). La probabilidad de tener 30 de envido es

I 2 2By 32,36 _Ax(5436) ) os7a,
20 739 38740 " 397 38 0.880

La probabilidad de tener 29 de envido es

4 x (34+35+36)
9.880

~ 0,04251,
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y la de tener 28 es

4x (33 +34+35)
~ 0,04130.
9.880 ’

Probabilidad de tener 27 de envido. Para calcular la probabilidad de tener 27 de
envido, tenemos que sortear una nueva complicacién: ahora entran en juego las
figuras (sota, caballo y rey). Se puede tener 27 de envido ya sea con el 7 y una
figura (peronoel 6,5,4,3,201),0conel6yell(peronoel?,5,4,302),0conel
S5yel2(peronoel7,6,403),0conel4yel3(peronoel?, 605)dealgin palo.

Las manos con 27 de envido que no involucran al 7 y una figura las podemos
contar como hicimos hasta ahora:

4% (33+34 +35) = 408.

Contemos ahora las manos con 27 de envido que involucran al 7 y una figura.
Antes que nada, esta claro que los conjuntos de manos con 27 de envido de cada
palo son disjuntos (por ejemplo, ninguna mano puede tener 27 de envido usando
oros y a la vez 27 de envido usando copas). Asi que contemos las manos con 27
de envido usando un palo especifico, y al final multiplicamos por 4, el ntimero de
palos. También esté claro que estas manos con 7 y figura son disjuntas de las 408
que contamos antes.

Llamemos A al conjunto de todas las manos que contienen el 7 de oros, la sota
de oros, y otra carta quenoseaniel 6,niel 5, niel4,niel 3,niel 2, niel 1 de oros.
Llamemos B al conjunto de todas las manos que contienen el 7 de oros, el caballo
de oros, y otra carta quenoseaniel 6, niel 5, niel 4, niel 3,niel 2, niellde
oros. Y llamemos C al conjunto de todas las manos que contienen el 7 de oros, el
rey de oros, y otra carta quenoseaniel 6,niel 5 niel4,niel3,niel2,niellde
oros. Entonces Au Bu (' es el conjunto de todas las manos que valen 27 de envido
por tener el 7 y una figura de oros, y queremos saber cudntos elementos tiene. Es
decir, buscamos |[Au Bu C|.

El principio de inclusién-exclusién nos dice que |[Au Bu C| = |A| + |B| +|C| -
|AnB|-]AnC|-|BnC|+|An BnC)| Es evidente que |A| = |B| = |C| = 32. Por
ejemplo, para formar una mano que pertenezca a A, tenemos que elegir una carta
entre las 32 que hay disponibles: ya estdn tomadas el 7 y la sota de oros, y no
podemos usar tampoco del 1 al 6 de oros (de lo contrario, la mano valdria mas
que 27 para el envido). También tenemos que |[An B| = [An (| =|BnC| = 1. Por
ejemplo, una mano de A n B debe contener el 7 y la sota de oros, y también debe
contener el 7 y el caballo de oros. Pero hay una sola mano, {7 de oros, sota de oros,
caballo de oros}, que cumple con ambos requisitos. Por ltimo, [An BnC|=0ya
que An BnC = g, el conjunto vacio: ninguna mano (que, recordemos, contiene
exactamente tres cartas) puede contener el 7 y la sota, y contener el 7 y el caballo,
y contener el 7 y el rey de oros.
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El niimero de manos que valen 27 de envido por tener el 7 y una figura de
oros es, segin lo que acabamos de razonar, 3 x 32 - 3 x 1 = 93. Como ya dijimos,
4 x93 = 372 es entonces el nimero de manos que valen 27 de envido por tener el 7
y una figura de cualquier palo, y 408 + 372 = 780 es el namero total de manos que
valen 27 para el envido. Por lo tanto, la probabilidad de tener (exactamente) 27 de

envido es
780

9.880

~ (0,07895.

Probabilidad de tener 26, 25, 24, 23, 22 y 21 de envido. Razonando de la misma
manera, podemos calcular la probabilidad de tener cualquier cantidad entre 21 y
26 de envido.

Se puede tener 26 de envido ya sea con 6 y figura (peronoel7,5,4,3,201),0
con5y1(peronoel?7,6,4,302),0con4y2(peronoel?,6,503). Laprobabilidad

es
372+4x (33+34) 640
_ ~ 0,06478.
9.880 9880

La cuenta para 25 es idéntica, como el lector puede comprobar.

Se puede tener 24 de envido ya sea con 4 y figura (peronoel7,6,5,3,201),0
con3y 1 (peronoel7, 6,5, 402). La probabilidad es
372 +4x33 504
9.880  9.880
La cuenta para 23 es idéntica.

~ 0,05101.

Se puede tener 22 de envido solamente con 2 y figura (peronoel7,6,5,4,3 o
1), y se puede tener 21 de envido solamente con 1 y figura (peronoel 7, 6,5, 4, 3
0 2). La probabilidad en ambos casos es

372
9.880

~ (0,03765.

Probabilidad de tener 20 de envido. Solamente se puede tener 20 de envido con
dos figuras deun paloysinel7,6,5,4,3,2 01 de ese palo. Contemos el nimero de
manos que valen 20 de envido usando un palo especifico. Llamemos A al conjunto
de todas las manos que tienen el rey y el caballo de oros peronoel7,6,5,4, 3,20
1 de oros. Llamemos B al conjunto de todas las manos que tienen el rey y la sota
de oros peronoel 7, 6,5,4, 3,201 de oros. Y llamemos C' al conjunto de todas
las manos que tienen el caballo y la sota de oros peronoel7,6,5,4,3,201 de
oros. Entonces Au Bu (' es el conjunto de todas las manos que valen 20 de envido
usando dos figuras de oros.

Como ya hemos visto, |[AuBuUC| = |A|+|B|+|C|-|AnB|-|AnC|-| BnC|+|AnBnC).
Es evidente que |A| = |B| = |C| = 31: para completar una mano de A, por ejemplo,
debemos elegir una de las 31 cartas disponibles, ya que el rey y el caballo de oros
ya estan en la mano, y la carta que falta no puede serel 7,6, 5,4, 3,2 0 1 de oros.
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También tenemos que |[AnB| = |[AnC| = |BnC| =1y |AnBnC| =1, porque la tinica
mano que pertenece a cualquiera de estas intersecciones es {rey de oros, caballo
de oros, sota de oros}.

Por lo tanto, el nimero de manos que valen 20 de envido usando dos figuras
de oroes 3x31-3x1+1=091. Estas manos son todas distintas de cualquier mano
que valga 20 de envido usando dos figuras de otro palo, asi que el namero total
de manos que valen 20 de envido es 4 x 91 = 364. La probabilidad de tener 20 de

envido es
364

9.880
: Si sumamos las probabilidades que calculamos para cada cantidad de envi-
do entre 20 y 33 (ver la tabla de probabilidades al final), el resultado es 0,59514.. . ..
Esta es la probabilidad de tener 20 0 mas para el envido, que es lo mismo que tener
(al menos) dos cartas del mismo palo. Esa cuenta ya la habiamos hecho con otro
razonamiento, y por supuesto, con el mismo resultado.

~ 0,03684.

Probabilidad de tener 7 de envido. Para tener (exactamente) 7 de envido, hace
falta tener al menos un 7 y tener tres cartas de palos distintos. Llamemos A al
conjunto de todas las manos que valen 7 de envido y contienen el 7 de oros, B al
conjunto de todas las manos que valen 7 de envido y contienen el 7 de copas, C' al
conjunto de todas las manos que valen 7 de envido y contienen el 7 de espadas, y
D al conjunto de todas las manos que valen 7 de envido y contienen el 7 de bastos.
Entonces buscamos |[Au B u C'u D|, que podemos calcular usando el principio de
inclusién-exclusion para 4 conjuntos (ecuacién (2.1)).

El conjunto A consiste en todas las manos de tres palos distintos que contienen
el 7 de oros. Nos quedan C'(3,2) = 3 maneras de elegir los otros dos palos de
la mano, y para cada una de estas elecciones tenemos 10 x 10 = 100 maneras de
completar la mano, ya que hay diez cartas de cada palo. Por lo tanto, |[A| = 300.
Desde luego, lo mismo vale para B, C'y D.

A n B es el conjunto de todas las manos de tres palos distintos que contienen
el 7 de oros y el 7 de copas. Evidentemente, |A n B| = 20, y lo mismo vale para las
otras intersecciones de dos de los conjuntos A, B, C'y D. Por altimo, es obvio que
cada interseccién de tres de los conjuntos contiene una tinica mano (que consiste
en tres 7 de distintos palos), y que la interseccién de los cuatro conjuntos es vacia
(ya que una mano contiene sélo tres cartas).

Por lo tanto tenemos que [AUBUC UD|=4x300-6x20+4x1-1x0=1.084,

y la probabilidad de tener 7 de envido es
1.084

= 5 0,10972.
9.880

Probabilidad de tener 6, 5, 4, 3, 2 y 1 de envido. Para tener 6 de envido, hace
falta tener al menos un 6, tener tres cartas de palos distintos, y no tener ningtn
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7. Invitamos al lector a comprobar por su cuenta que el mismo razonamiento que
acabamos de usar nos da que la probabilidad de tener 6 de envido es

dx3x9x9-6x18+4x1 868

9.880 - 9.880

Para tener 5 de envido hay que tener al menos un 5, tener tres cartas de palos

distintos, y no tener ningtin 6 ni 7. Luego, la probabilidad de tener 5 de envido es
dx3x8x8-6x16+4x1 676

9.880 ~9.880

Siguiendo de la misma manera con 4, 3, 2 y 1 de envido, tenemos que: la probabi-

lidad de tener 4 de envido es 23TT-0xldrdxl - 508 » () 05142, la probabilidad de

~ 0,08785.

~ (0,06842.

9.880 9.880
tener 3 de envido es 2% ~ 0,03684, la de tener 2 de envido es 555 ~ 0,02470, y la
de tener 1 de envido es 555 ~ 0,01498.

Probabilidad de tener 0 de envido. Desde luego, como la suma de las probabi-
lidades de todas las cantidades posibles de envido es 1, y ya calculamos todas
las demas, podemos obtener la probabilidad de tener 0 de envido haciendo una
simple resta. Pero de todos modos hagamos la cuenta de otra manera. Para te-
ner (exactamente) 0 de envido, hay que tener tres figuras de palos distintos. Hay
C(4,3) = 4 combinaciones para los tres palos de la mano. Los conjuntos obtenidos
para cada combinacién de palos son disjuntos entre si (como ya explicamos cuan-
do calculamos la probabilidad de tener una mano con tres palos distintos). Para
cada combinacién, tenemos 3 x 3 x 3 = 27 manos, ya que hay tres figuras de cada
palo. Por lo tanto, hay 4 x 27 = 108 manos que valen 0 de envido, y la probabilidad

de tener 0 de envido es 55 ~ 0,01093.

§3. Probabilidades para una ronda

Hasta ahora, cada probabilidad que hemos calculado es la probabilidad de que
la mano de un jugador tenga cierta propiedad que nos interesa. Pero también es
util considerar probabilidades de que una ronda tenga ciertas propiedades. El tru-
co se juega de dos (uno contra uno), cuatro (dos contra dos) o seis (tres contra tres)
jugadores (en realidad, existe también una version para tres jugadores, pero la va-
mos a ignorar). Como cada jugador recibe una mano de tres cartas, cada ronda
tiene 6 cartas si se juega de dos, 12 cartas si se juega de cuatro, o 18 cartas si se
juega de seis. En cada caso, la ronda es el conjunto de todas las cartas que se re-
parten, sin importar como estdn distribuidas entre los jugadores. Asi que ahora,
en vez de usar el conjunto M de todas las manos posibles, tenemos que considerar
los siguientes conjuntos:

Ry={T:TcSy|T=6
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es el conjunto de todas las rondas posibles si se juega de dos, sin importar como
estdn distribuidas las 6 cartas entre los dos jugadores;

—{T:TcSyl|T|=12)

es el conjunto de todas las rondas posibles si se juega de cuatro, sin importar cémo
estan distribuidas las 12 cartas entre los cuatro jugadores;

Rg={T:TcSy|T| =18}

es el conjunto de todas las rondas posibles si se juega de seis, sin importar cémo
estan distribuidas las 18 cartas entre los seis jugadores.

Antes que nada, contemos el nimero de rondas posibles en cada caso:

40!
|Ry| = C(40,6) = = 3.838.380,

3416!
40!
|Ry| = C(40,12) = —— = 5.586.853.480
28112
40!
|Rg| = C(40,18) = = 113.380.261.800.
22118!

Suponemos que, en cada caso, todas las rondas tienen la misma probabilidad. Los
razonamientos que vamos a hacer para una ronda son los mismos que hicimos
para una mano, aunque ahora los nimeros son més grandes y algunas férmulas
(provenientes del principio de inclusién-exclusién) son méds complejas.

Probabilidad de que haya una carta especifica en la ronda. ;Cuél es la probabi-
lidad de que algtin jugador tenga el as de espadas en su mano? Aligual que antes,
podemos pensarlo de dos maneras. Por un lado, la probabilidad de que una carta
especifica a se encuentre en un conjunto de k cartas del mazo es 5. Por el otro,
podemos contar el nimero de rondas que contienen la carta a, y d1V1d1r por el
numero de rondas posibles. Los resultados son los siguientes:

Dos jugadores: & = 892 _ () 15,

= C(06) -
Cuatro jugadores: ggig gg 0,3.
Seis jugadores: 15 ggig }g; =0,45.

Como vemos, se duphca (resp. triplica) la probabilidad al duplicarse (resp. tri-
plicarse) el niimero de jugadores.

Probabilidad de que haya dos cartas especificas en la ronda. Si a y b son dos
cartas especificas, ;cudl es la probabilidad de que ambas estén en la ronda? Por
ejemplo, ;cudl es la probabilidad de que en la ronda se encuentren el as de espadas
y también el as de bastos? Podemos pensarlo como la probabilidad de que a sea
una carta de la ronda, multiplicada por la probabilidad de que b esté entre las
demds cartas de la ronda. O podemos contar el nimero de rondas que contienen
tanto a a como a b, y dividir por el nimero de rondas posibles. Los resultados son:
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Dos jugadores: & x 2 = ggig:g; ~ 0,01923.

Cuatro jugadores: 32 x 35 = ggg’g ~ 0,08462.

Seis jugadores: 13 x 1T = ggigﬁgg =~ 0,19615.

Probabilidad de que haya tres cartas especificas en la ronda. Sia, by c son tres
cartas especificas (por ejemplo el as de espadas, el as de bastos y el 7 de espadas),
la probabilidad de que las tres se encuentren en la ronda es la siguiente:

Dos jugadores: & x & x 4 = S0 () 00202

38 = C(40,6)
Cuatro jugadores: 32 x & x 33 = 5&307’192)) ~ 0,02227.

Seis jugadores: 15 x 3£ x 30 = ggg}g; =~ 0,08259.

Probabilidad de que haya cuatro cartas especificas en la ronda. Esta es la proba-
bilidad de que en la ronda se encuentren todos los 3, o de que se encuentren todos
los 2, o de que se encuentren el as de espadas, el as de bastos, el 7 de espadas y el
7 de oros. La probabilidad es la siguiente:

Dos jugadores: & x = x z& X == = % ~ 0,00016.

Cuatro jugadores: 22 x 45 x 33 x = = % ~ 0,00542.

o L1817 16, 15 _ O(36.14)
Seis jugadores: 35 x 35 % 35 % 32 = G gy ~ 0,03348.

Probabilidad de que haya (al menos) una de k cartas especificas en la ronda.
Dadas las k cartas aq,as,...,a, nos interesa la probabilidad de que en la ronda
haya al menos una de ellas. Estas cuentas son de interés porque nos dicen, por
ejemplo:

k = 2: la probabilidad de que en la ronda esté el as de espadas o el as de
bastos.

k = 4: la probabilidad de que en la ronda haya (al menos) una carta que
valga més que un 3 para el truco.

k = 8: la probabilidad de que en la ronda haya (al menos) una carta que
valga mas que un 2 para el truco.

k = 12: la probabilidad de que en la ronda haya (al menos) una carta que
valga mds que el as de oros (o de copas) para el truco, o la probabilidad de
que en la ronda haya (al menos) una figura.

Llamemos R al conjunto de todas las rondas posibles. Es decir, R = R; si se
juega de dos, R = Ry si se juega de cuatro, y R = R si se juega de seis jugadores.
Si para cada 1 < ¢ < k definimos

Ai:{TERICZiET}
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(el conjunto de todas las rondas que contienen la carta a;), entonces el conjunto de
todas las rondas que contienen (al menos) una de las & cartas es

LkJAi =AiUAyu---UA,,
i=1
y la probabilidad que buscamos es |UL; A;|/|R].

Para calcular el nimero |UY; A;| tendremos que hacer uso del principio de
inclusién-exclusion. Hagamos las cuentas por separado para cada caso (dos, cua-
tro o seis jugadores). Un detalle que debemos mencionar es que si [ > k, entonces
C(k,l) = 0 por definicién, ya que no hay manera de elegir [ elementos diferentes
de un conjunto de k elementos.

Dos jugadores: R = R, y las rondas contienen 6 cartas:

Hay C(k,1) = k conjuntos Ay, As, ..., Aj, y cada uno tiene C'(39,5) elemen-
tos (rondas).

Hay C(k,2) maneras de elegir dos de los conjuntos A;, A, ..., Ay, y cada
interseccion de dos conjuntos tiene C(38,4) elementos.

Hay C(k,3) maneras de elegir tres de los conjuntos A;, As, ..., Ay, y cada
interseccién de tres conjuntos tiene C'(37,3) elementos.

Hay C'(k,4) maneras de elegir cuatro delos conjuntos A;, A,, ..., Ax, y cada
interseccion de cuatro conjuntos tiene C'(36,2) elementos.

Hay C'(k,5) maneras de elegir cinco de los conjuntos A;, As, ..., A, y cada
interseccion de cinco conjuntos tiene C'(35,1) = 35 elementos.

Hay C'(k,6) maneras de elegir seis de los conjuntos A, A,,..., Ay, y cada
interseccion de seis conjuntos tiene C'(34,0) = 1 tinico elemento.

Cada interseccién de 7 o més de los conjuntos Ay, A,, ..., Aj es vacia, ya

que una ronda contiene solamente 6 cartas.

El principio de inclusién-exclusiéon nos dice que
k
UJA| = kxC(39,5) - C(k,2) x C(38,4) + C'(k,3) x C(37,3)
i=1
(3.1) - C(k,4)xC(36,2) + C(k,5) x35-C(k,6) x 1.

Al sustituir los valores deseados de k (recordemos que C'(k, 1) = 0sil > k) y divi-
dir el resultado por |R| = |Ro| = C'(40,6) = 3838380, obtenemos las probabilidades
que buscamos.

Como hicimos en el caso de una sola mano, podemos usar la idea del comple-
mento de un conjunto para obtener férmulas mas simples (recordemos (2.3)). Para
dos jugadores, la probabilidad de que haya (al menos) una de k cartas especificas
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en la ronda es
~ C'(40 - k,6)
C(40,6)

ya que hay C'(40 - k, 6) rondas que no contienen ninguna de las & cartas.

(3.2)

Cuatro jugadores: R = R4 y las rondas contienen 12 cartas.

El lector puede calcular |UF, 4;] usando el principio de inclusién-exclusién,
teniendo en cuenta que ahora cada intersecciéon de 13 o més de los conjuntos
Ay, Ay, ..., Ay es vacia, ya que una ronda contiene solamente 12 cartas. El resul-
tado serd parecido a la ecuacién (3.1), pero con mds términos. Para obtener las
probabilidades que buscamos, ahora dividimos por |R| = |R4| = C(40,12). Alter-
nativamente, podemos usar el complemento para obtener un resultado parecido

a la expresion (3.2): la probabilidad de que haya (al menos)una de las & cartas es
1 — CU0-k12)
C(40,12)

Seis jugadores: R = R y las rondas contienen 18 cartas.

Nuevamente, se puede calcular | UY.; 4;| usando el principio de inclusién-exclusién
y luego dividir por |R| = |Rg| = C'(40, 18), 0 se puede usar el complemento para ob-
tener que la probabilidad es 1 - %.

Las tablas del final incluyen los resultados (para una mano y para una ronda
de dos, cuatro o seis jugadores) para k = 2, 3, 4, 8 y 12, que son seguramente los
de mayor interés.

Estas probabilidades son ttiles para el truco. Como el envido se juega usan-
do manos individuales y no combinando las cartas de la ronda, no tiene mucho
sentido calcular probabilidades para el envido asociadas a una ronda.

§4. Observaciones finales y cuestiones pendientes

La tltima seccién consiste en cinco tablas con probabilidades de interés para el
truco (para una mano y para una ronda de dos, cuatro o seis jugadores) y para el
envido. Algunas observaciones que podemos hacer a partir de estas tablas son las
siguientes:

La probabilidad de tener flor es un poquito menor que 55 = 5 %.

La probabilidad de tener 27 0 mas para el envido es alrededor de 1 = 25%.
La probabilidad de tener 23 o més para el envido es alrededor de 48 %, y la
de tener 22 o maés es alrededor de 52 %. Por lo tanto, a la larga un jugador
deberia tener 22 o mas de envido un poquito mds de la mitad de las veces,
y 23 0 mas un poquito menos de la mitad de las veces.
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Alalarga, unjugador deberia tener (al menos) una carta que valga mas que
un 2 para el truco alrededor de la mitad de las veces, y una carta que valga
mas que el as de oros (o de copas) alrededor de dos tercios de las veces.
También deberia recibir (al menos) una figura alrededor de dos tercios de
las veces.

En una ronda de cuatro jugadores, la probabilidad de que esté el as de
espadas o el as de bastos (o ambas cartas) es 51.5 %, es decir un poquito
mayor que 3. Si se juega de seis, la probabilidad es alrededor de 70 %.

En una ronda de cuatro jugadores, la probabilidad de que haya (al menos)
una de las cuatro mejores cartas (as de espadas, as de bastos, 7 de espadas,
7 de oros) es alrededor de 78 %. Si se juega de seis, la probabilidad es al-
rededor de 92 %. Estas probabilidades son también las de que haya por lo
menos un 3, o de que haya por lo menos un 2, en la ronda.

Como ultima observacién, una advertencia. Un jugador no deberia esperar nin-
guna regularidad en el reparto de las cartas basandose en estas probabilidades,
salvo a muy largo plazo. En una partida, o en una noche entera de timba, puede
pasar cualquier cosa. En particular, se suele caer en la trampa de pensar que las
manos o rondas anteriores influyen en las probabilidades de las que vienen. Si no
nos ha tocado el as de espadas en diez manos seguidas, la probabilidad de que
nos toque en la que sigue es la misma (), ni mas ni menos, que si nos ha tocado
el as de espadas en las tiltimas tres manos.

Este ensayo es tan s6lo una investigacién superficial de las probabilidades en el
truco. Quedaron muchas cosas interesantes y ttiles en el tintero, como por ejem-
plo:

Probabilidades condicionales. Cuando jugamos al truco, sabemos nuestras
cartas y a veces también algunas cartas de los comparieros de equipo. Co-
nocemos también las cartas que se van jugando en la ronda, y tal vez el
puntaje de algunos jugadores para el envido. Desde luego, esta informa-
cién altera las probabilidades. Por ejemplo, si tenemos el as de espadas, es
obvio que la probabilidad de que en la ronda esté el as de espadas o el de
bastos es 1, y no la que se indica en las tablas que siguen. Otro ejemplo es,
si un adversario cant6 27 de envido (aqui suponemos que es obligatorio
declarar el puntaje correcto), ;cudl es la probabilidad de que tenga ciertas
cartas? ;Y si ya jugoé la sota de espadas y le quedan dos cartas en la mano?
Este tipo de probabilidad de un evento, sabiendo que se ha dado otro even-
to, se llama “probabilidad condicional”. Se podria hacer varias tablas mas
con este tipo de probabilidades.

El valor esperado de ciertas variables de interés, tal vez bajo ciertas con-
diciones. Por ejemplo, ;cudl es el puntaje esperado para el envido en una
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mano? Este valor es facil de encontrar usando la tercera tabla en las pagi-
nas que siguen, pero, ;cudl es el puntaje esperado si conocemos algunas
cartas de los demads jugadores?

Probabilidades de ganar el envido en una ronda de dos, cuatro o seis ju-
gadores teniendo ciertas cantidades, siendo mano o no. Por ejemplo, si se
tiene 27 de envido en una ronda de cuatro jugadores y se es mano, jcudl es
la probabilidad de que ese envido sea mejor que el de los rivales? Se puede
hacer tablas con probabilidades de ganar para cada cantidad y en cada si-
tuacion, al igual que tablas con las cantidades necesarias para tener ciertas
probabilidades de ganar el envido.

Invitamos al lector interesado a investigar estas cuestiones y aportar mas tablas
de probabilidades para la comunidad timbera.

Por altimo, quisiera agradecer a Ariel Arbiser, Carlos D’Andrea, Pablo Mislej,
Adridn Paenza, Ricardo Podestd y el referi, que se tomaron el tiempo de leer este
articulo y hacer muy buenos comentarios y sugerencias.

§5. Apéndice: Breve repaso del juego

Como es sabido, el juego tiene tres envites o suertes: flor, envido y truco. Des-
cribimos aqui brevemente los detalles del juego que nos sirven. Este repaso no es
un manual para aprender a jugar, ni para aprenderse el reglamento, las sefias, o
la mecénica de las apuestas.

Truco. Para ganar el truco en una ronda, se debe ganar dos de las tres bazas. El
equipo que gana la primera baza tiene el desempate en la segunda y la tercera (es
decir, el otro equipo debe ganar, no puede empatar, en la segunda y la tercera).
Si la primera baza queda empatada (“empardada”, o “parda”), gana el truco el
equipo que gana la segunda baza. Si la segunda también queda empardada, la
tercera decide. Si la tercera también queda empardada, gana “de mano” el equipo
del primer jugador en la ronda.

La jerarquia de las cartas para el truco es la siguiente, de mayor a menor: as de espa-
das, as de bastos, 7 de espadas, 7 de oros, 3, 2, as de oros y as de copas (son de
igual valor), rey, caballo, sota, 7 de copas y 7 de bastos (son de igual valor), 6, 5, 4.

Envido. A diferencia del truco, el envido no necesariamente se juega en cada ron-
da. Si se juega, el ganador es el equipo cuyo jugador tiene la mayor cantidad de
envido en su mano. Si dos jugadores de distintos equipos tienen el mismo puntaje
para el envido, gana el que es “mano” del otro: el que va primero en la ronda.
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Puntaje para el envido: Al tener (al menos) dos cartas del mismo palo, se tiene 20
puntos més los puntos indicados por el valor numérico de esas cartas — salvo que
el valor de las figuras (rey, caballo y sota) es cero. Si no se tiene dos cartas del
mismo palo, no se suman los 20 puntos. Si se tiene tres cartas del mismo palo
(flor), se eligen las dos mejores para el envido. Es decir, o se juega sin flor, o se
permite no cantar una flor y usar las dos mejores cartas para el envido.

Ejemplos:

Se tiene 33, el puntaje mas alto posible, si se tiene un 7 y un 6 del mismo
palo.

Se tiene 27 (“las viejas”) si se tiene (de un mismo palo) el 7 y una figura
(peronoel 6,5, 4, 3,201, lo que resultaria en un puntaje més alto), o el 6
yell(peronoel7,5,4,302),0el5yel2(peronoel7,6,403),0eldyel
3 (peronoel7,605).

Se tiene 20 si se tiene dos figuras del mismo palo y la tercera carta no es el
7,6,5,4,3,201 de ese mismo palo.

Sino se tiene dos cartas del mismo palo, el puntaje puede ser de 0 a 7.

Si se tiene el 3, 4 y 7 del mismo palo, se tiene 31. Si se tiene la sota, el 1 y el
3 del mismo palo, se tiene 24.

Flor. Mas alla de los divertidos versos que la acompafian, la flor no nos interesa
mucho, porque es la tinica suerte que sélo se puede cantar si un jugador tiene tres
cartas del mismo palo (es decir, tiene flor. Como vimos, la probabilidad es menor
que %) y, en tal caso, sélo tiene desquite si el rival (o uno de los rivales) también
tiene flor. En cambio, el envido y el truco los puede cantar cualquier jugador sin
importar qué mano le ha tocado, y siempre tienen desquite (el rival o los rivales
tienen la opcién de querer o de levantar).

Como es poco probable tener que tomar decisiones al respecto, en este ensa-
yo no nos ocupamos de la flor, mas all4 de calcular la probabilidad de que nos
toque una en la mano. Si al lector le gusta jugar con flor, lo invitamos a calcular
probabilidades para distintos puntajes.

§6. Tablas de probabilidades

A continuacién compilamos varias probabilidades de interés para el juego, agru-
padas en cinco tablas. Las tres primeras contienen probabilidades acerca de la
mano de un jugador. La cuarta incluye probabilidades para una ronda de dos,
cuatro o seis jugadores. Y la tltima es una reorganizacién de las probabilidades
(que ya se encuentran en la primera y en la cuarta tabla) de que haya al menos una
de k cartas especificas en la mano de un jugador, o en una ronda de dos, cuatro o
seis jugadores. Los resultados son para k=1, 2, 3,4, 8 y 12.
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Probabilidades para una mano — Truco

Evento Ejemplo(s) o significado Probabilidad

Tener una carta especifica Tener el as de espadas 0.07300
Tener dos cartas especificas Tener el as de espadas v el as de bastos 0.00385
Tener tres cartas especificas Tener el as. el 7 v el 6 de espadas 0.00010
Tener (al menos) una de dos Tener el as de espadas o el as de bastos 0.14615
cartas especificas
Tener (al menos) una de tres Tener el as de espadas o el as debastos o el 0.21356
cartas especificas 7 de espadas
Tener (al menos) una de cuatro | Tener (al menos) un 3 027733
cartas especificas Tener (al menos)m2

Tener (al menos) una carta que valga mis

que un 3 para el truco
Tener (al menos) una de ocho Tener (al menos) una carta que valga mas 0.49798
cartas especificas que un 2 para el truco
Tener (al menos) una de doce Tener (al menos) una carta que valga mas 0.66842

cartas especificas

que el as de oros (o de copas) para el truco

Tener (al menos) una figura

Probabilidades para una mano — Envido

Cantidad Probabilidad de Probabilidad de
k tener (exactamente) tener
k de envido = k de envido

33 0.01538 0.01538
32 0.01498 0.03036
31 0.02935 0.05992
30 002874 0.08866
29 0.04251 0.13117
28 0.04130 0.17247
27 0.07895 0.25142
26 0.06478 031619
25 0.06478 0.38097
24 0.05101 043198
23 0.05101 048300
22 0.03765 0.52065
21 0.03765 0.55830
20 0.03684 0.59514
7 0.10972 070486
6 0D.08785 079271
5 0.06842 086113
4 0.05142 091235
3 0.03684 0.94939
2 0.02470 0.97409
1 0.01498 0.98907
0 0.01093 1
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Probabilidades para una mano — Palos

Evento Ejemplo(s) o significado Probabilidad
Tener tres cartas de palos Tener =7 de envido 0.40486
distintos
Tener (al menos) dos cartas del | Tener = 20 de envido 0.59514
mismo palo
Tener tres cartas del mismo palo | Tener flor 0.04858
Tener (al menos) una de diez Tener (al menos) unoro 0.58907
cartas especificas Tener (al menos) unacopa
Tener (al menos) una espada
Tener (al menos) un basto
Probabilidades para una ronda — Truco
Evento Ejemplo(s) o significado No. de Probabilidad
jugadores
(Que laronda tengauna | Que algun jugador tenga el as de espadas 2 0.13000
carta especifica 4 030000
6 0.45000
Que la ronda tenga dos | Que en la ronda estén el as de espadasv el 2 0.01923
cartas especificas as de bastos 4 008462
6 019613
Que la ronda tengatres | Que en la ronda estén el as de espadas, el 2 0.00202
cartas especificas as debastos v el 7 de espadas 4 0.02227
6 0.08259
Que la ronda tenga Que en laronda estén todoslos3 2 0.00016
cuafro cartas Queenlarondaesténtodoslos2 4 0.00542
especificas Que en la ronda estén el as de espadas, el 6 0.03348
as debastos, el 7 de espadas v el 7 de oros
Que la ronda tenga (al | Que en la ronda esté el as de espadaso el 2 0.28077
menos) una de dos as debastos 4 051538
cartas especificas 6 0.70385
Que laronda tenga (al | Que en la ronda esté el as de espadas, o el 2 0.39433
menos) una de tres as debastos, 0 el 7 de espadas 4 066842
cartas especificas 6 0.84413
Quelarondatenga(al | Que enlarondahava (al menos)un3 2 0.49255
menos) una de cuatro Que en laronda haya (al menos)un 2~ 4 0.77396
cartas especificas Que en la ronda hava (al menos) una carta 6 0.91996
que valga mds que un 3 para el truco
(Quelarondatenga(al | Que enlaronda hava (al menos) una carta 2 0.76391
menos) una de ocho que valga mds que un 2 para el truco 4 093938
cartas especificas & 0.99584
(Quelarondatenga(al | Que enlaronda hava (al menos) una carta 2 0.90185
menos) una de doce que valga mas que el as de oros (o de —
. 4 0.99455
cartas especificas copas)parael tuce
Que en la ronda hava (al menos) una figura 6 (0.99988
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Probabilidad de que haya (al menos) una de k cartas especificas

Mano de un Ronda de 2 Ronda de 4 Ronda de 6

k jugador jugadores jugadores jugadores

(3 cartas) (6 cartas) (12 cartas) (18 cartas)
1 0.07500 0.15000 0.30000 0.43000
2 0.14615 0.28077 0.51538 0.70385
3 0.21336 0.39433 0.66842 0.84413
4 0.27733 0.492355 0.77596 0.91996
8 0.49798 0.76391 0.95958 0.99584
12 0.66842 0.90185 0.99455 (.99988
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Z,SabiaS que... por Leandro Cagliero y Ricardo Podestd

el tltimo digito de n® es n para cualquier natural n?

En efecto, observemos primero que
05 =0, 1° =1, 25 = 32, 3% = 243, 45 =1.024,
55 = 3.125, 6° = 7.776, 75 = 16.887, 8% = 32.678, 95 = 59.049,

de donde el resultado se cumple para los digitos.

Si nos fijamos, estas cuentas dicen que
(1) n°=n (méd 10)

para todon =0,1,...,9, donde = denota congruencia moédulo 10. Recordemos que
dos enteros a y b son congruentes modulo un natural n, denotado a = b (mdd n), si
n divide a a — b.

.,Como deducimos de aqui que el resultado es cierto para un ntimero natural n
cualquiera? Consideremos su desarrollo decimal, es decir supongamos que

n = a;10* 4 - - + a,10* + 110 + ag
donde 0 < a; <9 para 0 <7 < 9. Tomando congruencia médulo 10 tenemos que
(2) n=ay (méd 10).
Por otra parte, usando propiedades de congruencias, tenemos que
(3) n® = ap10°% 4+ -+ +a,10° + af = af  (moéd 10).
O sea, de (2) y (3) resulta que
n=ay (méd 10) y n’=a) (mdd 10)

Pero en (1) vimos que la congruencia aj = ao (mdd 10) vale para los digitos. De
aqui sale entonces que

n°=n (méd 10)
para todo n € N. Por ejemplo

2019° = 33.549.155.665.686.099.

Como una curiosidad adicional, observemos que la ecuacion (1) implica
n*—n=nn'-1)=nn?>-1n*+1)=0 (méd 10),
de donde multiplicando por n tenemos que

(4) (n* —1)n*(n*+1)=0 (méd 10).
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Es decir, el producto de 3 enteros consecutivos (que siempre es divisible por 2 y por
3) es divisible por 10, siempre que el del medio sea un cuadrado. Como 2, 3 y 5 son
coprimos, en realidad, este producto resulta divisible por 30. Por ejemplo

3-4-5=30,
8:9-10 =720 =24 30,
15-16 - 17 = 4.080 = 136 - 30,
24 -25-26 = 15.600 = 520 - 30.
Podemos probar esto directamente, pues (4) es equivalente a
(n—Dn(n+1n(r*+1)=0 (mdéd 10).

Los primeros tres factores dicen que el producto es divisible por 6. Ademés, sin = 5k
o bk £ 1 entonces el producto es divisible por 5. Si n = 5k £ 2 entonces el tltimo
factor toma la forma

n*+ 1= (5k+2)* + 1= 25k* £ 20k +5
y por lo tanto es divisible por 5. Luego el producto es divisible por 5 y por lo tanto
por 30.

Finalmente, mencionamos que el resultado es mucho mas general y en realidad
vale no solo para potencias quintas, si no que también para potencias de la forma
4k +1 (5,9, 13, etc.). Mas precisamente, vale

n* ™ =n  (méd 10)

para todo k& € N. La idea es usar lo que ya hicimos. Por ejemplo,

n=n"-n*=n-n*=n">=n (méd 10)

para todo natural n. Del mismo modo, en general, como
dk+1=4((k—-1D+1)+1=(4k—-1)+1)+4,
haciendo induccién en k, tenemos
il = ptE=DH ot — ot = pd =0 (mdd 10).
Por ejemplo,

2019"% = 9.263.436.872.325.375.124.423.761.282.625.811.510.443.059.

Las congruencias fueron introducidas por el genial matemético y fisico aleman Johann Carl
Friedrich Gauss (Brunswick, 30 de abril de 1777 — 23 de febrero de 1855), en su monumental
tratado Disquisitiones Arithmeticae (Investigaciones Aritméticas), en el cual aparece un
capitulo su tesis. Las congruencias son desde entonces una herramienta fundamental en el
estudio de la Aritmética.
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