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Introduccién

Existe una férmula general sobre el nimero Cr de soluciones en Z, de una
ecuacién de congruencia del tipo:

F(z1,...,zm) =0modn

donde la funcién F es polinémica. Esta férmula se expresa habitualmente de
la siguiente manera:

n—1 9
CF:%Z Z exXp <27:aF(xlzm))

a=0 (z1,---,Tm )EZD

Ver por ejemplo [4] y [7].

Sin embargo, debido a su carécter formal, esta expresién es poco préctica para
ser aplicada en forma directa en casos concretos.

En este trabajo presentamos una expresién més explicita para el caso de la
ecuacion:

z'f+z§+---+xﬁskm0dp

donde k es un nimero entero y p es un niimero primo.

Para n = 1 se establece la ley de reciprocidad cuadritica, que brinda un me-
canismo préctico para decidir si un nimero dado es o no residuo cuadrético,
hecho fundamental en la resolucién de ecuaciones cuadratricas de congruencias.
Para n > 1, se observa que la ecuacién siempre tiene solucién y se calcula el
niimero de soluciones como el niimero de ceros de una forma cuadrética en g
En otras palabras, se obtiene el nimero de puntos que tiene una “esfera finita”
sobre Z,.

Con la intencién de presentar el material en forma autocontenida se esbozan
los elementos de congruencias necesarios para tal fin.




1. Congruencias

Al estudiar la existencia de soluciones enteras de una ecuacién algebraica con co-
eficientes enteros es natural utilizar argumentos de divisibilidad. Este enfoque,
ademds de ser estimulante, es, en muchos casos, suficiente para determinar el
problema.

Por ejemplo la ecuacidén:

P —-z2+72-3=0

expresada como:
z(zt-2247) =3

nos dice que las posibles soluciones enteras sélo pueden ser divisores de 3, como
lo establece el conocido criterio de Gauss. Los divisores de 3 son 1 =+ 3. Una
cuenta permite verificar que £1,+3 no son solucién. Por tanto la ecuacién no
tiene solucién entera.

En la ecuacién:

23 4+ 293 + 42° — 62yz =0 (1)

si (z,y,2) es solucién entera, entonces z es par, y observando que (1) puede

3
2<y3+2z3+4(—;) —6(§>yz> =0

vemos que la terna (y,z,z/2) es también solucién. Si iteramos el siguiente

ponerse como:

proceso:

N < 8
daid il
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obtenemos las ternas (z,y/2,2/2) y 3(z,y,2) como nuevas soluciones enteras.
En general, tendremos que:

si (z,y,2) es solucidn entera de (1) entonces 5= (2,y, 2) es solucion entera de
(1) para cada mimero natural n.



Esto permite concluir: La unica solucién entera de (1) es

En la ecuacién:
2?44y =95 (2)

debe ser z impar. Escribimos z =4k 4+ r, donder =1 6 r = 3 y tenemos:

16k% + 8kr + 12 +4y =4 x 23 + 3

lo que implica que 72 — 3 debe ser multiplo de 4. Como r2 — 3 es —1 6 6., Esto
es una contradiccién que determina la inexistencia de soluciones enteras para
(2).

El célculo del resto de la divisién por un nimero entero n de una expresién
algebraica, puede ser tratado usando la siguiente propiedad:

los enteros a y a +kn (k € Z), tienen el mismo resto al dividirlos por n

Las congruencias, méds que una notacién, brindan un modo sistemdtico para
reducir el cdlculo de restos de expresiones algebraicas mediante mecanismos
que nos son muy familiares.

Definicién 1. Fijado un ndmero entero n, diremos que los nimero a y b en Z
son congruentes modulo n, o que a es congruente con b mddulo n, si n divide
aa-—b.

La notacién utilizada para indicar esta situacién es:

a=bmodn

La relacién a es congruente con b médulo n resulta una relacién de equivalencia
en Z, y se comprueban sin mayor dificultad las siguientes propiedades bésicas:

i) Si a=bmodn y c¢=dmodn entonces:

at+c=b+dmodn y ac = bd modn



Es decir la congruencia médulo n es una relacién de equivalencia compatible
con las operaciones de anillo en Z. Esto nos permite afirmar que el cociente
Z, = Z [= es también un anillo conmutativo con las operaciones:

[a] +[b] =[a+8] y [a] 8] =[a}]

Siendo [a] la clase de equivalencia de a modn. Ademds, no es dificil ver que Z,
es un cuerpo si, y sélo si, n es primo.

Aqui utilizaremos los representantes canédnicos: 0,1,...,n—1 para describir los
elementos de Z,, aunque, en el caso n impar puede resultar més conveniente
utilizar el sitema de representantes 0, £1, ... ,:t"T‘l.

Para un tratamiento mds detallado sobre estas estructuras puede consultarse
(3].

2. La Ley de Reciprocidad Cuadratica

Sea p un nimero primo, k un entero. El problema es averiguar si la ecuacién:
z2 = kmodp (3)

tiene solucién.

Como es el caso p = 2 siempre existe solucién, en lo que sigue supondremos que
P €s un primo impar.

Por ejemplo, consideremos la ecuacién:

z? = 139 mod 11 (4)

dado que:
139 = 7Tmod 11

y que
(z + h11)? = 22 + 22zh + 121h% = 22 mod 11



vemos que estudiar la existencia de soluciones de la ecuacién (4) equivale a
estudiar la existencia de soluciones de la ecuacidn reducida:

z? = Tmod 11 (5)

Esta observacién es vélida en el caso general, es decir, en (3) tanto k como z
pueden suponerse recorriendo un sistema de representantes médulo 11.
A partir de la tabla de cuadrados mod11:

z |0|1]2(3|4|5]|6[7]/8[9]10
z2|(0(1(4(9|5(3(3[5]9]4a1

vemos que la ecuacién (5) no tiene solucién y sélo tendran solucién las ecua-
ciones para los valores k = 0, 1,4, 9, 5.

No es casual que la tabla anterior, con la exclusién de 0, es simétrica. La razén
es que: 10 = —1 mod11,9 = -2 mod1l, etc. Es decir que pudimos haber
escrito:

O bien:

0|1 |42 |+3|+4]|+5
z2 |0 1| 4 9| 5| 3

Definicién 2. Un elemento k € Z se dird un cuadrado médulo D, si la ecuacién
(3) tiene solucién, en caso contrario, se dird que k es un no cuadrado mddulo
.

Como ya observamos antes, k£ puede reemplazarse por cualquier elemento de su
clase médulo p. De ahora en més p es un primo impar.

La funcién z — z2 de Zp en Z, toma un mismo valor en exactamente =+ z,




puesto que si recordamos que p es primo tendremos:

2?=y’modp & pl(z-y)(z+y)
< pl-y)dp|(z+y)
& T =xymodp

Entonces, el nimero de cuadrados no nulos en Z, es %1 por ser p impar.

Se sigue que hay %1- +1= ?%1- cuadrados en Z,, y p—;—l no cuadrados en Z,.
Es claro que el producto de cuadrados es un cuadrado, y que el inverso multi-
plicativo de un cuadrado no nulo es también un cuadrado.

Designemos con C el conjunto de cuadrados no nulos de Z, y N el conjunto de
no cuadrados de Z,. Observar que Z, = {0} UC UN y esta unién es disjunta.
Ademis

p—1
|C|=|N|=—2— (6)

Supongamos k # 0 en Z,. La aplicacién fx(z) = k - = es una biyeccién de Z,,
en particular inyectiva. Si k € Z, y z € C, entonces la identidad

k= (kz)(z™)

muestra que kz € C, si, y sélo si, k € C Consecuentemente kz ¢ C,si, y sélo
si, k € C, si, y s6lo si, k € N (pues k # 0).
Como f}, es inyectiva y fx (0) = 0, podemos establecer:

fi€)=C y filN)=N sikeC
@) =Ny filN)=C sikeN

Supongamos entonces dado k no nulo en Z,, k = p;ps---ps donde los p; son

(7)

nimeros primos. Entonces, k € C si, y sélo si, el nimero de indices i tales que
Pi € N es par. En efecto, fr = fp, © fpy 0+ © fp,, luego:

keC&C=fi(C)=fp0fpo-0fp(C)

En virtud de (7), el nimero de cambios en la sucesién:



C7 fp; (C) fps-l(fp.q (C))’ sesy fp1 (fm( . (fpa(c))

debe ser par.

El problema de determinar si k es un cuadrado en Z, se reduce a decidir si
un nimero primo ¢ < p es 0 no un cuadrado en Z,, este caso serd tratado a
continuacién, luego de efectuar una serie de consideraciones previas.

Los siguientes teoremas inician el camino hacia nuestro propésito:
Teorema 1: Teorema de Wilson. Si p es un primo, entonces
(p—1)!'=—1modp

Corolario 1:
1
c= (—1)%modp Yy, n=-—-cmodp

Demostracién:
“1=p-1)'= ] -9di=1)= [[ #=(-1)7 cmodp
1<i<ezt 1<i<ert
de donde:
1
c=(-1)"7 modp
Ademas:
2 =1 modp

Por otra parte, de la identidad:

cn=(p-1)=-1
resulta:

n=c*n=—-c modp
O

Teorema 2: Criterio de Fuler

keCcrlc%lElmodp




Demostracién:

keC < fr(C)=C & [lec(k-x) =cmodp
= -1
@kLzlcEcmodpékyT =1 modp

O
Como consecuencia del Criterio de Euler se tiene:

Corolario 2:

i) Sea p un primo impar,entonces, —1 € C si y sdlo si p es de la forma 4m + 1.
ii) Sea p de la forma 4m + 3, si a> +b> =0 modp, entonces a = 0 = bmod p.
Demostraciéon:

i) es consecuencia directa del Teorema 2. Para i), si a # 0mod p entonces:

2
<2> = —-1modp

a

en contradiccién con ¢).0
Teorema 3: Lema de Gauss
Constderando el sistema de restos {:l:i,l i< ?;—1} yk#0en Z, sea:

s=|{i>0/ki=—jmodp, con j > 0}

entonces:
k5 = (—1)° modp
Demostracién:
= -1 -1
ki (”—2—)1 - (ki) = (=1)° (pT)!modp
1<i<ert -

En efecto, sélo hay que observar que, salvo signos, la sucesién k ¢ mod p, para

i=1,...,52 recorre todos los restos positivos 1,..., %1 Esto estd bien,

2
pues si k ¢ = £k j modp para algin par 7,j de restos positivos, se tendria

¢t = £ j lo que sélo es posible si i = 5.0

10



Definicién 3. Definimos el simbolo de Legendre ( :7) como:

(E)_ 1 si keC
p -1 st keN

Las siguientes identidades pueden establecerse sin mayor dificultad:

) (1) - ()
9 (F) - )
A partir del lema de Gauss es posible obtener una expresién mdés explicita
para el simbolo de Legendre. En efecto, sean k y z en Z tales que ptk y
1<z <2t
Ponemos:
kx=mp+r conl<r<p

entonces tenemos:

GRE B

Ahora observamos que:

0 si 0<r<§

1 si E<r<p

Luego [2—25] esparsi0<r<Z%eimparsi§ <r<p
De este modo se tiene:
k 7t (2ke
(]—)) = (—1)E==1 %] mod p (8)

Conservando las notaciones precedentes vamos a establecer el siguiente resul-
tado comocido como ley de reciprocidad cuadrdtica.

11




Teorema 4:
Si p y ¢ son numeros primos impares, se tiene:

O
i) () = ()T T

3. Cason=2

En general, si ¢x es el nimero de solucio~es de la ecuacién:
2423+ -+ 22 =k modp

resulta ¢y = ¢, si h,k € C, 6 si h,k € N, dado que en ambos casos:

h=a’k

puesto que (a z1,a 9, ..,a T,) recorre el conjunto de soluciones de la ecuacién:
3+ 13+ +22=h modp

cuando (z1, 9, ..., Z,) recorre el conjunto de soluciones de la ecuacién:
i+ 2+ +22 =k modp

Veamos que si n > 2, la ecuacién precedente siempre tiene solucién. Esto es
claro si k € C 6 k = 0. Por otra parte, la suma de dos cuadrados no puede
ser siempre un cuadrado, ya que en tal caso, 2 =1+1€(,3=2+1 € C,
etcétera, darfa que Z, C CU{0}. Se sigue que existe h € N que es suma de dos
cuadrados, o sea:

h=a’>+bt=a?+2+02+-.. +0?

En consecuencia, si n > 2 se tiene ¢ # 0 para todo k € N.

12



Consideremos la ecuacién:
24+ y* =k modp

Si k = 0, tenemos:
5

z? = (-1) y? modp

Si p = 3mod 4 se sigue que (0 0) es la tinica solucién. Si p = 1 mod4, entonces
—1 € C y podemos poner a? = —1 mod p, luego:

?+y’=2-a’y¥’=(z—-ay) (x+ay)=0 modp

Es decir (ay,y) y (—ay,y) con y € Z, son todas las soluciones, totalizando
2 (p—1)+ 1 = 2p — 1 soluciones.
Sea k € N, a® + b* = k modp. A cada solucién (z,y) de la ecuacién:

22 +y>=1 modp
le asociamos el par:
’=az-by , y¥=bz+ay

Dado que:

—b
det[: ]=a2+b2zk,=.e.o mod p
a

la aplicacién (z,y) — (z/,y’) es inyectiva, y de la identidad:
2 +y?% = (22 + %) (@2 + ) =k modp
se tiene ¢; < c¢k. Ahora si ¢? + d? = k™! mod p, razonando como antes, si:
=cr—-dy , Yy =dz+cy

se tiene:
t? +y? =1modp siz*+y*=k modp

13




luego ¢x < c;. En conclusién, si n = 2, cx = ¢; para todo k # 0. Teniendo en
cuenta que hay p? elementos en Z7, obtenemos:

pPP=co+ci(p-1)
y se sigue que:
p+1 st p=3mod4d

c =
p—1 si p=1lmod4

4. El caso general

Sea ( la raiz p—ésima primitiva de la unidad:

27 . 27
= cos(— ) + 2 sen(—
¢ (p) (p)

y consideremos:

Se tiene:

p—1p-1
o =R TS T 1t T oWy 5

z=ly= z2+y2=0 z2+y2%eC z2+y2eN
=c+ca L F+a ¥ F=cot+a Tl
kec keN
=co—c

y teniendo en cuenta que:

1-(p+1)=-p st p=3mod4
co—c =
2p—1-(p—-1)=p si p=1modd

resulta:

14



-1
o’ =(-1)7 p
Observar que a es un niimero complejo que verifica a? = +p, es decir a no es
racional y ademds, para h € N:

-1 -1
o2h = (_1)9’2—111 oy ol o (_1)9’3—% o (9)

es decir, o™ es entero si n es par, y es @ multiplicado por entero cuando n es
impar.
Por otra parte:

a® = :rf+~--f-.t?I
(Il,...,In)Gz;

B > 15 ¥ <z§+---+z$, + 3 (I§+...+Ig
z2+-+22=0 z2+-+22€C 2+ +72EN

= co(n) + c1(n) Lec ¢* + ¢4(n) Then ¢k
= ¢y(n) — cg(n) + (c1(n) — cg(n)) 2 kec Ck

donde cg(n), c1(n) y cg(n) denotan el nimero de soluciones de la ecuacién:

3 +z3 4+ +22 =k modp

para k = 0,1, g respectivamente siendo g un elemento de A. Asi mismo note-

mos que:
p=1 )
a=) (" =1+2) ¢
=i keC
es decir:
z Ck _ a—1
keC 2
Luego:

a™ = co(n) - ¢g(n) + (c1(n) — cy(n)) (251)
= c1(n) — cg(n)2a + 2 co(n) — c1(n) — cg(n)2

15




y a partir de (9) se tiene:

si n es par
c1(n) —cg(n) =0 y 2co(n)—ci(n) —cy(n) =2 ((—1)%1.;))!2"
Sl n es 1mpar

2co(n) —c1(n) —cg(n) =0y c1(n) —cg(n) = 2((~1)7 p)"T

(10)
Por otra parte, clasificando los elementos de Z7} segiin los valores de:
xf+:r%+~--+x%
y teniendo en cuenta (6) se tiene:
-1 =
p" = co(n) + Eo—ci(m) + =y (n) (1)
A partir de (10) y (11) tenemos los sistemas lineales:
0 1 -1 co(n) 0
> S, | am) | =| 2((=1)% p)3 | sinespar
2 p—1 p-1 cq(m) 2p"
0 1 -1 ] [am@] [20-1%p%
2 -1 -1 can) | = 0 si n es impar
2 p—-1 p-1 cg(n) 2p™

resolviendo estos sistemas podemos establecer el siguiente resultado:

Teorema 5:
St n es par:

mm=enkmw—np +pn!
cg(n) = er(n) = (=1) BT+ 4 g

16



St n es impar:

co(n) = p™~?

-1) (n—-1 n_-—l n—1
am)=(-1)"3 pz +p

—1) (n— n—
cg(n) = (—1) =41 pt 4 e
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