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1. Espacios Vectoriales
1.1 Concepto de Espacio Vectorial

Un espacio vectorial sobre el cuerpo R de los niimeros reales es un
conjunto V, no vacio, cuyos elementos se llaman vectores, y tales que entre dos
cualesquiera de ellos, u y v, esta definida una ley de composicién interna - suma de
vectores, u + v, y entre un vector cualquiera v de V' y un escalar a del cuerpo R esta
definida una ley de composicion externa - producto de un vector por un escalar - tal
que a.v pertenece a V, y que verifica las siguientes propiedades:
e Respecto de la suma de vectores se debe satisfacer:
i) Asociatividad
Para todos los vectores u, v, w de V, se cumple que: u+(v+w)=(u+v)+w
i) Conmutatividad
Para todos los vectores u, v de V, se cumple que: u+v =v+u
iii) Existencia de la identidad aditiva
Existe el vector 0 en V, tal que para todo vectorude V,u+0=u
1v) Existencia del inverso aditivo

Para todo vector u de V, existe el vector (-u) en V,tal que u + (-u) =0

e Respecto del producto de un vector por un escalar:



i) Asociatividad para el producto de escalares
Para todos los escalares a, b de R y para todo vector v de V, se cumple que:
(ab) v=a (bv)
ii) Distributividad del producto de un escalar para la suma de dos vectores
Para todo escalar a de R y para todos los vectores u, v de V, se cumple que:
a(u+v) =au+av

iii) Distributividad del producto de un vector para la suma de dos escalares
Para todos los escalares a, b de R y para todo vector v de V, se cumple que:

(a+b)v =av+bv
iv) Para todo vector v de V, se cumple que: 1v =v, siendo 1 la identidad en R.

1.2 Concepto de Combinacién Lineal
Sean vy, v, ..., V,, vectores de V y sean a,, a, ..., a,, escalares de R.
El vector:
Qv+ ayva + ..+ ayv,
se denomina una combinacién lineal de Vi, Va, ..., V.

1.3 Concepto de Independencia lineal

Un conjunto {vy, vs, ..., v, } de vectores de V es linealmente independiente,
si

avitava+...tayv,=0 implica aj=a=..=a,=0.

Si un conjunto de vectores no es linealmente independiente, se denomina
linealmente dependiente.

1.4 Concepto de Conjunto Generador




Un conjunto {vy, vy, ..., v4} de vectores de V es un conjunto generador de
V, si todo vector de V puede expresarse como combinacion lineal de vy, v, ..., v,.

1.5 Concepto de Base

Un conjunto {vy, v, ..., vp} de vectores de V es una base de V, si se cumple
que:

i) {vy, va, ..., vu} es generador de V
ii) {Vy, V2, ..., Vo } es linealmente independiente.

1.6 Concepto de Dimension
El nimero méximo de vectores linealmente independientes en un espacio

vectorial V define la dimensién del espacio vectorial. Esta dimensién puede ser
finita o no. Es un nimero que no depende del conjunto maximal escogido.

2. Situaciones para la Ensefianza
2.1 Las Progresiones Aritméticas:
Observemos la siguiente sucesion de figuras:
| 1]
E l 1] l=. l-
EN [ L[] u
Fig. 1 Fig.2 Fig. 3 4
Los niimeros que indican la cantidad de cuadritos negros corresponden a la
sucesion {ag}:
2,4,6,8, ..
mientras que los niimeros que conrresponden a la sucesién {b,}de cuadritos blancos
es:

3,6,9, 12, .

Ambas son dos ejemplos de progresiones aritméticas, las que responden a la
formula:



sk = ;T (k-1)d, dondes;,de RykeN.
"Progresion aritmética de razén d y primer término s; ".

Para los casos anteriores, las correspondientes férmulas son:

Il

a = 2+ (k-1)2

by = 3+(k-1)3.

A partir de las sucesiones de las figuras, se obtiene también la sucesién {c,}
que indica el total de cuadritos de cada una de las figuras:

55 10 157205 5.

cuya formula es:
gy = 3+ {k-1)5

Yy que es obtenida a partir de las férmulas de ay y by:
ay by = [24{k 127 [3 +{k-1)3]

=23y kS22 % 3)

I

5+ (k-1)5

Ck .

Es decir, las progresiones aritméticas al ser sumadas, originan una nueva
sucesion que también resulta una progresion aritmética.

Comprobemos formalmente este hecho:

La suma de dos progresiones aritméticas, es una ley de composicién
interna.

En efecto: Sean s y t dos progresiones aritméticas:




8= {81, 805 wes Sk} CON. 8= 8§ Bk~ 1) d
= {t1s 3, v bl o) CO0 = b FCk =T
siendo: s + t, = [s;+(k-1)d ]+ [t;+(k-1)f]
= (sitt)+(k-1)(d+1)
expresion esta tltima que también corresponde a una progresion aritmética.
.

‘Ahora resulta posible averiguar qué propiedades tiene esta ley de
composicidn interna entre progresiones aritméticas:

i) Asociatividad

Si's, r, y t son progresiones aritméticas, resulta que (r +s) +t=r+ (s + t).
En efecto:

{Iln+tk-Ddl+[si+tk-1)el}+ [t +(k-1)f]

Il

(fx +8) + b

[((m+s)+k-1)d+e)] + [ +(k-1)f]

Il

[((m+s)+u]+ (k-1)[(d+e)+f]

[+ (s +t)] + (k-1)[d+(e+1)]

[n+k-Dd] +[(s+t)+(k-1)(e+1)]

Il

[n+k-Dd)+{[si+(k-Del+ [t +k-1)f]}
= o+ (s + t) -

i) Conmutatividad

Sir, s son dos progresiones aritméticas, resulta que r+s=s+r

et sg=[n+k-1)d]+[si+k-1)e]



=+ s) + (k-1)(d+e)

= (s1+ 1) + (k-1)(e+d)

Il

[syhtksl)e )+ [ m+k-1)d]
= St rIg.
iii) Existencia de identidad aditiva:

En efecto, la progresion 0, 0, ..., es aritmética, ya que responde a la formula:

0x = 0+ (k- 1)0.
Asi que, para toda progresion aritméticar,r+ 0 =r:

e+ 0= [n+tk-Hd]1+[0+(k-1)0]

Il

(r+0) + (k-1)(d+0)

Il

i 5 (k - 1) d
=g .
iv) Existencia del elemento inverso aditivo

En efecto: para toda progresion aritmética r, existe (-r) tal que r+ (-r) =0,
siendo -r definida por:

t = (k1) (d)

luego,
et ()= [ntk-Dd]+ [-n+k-1)(d)]

(it (r)) + (k-1) [d+(-d)]

0+(k-1)0

Ok .




Si retornamos a la idea original - la sucesién de mosaicos de la pagina 3 - es
posible pensar en la siguiente sucesion de figuras :

. iy i
| | | | mm (] e mm. - -
]| | | ] [ ]
|| 1 |
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

Cada una de ellas estd formada por el cuadruple de elementos de los corres-
pondientes en la sucesion original.

Nada hay ahora mas natural, que pensar en las férmulas para determinar la
cantidad correspondiente a cuadritos blancos y negros o totales de la figura en cada
posicion, cantidades que pueden obtenerse por la cuadruplicacion de las correspon-
dientes ay, by, cx de las sucesiones generadas al principio de esta seccion.

Esto sugiere la idea de una nueva operacién entre una progresién aritmética
y un nimero, que origina una nueva progresion aritmética.

Es decir, dada la progresion aritmética s, con s, =s;+ (k- 1) d, y un a del
campo de los reales, se obtiene una nueva progresion aritmética t, cuyo término
general es:

T, = @i

donde efectivamente t, corresponde a una progresion aritmética como se ve a
continuacion:

ty =a [s; +(k-1)d]
=as; +a(k-1)d

=(as;)+(k-1)(ad)



Se ha definido asi, una ley de composicién externa entre las progresiones
aritméticas y los nlimeros reales, la que cumple las siguientes propiedades:

1) Asociatividad del producto de escalares
Para cada progresion aritmética r y para cada par de niimeros reales a y b es:
(ab)r=a(br),

en efecto:
(ab) ry = (ab) [r; +(k-1)d)

=(ab)r; +(ab)(k-1)d
=a[brp +b(k-1)d]
=a(br).

ii) Distributividad del producto de una suma de escalares respecto de una
progresion

Para cada progresion aritmética r y para cada par de niimeros reales a y b es:

(a+b)yr=ar+bs,

en efecto:
(atb)ry=(a+b) [r; +(k-1)d]

I

larp +a(k-1)d] + [br; +b(k-1)d]

afry +(k-1)d] +b[r, +(k-1)d]

=atg t b Iy
iti) Distributividad del producto de un escalar respecto de la suma de
progresiones

Para cada par de progresiones aritméticas r y s y para cada nimero real a es:
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a(r+s)=ar+as,

en efecto:

Il

a (e + sy )=laf g eal)d] S s +llead)ed )

Il

alrp +(k-1)d) +a[s; +(k-1)e]
= Zauhy v iasSk:
" iv) Para cada progresion aritmética r, se cumple que:
1 r=r, donde 1 es la identidad multiplicativa en R,

efectivamente:
11’k =1 [ I +(k- l)d]

I

I +1(k-1)d

I

n+k-1)d

Conclusion: El conjunto de progresiones aritméticas sobre el conjunto
de niimeros reales, con las leyes de composicion antes definidas, tiene la estruc-
tura de espacio vectorial.

2.1.1 Ejemplos de conjuntos linealmente independientes:

i) Conjunto con un elemento:

La progresién {1, 1, 1, ..., 1, ...} es linealmente independiente. En efecto, si
se considera la combinacion lineal:

a[l+(k-1)0]1 =0 resulta a=0
ii) Conjuntos con dos elementos linealmente independientes:

g il Bt B Bl 2 3 il
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{r,;s} es un conjunto linealmente independiente. En efecto, si a y b son nimeros
reales:

ar+bs=0
a[l+(k-1)0]+b[l+(k-1)1]1=0
al+ak-1)0+b1+bk-1)1=0
(a+tb)+bk-1)=0+(k-1)0, Vk
de donde: a+b=0 y b=0,loqueimplicaque a=b=0.

iii) Conjuntos de tres elementos linealmente independientes:

Entre las progresiones aritméticas, no existen estos conjuntos. En efecto, el
espacio vectorial de ellas es de dimensién dos. Para comprobarlo, basta tomar una
base, la que puede estar formada por las dos progresiones r y s del ejemplo anterior.
Ya se sabe que el conjunto {rs} es linealmente independiente. Basta probar
entonces, que es generador de cualquier progresién aritmética, como se muestra a
continuacién:

Parar, el término general es: n=1+(k-1)0

y para s, el término general es: s L (e~ 1),

Sea t la sucesion cuyo término general es t,= t; + (k - 1) f. Entonces hay
que resolver, para a y b reales, el sistema generado a partir de:

aryg +bSk=tk
all+(k-1)01+b[1+k-1)1]=t, +(k-1)f

de donde: atb=t; y b=f
por lo tanto: d=ty'-F ~“ g’ b=1,

Ello prueba que cualquier progresion aritmética puede ser expresada como
combinacion lineal de ry s.

Es decir, el conjunto {r,s} es una base de dicho espacio vectorial y por lo
tanto, la dimensién del espacio vectorial de las progresiones aritméticas es dos.
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2.1.2 Ejemplos de conjuntos linealmente dependientes:

i) de un elemento:

La progresion {0, 0, ... 0, ...} es linealmente dependiente, ya que:
al[0+(k-1)0] =0 esvalida para cualquier nimero real a .

ii) de dos elementos:

Las progresiones {1, 1,...1,..} y {2, 2, ... 2, ...}, cuyos respectivos
términos generales son:

=1+k-1)0 ys,=2+(k-1)0
son linealmente dependientes, ya que: ar, = s, implica a=2.
iii) de mas de dos elementos:

Cualquier conjunto de tres elementos o mas, es linealmente dependiente, ya
que la dimensién del espacio vectorial de las progresiones aritméticas es dos.

2.1.3 Ejemplos de bases

a) El conjunto {r,s},dondery, =1+(k-1)0y s, = 1+(k-1)1.

b) El conjunto {r,t},dondery =1+(k-1)0y t, = 1+(k-1)2.

2.2 Los Cuadrados Magicos

Un cuadrado magico es una matriz cuadrada que tiene la caracteristica de
que la suma de los elementos de cada fila, de cada columna y de cada diagonal es
constante. El orden de la matriz es el orden del cuadrado mégico.

Segun refiere Malba Tahan en El Hombre que Calculaba, “los antiguos
Magos de Persia, que también eran meédicos, pretendian curar enfermedades

aplicando a la parte enferma un cuadrado méagico, siguiendo el conocido principio de
medicina primun non nocére, o sea, primer principio: no dafiar”.
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2.2.1 El Espacio Vectorial de los Cuadrados Magicos

Los cuadrados magicos de orden tres constituyen un ejemplo de espacio vec-
torial sobre el cuerpo de los numeros reales, donde la ley de composicién interna es-
ta dada por la suma de matrices y la ley de composicién externa corresponde al
producto de una matriz por un escalar. En efecto, probemos que:

i) La suma de dos cuadrados mégicos es otro cuadrado magico.
ii) El producto de un cuadrado maégico por un escalar es otro cuadrado

magico.
Pero antes es necesario definir formalmente cuadrado magico.

Definicién: Una matriz de orden tres es un cuadrado magico si y solo si:

3

3 3
A=(a;),; tal que Zajp = Zark = Za,, = Za,k =a Vrp
J=1 k=1 i=l

i+k=4

Demostremos 1):

Dadas las matrices A y B, cuadrados magicos, la matriz suma A + B es
también cuadrado mégico.

Sea A+B=C=(cy);; donde ¢, =a, +b, ,

3%3

3 3 3
A=(a,)s; con Zajp = Zark =Zari = Zaik =
I k=1 =1

I+k=4

3 3 3
y B =(by )3 con ijp = Zbrk = Zbﬁ = Zbik =b
J=1 k=1 i=1 i+k=4
3 3 3 3
Entonces: Zc/’ﬁ = Z(ajp + bJF) = Zam +ZD~”, =a+b
J=1 J=1 J=1 J=1

3 3 3 3
;c,,k = ;(a,,k b = Za,,k +Zb,,k =a+b
= B k=1 k=1




ic =‘Z(a +b,)= Za +Zb =a+b

i=1

(a +b,)= Zalk+Zb =g+b.

i+k=4 i+k=4 i+k=4

Lo anterior prueba que la suma de dos cuadrados mégicos es otro cuadrado
magico.

Ahora demostremos ii):

Sea C = aA donde o es un escalar (nuimero real en este caso) y A un
cuadrado maégico de orden tres. Entonces, si A =(ay)5s Y C=(Cy)ys »se

tiene que:
3
c,=aa, y A=(a;),; con Zam Za = Za.. = a, =a,vr,p
i=1 i+k=4
3 3 3
Entonces: ZCW = Zaajp = aZaJp =oa
J=1 Jj=1 J=1
3 3 3
Zc,k = Zaa,k = aZark =oa
k=1 k=1 k=1

Cip = Zaaik = Zaik =

4 i+k=4 i+k=4

T
P
"

lo que muestra que la matriz C resulta un cuadrado magico.

La matriz nula es un cuadrado mégico, ya que todas sus filas, columnas y
diagonales suman cero.
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Si la matriz A es un cuadrado magico, la matriz (-A) también lo es, ya que
sus filas, columnas y diagonales tienen como suma la opuesta de la respectiva suma

de filas, columnas o diagonales de A.

Como los cuadrados mégicos de orden tres corresponden a un subconjunto
de matrices de orden tres, y el conjunto de matrices de orden tres es un espacio
vectorial sobre el cuerpo de niimeros reales, también lo son los cuadrados magicos
con respecto a dicho cuerpo numérico, ya que se cumplen las leyes de composicion

correspondientes.

2.2.2 Ejemplos de conjuntos linealmente independientes:

a) de un solo elemento

{A1}
1 2 0
donde A] e 0 1 2
2.0 71

1 2 0 a 2a 0 0 0 O
aA; = a 0 1 2(=10 a 2a =0 0 0 [dedondea=0
25% Oy | 24 0 . .a 0 0 O

b) de dos elementos

{A1, Ay}
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donde A=

aA;+bA,=a

aA1+bA2=

TEr 20 2 1

R T o R SR 2

25 G= 1 1 0

En efecto:a A; +b A, =0 implica a=b=0, puesto que

14 2%0 25 0F 4 0

i - A g 1 2 0

2 w0 &1 k=0 S0 0

a 2a 0 2b 0 b 0

0 a 2a | T |0 b 2b 0

D= <()=~a b~ 2b- -0 0
a+2b 2a b

0 a+b 2a+2b =

2a+b 2b a

c) de tres elementos

{A1, Ay, Az}

dedondea=b=0

1%




dopde &g cig Qonlen Z ol Ag=] G- 1. 2., L& 201 ©

5 4 2 0 1 1 0 2
gAFbdete s =a |l @ It [*BY G- 1 3. el Bag 20
B k1 1 2B 0 2 1
a+2b+c 2a b+ 2c¢ 0O 0 O
N 2¢ a+tb+c 2a+2b | |0 0 0
2a+b 2b+ 2¢ a+e 0 0 o0
de donde 2a=0 a=0
2c=0 c=0
at+tb+c=0 b=0

d) de cuatro elementos

No existen, en el conjunto de cuadrados magicos de orden tres, conjuntos de
cuatro cuadrados magicos linealmente independientes. En efecto, si se considera el
conjunto {A,, A,, A;, X}, donde A, A,, A; son las cuadrados magicos linealmente
independientes del ejemplo anterior y X es un cuadrado mégico arbitrario, cuyos
elementos no son todos nulos, se busca probar que a Aj+bAy,+cA;+1X=0
tiene solucién. Veamoslo:
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105200 122 02 X1 X Xp3
a 10 1 2 +b 2 0 -0 L R
Dol i 0 2 1
X31 X33 Xs3

donde 0 es la matriz nula.

a+2b+ ¢+ x;; 2a+ X2 b+2c¢c+x;3 (0=-u@ -0
2¢ + Xy atb+c+xym 2a+2b+xy =1 020000
2a+ b+ xs3; 2b + 2¢ + Xy a+c+xs3 0 0 o

En consecuencia:

X12
2a+x;=0 2a=-xp A= =
2
X21
2C+X2]=O 2C=-X2] CIF ST
2
b+ 2c¢c+ Xi3 = 0
2b+2c+x3, =0 b+ (X32-x13)=0 b=-(x52-xy3)
Usando el hecho que d = xj) + xj5 + X;3 =Xy, + X2 t X23= ... un calculo "sencillo"

muestra que a,b,c resuelven el sistema del recuadro. Por ejemplo, b+2c+x3 = - X3+
+2x13 - Xy =X+ x3-d X+ x5 -d + Xp5 F X0 = X3+ Xa =id +%55=10. Esfo
prueba que el conjunto {A;, Ay, A3} es generador de cualquier cuadrado mégico de
orden tres. A la vez queda implicado que la dimensién del espacio vectorial de los
cuadrados magicos de orden tres, es tres.

2.2.3 Ejemplos de conjuntos linealmente dependientes
a) de un elemento:

La matriz nula, 0, es un conjunto linealmente dependiente, ya que a 0 = 0 se
verifica también para a = 0.
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b) de dos elementos:

El conjunto {A;, A,}

1 2% 9 n 21 0
donde Ay=| 0 1 2 s Hg™= O i o 2m
2 Ox 4 2n 0 =
En efecto, si a y b son escalares, se tiene:
12 @ n 2n 0 ¢ 0 -0
a0 1.2 |*Pig gt =0 800
2 @ 1 2 0 T 0 0 0

de donde resulta que: a + b = 0, lo que implica a = -br, ecuacién que admite infini-
tas soluciones.

¢) de tres elementos:

{Ala AE: A3 }

donde Aj=| 0 1 2 CRFEFD ol 02 A 92 4

En efecto, A} + Ay + (-1) A; =0, donde 0 es la matriz nula.

d) de cuatro elementos:

20



Como tres es la dimensién del espacio vectorial de los cuadrados mégicos de
orden tres, cualquier conjunto de cuatro o mas elementos resulta linealmente
dependiente.

2.2.4 Ejemplos de bases

El conjunto {A;, A,, A3} es una base, donde:
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