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Parte I1: Axiomatica de Capsula convexa

Juan Carlos Bressan
Resumen

En la Parte | estudiamos una axiomatica de segmentos, en la que
definimos los convexos Yy estudiamos sus propiedades
conjuntistas. Ello nos permitio definir la capsula convexa para
subconjuntos del espacio y demostrar algunas de sus propiedades.

En esta Parte IlI, tomaremos como concepto primitivo el de
capsula convexa que caracterizaremos mediante cuatro axiomas
independientes que resultan de propiedades de la c&psula convexa
dadas en la Parte I. Los segmentos se definiran a partir de la
capsula convexa y obtendremos como teorema los tres axiomas de
la axiomatica de segmentos de la Parte I. De esta forma ambos
sistemas axiomaticos resultaran equivalentes. Ello permitira
asegurar que toda proposicion de la Parte | también puede
demostrarse en el sistema axiomatico de la Parte Il y viceversa.
En tal sentido, utilizando la axiomatica de cépsula convexa,
probaremos los diversos teoremas en este sistema axiomatico,
prescindiendo de las demostraciones hechas en la primera parte.

En un Apéndice, un axioma independiente de los anteriores
permitira  estudiar la separacion de convexos mediante
semiespacios.

La numeracion de los paragrafos, definiciones, proposiciones y
figuras continda la de la Parte | del trabajo.
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PARTE I1
Axiomatica de Capsula convexa

8- Un sistema axiomatico de cipsula convexa equivalente al de segmentos

Ahora vamos a ver que tomando ciertas proposiciones sobre la capsula convexa de la
axiomatica de segmentos desarrollada en la Parte | de este trabajo, podemos obtener un
nuevo sistema axiomatico equivalente al anterior, pero que tenga como término
primitivo un operador de capsula convexa. En este caso los segmentos seran términos
definidos y todo axioma del primer sistema sera una proposicién del segundo, mientras
gue todo axioma del segundo sistema sera una proposicién del primero.

Sea X un conjunto con card X >2 y conv:P(X)— P(X) una funcién que a cada
conjunto Ac X le asigna otro conjunto conv A< X llamado capsula convexa de
A. Los siguientes cuatro axiomas caracterizan este sistema axiomatico de capsula
convexa.

C.1. Paratodo Ac X, conv (conv A) c conv A.
C.2. Paratodo Ac X, conv A=U{conv F:F finito AF c A}.
C.3.Paratodo X € X, conv {x}= {x}.

C.4.Si ae X y F # ¢ esunsubconjunto finito de X , entonces

conv(faju F)cU{ convia, y}: y e conv F}.
Observemos que C.1 es la proposicion 4.4 (i) en donde se reemplazé la igualdad por
una inclusion. Por otra parte, C.2 es la proposicién 4.3; ademas C.3 es la tercera de las

propiedades de 4.4 (iv). El axioma C.4 es un caso particular del Corolario 5.3, en
donde reemplazamos el conjunto D # ¢ por un conjunto finito F # ¢, la igualdad

por una inclusion y por la cuarta propiedad de 4.4 (iv) Conv{a, y}:[a, y]. En

consecuencia, todos los axiomas del operador cédpsula convexa se deducen en la
axiomatica de segmentos estudiada en la Parte |.

Ahora, comenzaremos probando algunas propiedades de la capsula convexa que nos
permitiran ver la equivalencia entre ambos sistemas axiomaticos.

Proposicion 8.1. Si Ac B < X, entonces conv Ac conv B.
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Demostracion. Supongamos Ac Bc X y sea xeconv A. Asi por C.2 existe
Fc Ay F finito tal que xeconv F. Puesto que Ac B resulta F < B vy, por
C.2, conv F cconv B. LuegoxeconvB y conv AcconvB.

Proposicion 8.2. Paratodo Ac X, Ac conv A.

Demostracion. Si x e A, entonces por C.2 conv {x}cconv A. Pero por C.3
conv {x} = {x}. Luego, x € conv A.

Como corolario de 8.1 y 8.2 vemos que en C.1 se puede reemplazar la inclusion por la
igualdad.

Proposicion 8.3. Paratodo A< X, conv (conv A) =conv A.

Demostracion. Por 8.2 A < conv A. Luego, por 8.1 conv A c conv (conv A). Pero,
por C.1 conv (conv A) — conv A. Luego, conv (conv A) =conv A.

Proposicion 8.4. Si ABc X y Ac conv B, entonces conv Ac conv B.

Demostracién. Si A< conv B, entonces por 8.1 conv Ac conv(conv B) y por 8.3
conv Acconv B.

Finalmente, para demostrar que los axiomas de los segmentos se deducen en la
axiomatica de capsula convexa, tendremos que definir el término segmento cerrado en
este sistema, teniendo en cuenta la proposicion 4.4 (iv).

Definicién 8.5. Dados a,b e X definimos el segmento cerrado de extremos a,b
mediante [a,b]= conv {a,b}.

Ahora veremos que los segmentos cerrados definidos en 8.5 cumplen los axiomas S.1,
S.2 y S.3 del sistema axiomatico de segmentos.

Proposicion 8.6. La funcién segmento cerrado definida para todo (a,b)e X?
mediante [a,b]=conv {a,b} cumple los tres axiomas de la axiomatica de segmentos:

s.1. {a,b}c[a,b].
s.2. [a,a]c {a}.
s3.(celab]rc, elab]axele,c])= (Fyelb.b]) xelay]] .
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Demostracion. S.1 es consecuencia de 8.2. Ademas, S.2 es un caso particular de C.3,
en donde reemplazamos la igualdad por una inclusion. Resta probar GUnicamente S.3;

para ello tomemos ¢ elalb], c,elab,] y xelc,c,]. Luego, por 85
c,econvia,b}, c,econvfa,b,} y  xeconvic,c,}. Por 81,
conv{a, b, juconvia, b, }  conv {a, b, b, }, luego {c,,c,} < conv {a,b,b,}; asi, por
84 conv{c,c,jcconv{ab,b,} y xeconvi{ab,b,}. Pero por Cu4,
conv{a,b,b,}=conv(fa}u{o,b,})cU{conv {a,y}: y econvip,b,} };  luego
existe y e convib,b,}=[b,b,], tal que x econvia,y}=[a,y].

La proposicién 8.6 completa la demostracion de la equivalencia entre los sistemas
axiomaticos de segmentos y de cépsula convexa. De alli que las proposiciones
demostradas en el sistema axiomatico de segmentos siguen siendo vélida en la
axiomatica de capsula convexa. El objetivo de este paragrafo consistié en probar la
equivalencia entre ambos sistemas. En el siguiente desarrollaremos el sistema

axiomatico de capsula convexa dando las definiciones y efectuando las demostraciones
dentro del mismo y prescindiendo de la equivalencia antes demostrada.

9.- Desarrollo del sistema axiomatico de capsula convexa

Dentro de este contexto axiomatico vamos a ver que en C.4 se puede reemplazar la
inclusion por la igualdad.

Proposicion 9.1. Si ae X y F # ¢ es un subconjunto finito de X , entonces
conv(faju F)=U{conv{a,y}: y econv F}.

Demostracioén. Veremos que U { conv{a, y}: y e conv F }< conv({ajU F) ya que la
otra inclusion estd dada en C.4. Por 8.1, convF cconv({fa}UF); por 8.2
fa}jcconv(fa}UF). Asi, si yeconvF, {ay}cconv(fa}UF) y por 84,
convia, y} < conv({fa} U F)y U{convia, y}: y econv F}c conv({a} U F).
Vamos a generalizar 9.1 reemplazando F # ¢ y finito, por un subconjunto B # ¢ que
puede ser finito o infinito.

Proposicion 9.2.Si ae X y B # ¢ es un subconjunto de X , entonces
conv({a}uB)=U{ conv{a, y}: y e conv B}.
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Demostracion. Si B # ¢ es finito entonces vale la igualdad por 9.1. Supongamos que
B es infinito y sea D =U{ conv{a,y}:y econv B}. Si xeD, existe y e conv B
tal que x e conv{a, y}. Por 8.1 y econv ({a}uB); por 8.2 {a, y}c conv ({a}uB)
y, por 84, convi{a,y}cconv({a}UB). En consecuencia, x econv({a}UB) y
D < conv({a} B). Por otra parte, si x e conv({a}\UB), por C.2existe F = B, F
finito tal que x econv({a}UF); luego por C.4 x U{convia,y}: y econv F};
pero por 8.1 conv F < conv B, asi xe D y conv({aj\uB)c D. En consecuencia,
conv(fajuB)=D

Observacion 9.3. Por lo probado en 9.1 y 9.2 podriamos reemplazar el axioma C.4,

en este sistema axiomatico, por cualquiera de las proposiciones 9.1 0 9.2, obteniéndose
sistemas axiomaticos equivalentes para operadores de capsula convexa.

Proseguiremos el desarrollo de la axiomatica de capsula convexa, prescindiendo de las
demostraciones ya obtenidas en la axiomatica de segmentos. Hasta ahora no definimos
en este sistema el término conjunto convexo. Por similitud con la proposicién 4.4 (iii)
damos la siguiente definicion.

Definicién 9.4. Si A< X, diremos que A es convexo siy solosi A=conv A.

Proposicion 9.5. Si xe X, entonces {x} es convexo. Ademés X y ¢ son
convexos y paratodo Ac X, conv A es convexo.

Demostracién. Por C.3 conv {x} = {x}, luego {x} es convexo. Por 8.2 X < conv X .
Pero, conv:P(X)— P(X); luego conv X — X y X =conv X, resultando X
convexo. Tomemos X,ye X, X=Yy; por 81 convgcconv {X} y
conv ¢  conv {y}. Asi, por C.3, conv g < {x}n{y}=¢. Luego, convg=¢ y ¢
es convexo. Por 8.3, conv A es convexo.

Proposicion 9.6. Ac X es convexo si y solo si para todo F finitoy Fc A,
conv F c A.

Demostracién. Por C.2 conv A=U{conv F:F finito A F < A}. Luego, si para
todo F finito y Fc A, convF < A, entonces conv Ac A. Pero, por 8.2
Acconv A. Asi, A=conv A ypor 9.5 A es convexo.
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Proposicion 9.7. Sea (C,)
entonces:

., es una familia de subconjuntos convexos de X,

(i) NC, esconvexo.
iel
(i) Si (C,),_, esunacadena, entonces UC; es convexo.
iel
Demostracion. (i) Sea C=(1C,. Por 9.6 tendremos que ver que si FcC y F es
iel
finito entonces conv F — C . Pero si F < C, entonces paratodo iel, FcC, vy,

puesto que los C, son convexos, conv F < C, y conv F < C . Luego, por 9.6, C es

convexo.

(ii) Sea D=UC,. Tomemos F < D, con card F <oo. Asi, para cada xeF,
iel

tomamos un subindice iel, tal que xeC,. Si J<| es el conjunto de los

subindices considerados, tendremos que card J <card F . Pero como (C,)_, es una

iel
cadena, también (C;)._,
C,=UGC;, Luego F < C; , donde C,, es convexo. Asi, conv F < C; . Pero como

ied

C, =D, luego conv F = D vy, por 9.6, D es convexo.

serd una cadena y por ser J finito, existira i, € J tal que

En 3.5 de la Parte I, definimos los convexos mediante los segmentos, mientras que en
9.4 de esta Parte Il, los definimos como los conjuntos invariantes por el operador
capsula convexa. En la siguiente proposicion veremos que también en esta axiomatica
podemos caracterizar los convexos mediante segmentos.

Proposicion 9.8. Sea Ac X, entonces A es un conjunto convexo si y solo si

(vxe Avy e A [x y]= A).
Demostracion. Supongamos que Ac X y A es convexo. Si F = {x, y}g A, por 9.6

conv F Ay, por 85, conv F =[x, y]; luego [x,y]c A.

Ahora supongamos que (VXGA)(VyeA)( [x, y]gA) y veremos que A es
convexo. Para ello, en virtud de 9.6, tendremos que probar que si Fc Ay F es
finito entonces conv F — A. Esta demostracion se hara por inducciéon sobre
j=card F. Si j=0, entonces F=¢ vy, por 95, convF=¢c A. Si j=1,
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entonces F = {x} y, por C.3, conv F = {x}c A.Si j=2,entonces F ={x,y}, que
por 85 conv F = [x, y]g A. Ahora, por hipétesis inductiva, supongamos que para
j=n con n>2, vale que si Fc A y card F =n, entonces convF c A.
Probaremos que si j=n+1y F < A con card F, =n+1, entonces conv F, c A.
Tomemos Fc A con card F=n y F={ajUF con acA y ag¢F; asi,
card F,=n+1. Por C4, conv(fajuF)cU{conv{a,y}:yeconvF}. Pero
{a, y}g A, pues acA, mientras  que yeconv F cC A. Luego,
conv{a,y}=[a,y]cA y convF, c A. De esta forma, por el principio de
induccién completa, para cualquier F < A con F finito, resulta conv F c A.
Luego, por 9.6, A es convexo.

En 4.1 de la Parte | de este trabajo definimos la capsula convexa de A< X mediante

la interseccion de todos los convexos C < X tales que Ac C. En la siguiente
proposicion demostraremos en este sistema axiomatico tal caracterizacion de conv A.

Proposicion 9.9. Si Ac X, entonces
conv A=N{Cc X:AcC ACconvexo}.

Demostracién. Sea I={C < X:AcC ACconvexo}. Por 82 Acconv A.
Pero, por 9.5, conv A es convexo. Asi, conv A 3 y (13 < conv A. Pero, por 8.1,
paratodo C €3, conv Ac convC,ypor 9.4, C=convC. Asi, paratodo C € T,
conv Ac C vy, en consecuencia, conv Ac(13 y conv A=(13.

Como en la Parte I, de la definicién 4.1 obtuvimos el corolario 4.2, en esta Parte I, de
la proposicion 9.9 obtenemos el corolario siguiente.

Corolario 9.10. La capsula convexa cumple las siguientes condiciones que la
caracterizan:

0] conv A es convexo.
(i) Acconv A.
(iii)  Si Ac B y B esconvexo, entonces (conv A)g B.

19



10- Independencia en la axiomatica de capsula convexa

Puesto que los axiomas de esta Axiomatica de capsula convexa son proposiciones de la
Axioméatica de segmentos, podemos afirmar la consistencia del sistema axiomatico que
estamos estudiando. Por supuesto que una forma directa de asegurar la consistencia se
logra tomando en el plano o el espacio euclidiano la cédpsula convexa usual que
evidentemente cumple los cuatro axiomas del sistema.

En la Parte | vimos la independencia de los axiomas de segmentos. Ahora veremos la
independencia de los axiomas de capsula convexa. Para ello tendremos que encontrar
una interpretacién que no satisfaga el axioma considerado pero que satisfaga todos los
restantes axiomas del sistema.

10.1. Independencia de C.1. Sea X el plano euclidiano y definamos, como en 5.7,
para todo Ac X, C(A)=U{[x,y]: x,y € A}. Si A={a,a,,a,}, donde a,a,,a,
son tres puntos no alineados del plano, resulta que C(A)= [a1 az]u [az,as]u [a3, al]

mientras que C(C(A)):conv A, es decir, es el triangulo de vértices a,,a,,a,. En

consecuencia, este operador no cumple C.1, sin embargo, cumple los tres axiomas
restantes. Resulta interesante ver que, por no cumplirse C.1, el axioma C.4 se satisface

con la inclusion estricta. En efecto, si A es el conjunto ya consideradoy F = {az,ag}
podemos escribir A={a, }UF. Asi, C(F)=[a,,a,] y C({a,}wF)=C(A), mien-
tras que U{C(a,, y): y eC (F)}=conv A.

10.2. Independencia de C.2. Consideremos en el plano euclidiano X , la capsula
convexa cerrada  cconv:P(X)—P(X); A—cconv A,  definida  por
cconv A=N{C < X :AcC AC convexocerrado }. Como la familia de los
convexos cerrados de X es interseccional, cconv A es el menor conjunto convexo

cerrado que contiene a A y, en consecuencia, el operador cconv es idempotente por
lo que cumple C.1. Por otra parte, si F < X es finito, entonces F es cerrado y
acotado, por lo cual conv F también sera cerrado y acotado. Asi, si F < X es finito,
cconv F =conv F . De esta forma, se cumplen los axiomas C.3 y C.4 para la capsula

convexa cerrada, ya que los conjuntos alli considerados son finitos y en consecuencia
se puede reemplazar en los mismos conv por cconv . Esto Gltimo nos permite ver que

siAc X ,U{cconv F:F finito AF < A}=conv A, pero cconv A=cl(conv A);
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asi si conv A no es cerrado entonces U { cconv F: F finitoAF < A};t cconv A.
Por ejemplo, si tomamos la corona abierta A={(x;y)eR’:1< I y) <2 }
entonces U { cconv F : F finito AF < A}=conv A, es decir, es el circulo abierto
de centro (0;0) y radio 2, pero cconv A= {(x; y)eR*:|(xy) <2 } es el circulo
cerrado del mismo centro y radio. Evidentemente, no se cumple C.2.

10.3. Independencia de C.3. Consideremos un conjunto X con card X >2 y
V:P(X)—P(X); A—>V(A): @. Asi V({x}): ¢, en consecuencia, no se satisface
C.3, pero se cumplen los restantes axiomas.

10.4. Independencia de C.4. Tomemos en el plano euclidiano X , la capsula afin
af :P(X) > P(X);A—>af A, con af A=N{CcX:AcCAaCafin}. Si

a,b,b, son tres puntos no alineados del plano X y F={0,b,}, resulta que
U{af{a,y}: yeaf F}=(X —r)u{a}, donde r es larecta paralela a af F, mien-

tras que af ({a} U F)= X . Facilmente se ve que se cumplen los restantes axiomas.

Cabe destacar que C.2 es propio de todas las capsulas algebraicas, mientras que C.4 es
caracteristico de la capsula convexa

11. Observaciones finales de la Parte 11

En lo desarrollado en esta Parte Il del trabajo utilizamos una axiomatica de cépsula
convexa, cuyos cuatro axiomas se deducian en la axiomatica de segmentos de la Parte
I. Ademas vimos que esta axiomatica es equivalente a la de segmentos y que sus
axiomas son independientes. Evidentemente al contar con pocos axiomas se facilita la
prueba de la independencia.

Cabe destacar que el grado de abstraccién de esta segunda parte es mayor que el del
sistema axiomatico de segmentos, pues toma como término primitivo el de capsula.

En los sistemas axiomaticos considerados en las dos partes de este trabajo no es
posible demostrar algun resultado acerca de la separacion de convexos. Debido a la
importancia que tiene este tema, veremos en el apéndice la separacion de convexos
mediante semiespacios, que es el primer paso para poder llegar a la separacion de
convexos mediante hiperplanos, que requiere de un sistema axiomatico mucho mas
complejo, como el dado en Bressan (2007).
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APENDICE
La separacion de convexos mediante semiespacios

12- El axioma de separacion

Puesto que por una consecuencia de 3.6 es conv {a, b}= [a, b], podemos enunciar este

nuevo axioma, respectivamente, en la axiomatica de segmentos y en la de capsula
convexa mediante las siguientes expresiones equivalentes.

s4. (c elab]nac, elab,])=[h,c]nbc]= 4.
C5. [ ¢, econvia,b } ac, econvia,b,} |= convib,c,}econvib,,c } = ¢.

La Figura 6 ilustra dicho axioma

b1
b
Figura 6

Este axioma que es independiente de los restantes de los sistemas axiomaticos
considerados suele llamarse axioma de Pasch. Si agregamos S.4 al sistema axiomatico
de segmentos, o bien C.5 al de capsula convexa podemos probar la siguiente
proposicion, cuya demostracion la haremos dentro del sistema axiomatico de cépsula
convexa.

Proposicion 12.1. Si A y B son convexos no vacios de X , tales que AnNB=¢,

AuB=X y pe AUB, entonces se cumple al menos una de las siguientes
igualdades: (i) Anconv({p}UB)=4¢; (i) Bnconv({p}u A)=¢.
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Demostracion. Supongamos por el absurdo que Amconv({p}u B);t oy
Brconv({p}UA)=¢$. Veremos que en ese caso ANB=g. Tomemos
b, € Anconv({p}uB) y a,eBnconv({pjuA). Luego, por 9.2 y 9.4 existe
beB tal que b, econv{p,b}, y existe ac A, tal que a, econv{p,a}. Pero por
C.5, conv{a,b,}convipb,a,}=¢. Ademas, convia,b}c A y convib,a,}cB.
Luego, AN B # ¢. De esta forma, de la negacion de la tesis llegamos a la negacion
de una de las hipotesis. En consecuencia, se cumple la tesis de la proposicion.

La proposicion 12.1 nos permite pensar que si tenemos en X dos convexos A y B
no vacios, disjuntos y cuya unién no sea X , podemos irlos agrandando ya sea uno o el
otro hasta obtener dos convexos complementarios C y D, tales que AcC vy
B < D. La demostracion de este resultado se hace aplicando el Lema de Zorn de la
teoria de conjuntos, que enunciamos a continuacion.

Lema de Zorn. Si toda cadena en un conjunto parcialmente ordenado tiene cota
superior, entonces el conjunto tiene un elemento maximal.

Recordemos que en un conjunto parcialmente ordenado, una cadena es un subconjunto
totalmente ordenado, es decir, dados dos elementos cualesquiera de la cadena siempre
seran comparables por la relacién de orden del conjunto.

Ahora demostraremos en este sistema axiomatico, el teorema de separacién de
convexos mediante convexos complementarios, conocido en la convexidad
desarrollada en espacios vectoriales como teorema de Kakutani.

Proposicion 12.2. Si A y B son convexos no vacios de X , tales que ANB=¢,
entonces existen C y D convexos complementarios talesque AcC y Bc D.

Demostracion. Comenzaremos definiendo un conjunto 3 al que podamos aplicarle
luego el lema de Zorn. Para ello tomemos

3={(A,B):A,B convexosde X AAc AABcCB AANB=¢}.

~

Evidentemente, I3 # ¢ ya que (A, B)e J; ademés I puede ordenarse parcialmente
mediante la relacion (A,,Bi)<(Aj, Bj) siysolosi A cA; y B <B;. Tomemos

una cadena 3, ={(A,B)e3:iel}, es decir un subconjunto de I que esté

totalmente ordenado por la relacién de orden parcial antes definida, y veamos que
dicha cadena tiene una cota superior en 3. Para ello consideramos el par ordenado
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(U, A .U, B,)y veremos que pertenece a . Sabemos por 9.7 (ii) que U,_, A
y U,_, B, son convexos. Resta ver que (U,., A)n (U, B,)=¢. Supongamos que
existe xe(U,_, A)n (U, B,), luego, existe jel,tal que x e A yexiste kel,
tal que X € B, . Pero como 33, es una cadena resulta que (Aj, Bj)< (A.,B,) o bien
(Ak, Bk)< (Aj,Bj). Supongamos, por ejemplo, que (Aj, Bj)< (Ak, Bk); luego,
A;c Ay B, = B,. Asi xe A, "B, lo cual contradice que (A,B,)eJ. Deesta
forma la cadena 3, tiene por cota superior el par ordenado (Uie, AU Bi) y por
el lema de Zom existe un elemento maximal (C,D)e 3. En consecuencia, C y D
son convexos resultando Ac C y B < D. Si suponemos que C U D # X , entonces
existe pzCuUD y (C,D) no seria maximal. En efecto, por 12.1 tendriamos que
Crconv({p}uD)=¢ o bien Dnconv({pjuC)=¢. En consecuencia,
(C,D)<(C,conv({p} D)) o bien (C,D)=(conv({p}uC),D). De esta forma,
(C,D) no seria elemento maximal de J, lo cual contradice la maximalidad de
(C,D). En consecuencia, CuD =X ;y C, D son convexos complementarios tales
que AcCyBcD.

La proposicién anterior permite definir un concepto débil de separacion de convexos
mediante semiespacios complementarios.

Definicién 12.3. Diremos que {Sl,Sz} es un par de semiespacios complementarios
de X siysolosi S, y S, son convexos no vacios de X , talesque S, NS, =¢ y
S, us, =X.

Definicion 12.4. Si A y B son convexos no vacios de X , tales que AnNB=4¢,
diremos que {Sl,Sz} es un par de semiespacios complementarios que separan A y B
siysolosi Ac S,y BcS,,obien, AcS,y BCS,.

En la definiciéon 12.4 no pedimos que AUB = X, pues si AU B = X, entonces

{Sl,SZ}:{A,B} es el par de semiespacios complementarios que separan A 'y B.
Como consecuencia de 12.2 y 12.4 obtenemos la proposicidn siguiente.
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Proposicion 12.5. Si A y B son convexos no vacios de X , tales que AnNB=¢,

entonces existe un par {Sl,Sz} de semiespacios complementarios que separan A y
B.

13- Independencia de la axiomatica de segmentos S.1, S.2, S.3y S.4

Para probar la independencia de cada uno de los cuatro axiomas respecto de los
restantes, es necesario que nos aseguremos que cada una de las interpretaciones
utilizadas en 6.2 para probar la independencia de los axiomas S.1, S.2, S.3, también
satisface S.4, para luego buscar una interpretacion que satisfaga los tres primeros
axiomas, pero gque no satisfaga S.4.

La interpretacion dada en 6.2.1 donde el segmento es s(a,b) =¢, hace que no se
satisfaga S.1 pero se satisfagan vaciamente los restantes axiomas S.2, S.3 y S.4. Con
respecto a la independencia de S.2, en donde el segmento s(a,b) = X, evidente no
satisface S.2, pero satisface los tres restantes axiomas S.1, S.3 y S.4. En el caso de la
independencia de S.3, donde X es el tridngulo abb, al que le restamos el segmento

b.b,[=[b,b,]-{b,b,}, también cumple S.4. De esta forma, las interpretaciones

dadas en 6.2.1, 6.2.2 y 6.2.3 también sirven para probar la independencia de los tres
primeros axiomas en la axiomatica de segmentos que utilizamos en este Apéndice.

Finalmente, para probar la independencia de S.4 respecto de los restantes axiomas
tomamos tres puntos a,b,c no alineados del plano y X :[a,b]u[b,c]. De esta
forma, definimos para X;y € X el segmento cerrado X;y en X como la interseccion
del segmento [x, y] del plano con X . Facilmente se ve que esta interpretacion
satisface los tres primeros axiomas, pero no cumple S.4.

En consecuencia, queda probada la independencia de los axiomas del sistema dado por
S.1-S.4. Por otra parte, puesto que la axiomatica de capsula convexa de la Parte Il es
equivalente a la de segmentos de la Parte I, y que S.4 y C.5 son dos expresiones
equivalentes de la misma propiedad, resulta que el sistema dado por C.1-C.5 también
tiene todos sus axiomas independientes. En efecto, de suponer que C.5 podria
deducirse de C.1-C.4, como dichos axiomas son teoremas del sistema S.1-S.3,
resultaria que S.4 se deduciria de S.1-S.3, lo cual contradiria la independencia de S.4
ya probada.
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14- Equivalencia entre el axioma de separacion y el teorema de Kakutani

Resulta interesante destacar la importancia de agregar el axioma de separacién a las
axiomaticas antes estudiadas, ya que el mismo conjuntamente con los axiomas
anteriores, permite obtener los resultados mas elementales de la separacion de
convexos. Ademas, el axioma de separacion, la proposicion 12.1 y el teorema de
separacion de Kakutani 12.2 resultan ser equivalentes, ya sea en la axiomatica de
segmentos dada por S.1-S.3, como en el sistema axiomatico de capsula convexa dado
por C.1-C.4. Este resultado se vera en la siguiente proposicion en donde probaremos
las implicaciones que nos llevaran a dichas equivalencias. En la misma trabajaremos
directamente con la axiomatica de capsula convexa dada por C.1-C.4.

Proposicion 14.1. En la axiomatica de capsula convexa dada por C.1-C.4, los
siguientes enunciados son equivalentes:

(i) [c, econvia,b}ac, econvia,b,}]= convio,c,}convip,,c }=¢.

(if) Si A y B son convexos no vacios de X , talesque AnB=¢, AUB=X y
pe AUB, entonces se cumple al menos una de las siguientes igualdades: (i)
Anconv({p}UB)=¢; (i) Bnconv({p}U A)=4¢.

(iif) Si A 'y B son convexos no vacios de X , tales que AN B = ¢, entonces existen
C y D convexos complementarios talesque AcC y B D.

Demostracion. Por las demostraciones de 12.1 y 12.2 sabemos que (i) implica (ii) y
que (ii) implica (iii). Si demostramos que (iii) implica (i) quedard probada la
equivalencia entre los tres enunciados. Para ello supongamos que C, econv{a,bl} y
c, econvia,b, }, pero convib,c,}~convib,,c }=¢. Luego, por (iii) existen C y
D convexos complementarios tales que conv{bl,cz}gC y Conv{bz,cl}g D. De
esta forma, a€C, o bien, aeD. Si suponemos que aeC, entonces
conv{a,bl,cz}g C, luego ¢, €C, lo que contradice que conv{bz,cl}g D. Por otra
parte, si suponemos que ae D, entonces Conv{a,bz,cl}g D; asi c,eD, lo que
contradice que conv{bl,cz}gC. De esta forma queda demostrado que (iii) implica
(i), con lo cual los tres enunciados son equivalentes.

Observacion 14.2. En la demostracién de 12.2 debemos usar el Lema de Zorn o
algunos de los enunciados equivalentes al Axioma de eleccion. Evidentemente las

dificultades de la demostracion exigen mayores conocimientos matematicos que las
demostraciones anteriores. De alli que damos a continuacion una demostracién de (ii)
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implica (i) de la proposicion 14.1 para aquel docente que no dé el teorema de
separacion mediante convexos complementarios. La demostracion la haremos por el
contrarreciproco probando que la negacion de (i) implica la negacion de (ii).

Supongamos que ¢ econviab} y c,econviah,}, donde c efab} y
c,z{ab,}, ya que si cefah} o c,efah} la tesis de (i) se cumpliria
trivialmente. Tomemos M =convi{b,c,} y P =conv{b,,c,}, y supondremos que no
se cumple la tesis de (i), es decir,que M NP =¢.

Evidentemente, agM UP, pues si aeM, resultaria M =c0nv{a,b1,cz},
ceconviag,bjcM y ¢ eMnP; andlogamente, si aeP, resultaria
P =convi{a,b,,c,}, ¢, econvia,b,}cPyc,e MnP.

En consecuencia, M y P son convexos no vacios de X , talesque M "P=¢,y
agMuUP.

Pero ¢, econvip,c,}nconvia,b,,c}, vy ¢ econvib,cfnconvia,b,c,}. Asi,
c,e M nconv(fajuP)=¢ y ¢, e Pnconv({a}uM)=g, lo que contradice la
tesis de (ii).

15. Observaciones finales del trabajo

El material dado en este Apéndice permite ampliar lo que se puede hacer dentro de la
geometria axiomatica de la convexidad. Queda a criterio del profesor la seleccion y
adaptacion del contenido que pueda ser ensefiado en los diversos cursos. La idea fue la
de llevar a un nivel mas elemental temas que tradicionalmente formaban parte de
trabajos de investigacion en Geometria de la Convexidad. En particular, la mayoria de
resultados del presente trabajo fueron desarrollados en Bressan (1972 y 1976). En el
trabajo de Bressan-Ferrazzi (2002) se prueba la equivalencia entre las familias
interseccionales y la existencia de un operador de capsula generado por dicha familia.
También se destaca la diferencia entre las capsulas de origen algebraico y topolégico.
El libro de Coppel (1998) hace un desarrollo exhaustivo de un sistema axiomatico que
toma como término primitivo el de segmento cerrado y puede tomarse como libro de
referencia para estudios posteriores. Por otra parte, en Van de Vel (1993) van a
encontrar diversos sistemas axiomaticos relacionados con la convexidad.
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