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Resumen

En este trabajo haremos una introduccion a la Geometria Axiomatica de la
Convexidad, para dos niveles en la formacion matematica del alumnado.

La Parte I, que veremos en este nimero, estd destinada a introducir, en forma
elemental, una axiomatica de segmentos caracterizados mediante tres axiomas
independientes. El desarrollo de esta axiomética permitird obtener varias
propiedades de los conjuntos convexos y de la cépsula convexa de un
subconjunto A, es decir, del menor conjunto convexo que incluye al A.

La Parte 11, que estudiaremos en el proximo ndmero, estara destinada a alumnos
con mayor formacién matematica. Alli consideraremos como concepto
primitivo el de cépsula convexa, que caracterizaremos mediante cuatro axiomas
independientes gque son teoremas de la axiomatica de segmentos. Se desarrollara
este sistema y se probard su equivalencia con el sistema axiomatico de
segmentos visto en la Parte |.

La consistencia de estos sistemas queda asegurada ya que sus axiomas son
validos en el plano y el espacio.

Finalmente, en un Apéndice un nuevo axioma, independiente de los anteriores,
permitira estudiar la separacion de convexos mediante semiespacios.

1.- Introduccioén.

En las estructuras algebraicas se crean sistemas axiomaticos con pocos axiomas que
son satisfechos por diversos conjuntos numéricos o geométricos los cuales son sus
modelos. Asi, la estructura de grupo tiene entre sus modelos el conjunto Z de los
enteros con la operaciéon de suma; el conjunto Q* de los racionales no nulos con la
operacion de producto y el de vectores del plano de un mismo origen, con la operacién
de suma.

Lo mismo puede hacerse con los sistemas axiomaticos en Geometria. Siguiendo esta

idea podemos considerar pequefios sistemas axiomaticos cuyos axiomas sean

satisfechos por la Geometria elemental pero que admitan ademas otros modelos

incluso con un numero finito de puntos. Muchos de estos sistemas tienen los conceptos
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primitivos de punto, recta y plano (ver Blumenthal (1965)). Nuestra idea consiste en
tomar como términos primitivos los de punto y segmento cerrado, y con pocos
axiomas desarrollar las propiedades basicas de los convexos y de la capsula convexa.

Evidentemente, pasar de una axiomatica de segmentos a una de capsula convexa exige
un mayor nivel de formacidn por parte del alumnado; por tal motivo se tratard en la
segunda parte, donde, a partir de algunas propiedades de la capsula convexa deducidas
en el sistema axiomatico de los segmentos se obtendra otro sistema equivalente al
anterior pero que tome como concepto primitivo el de capsula convexa.

Para probar la independencia de cada axioma, tendremos que encontrar una
interpretacién que no cumpla dicho axioma, pero que satisfaga los restantes axiomas
del sistema.

El presente trabajo procede de la teoria axiomatica de la convexidad y persigue como
fin que el alumno logre hacer algunas demostraciones en geometria mediante axiomas
no tradicionales.

La notacion légica y conjuntista de la presente publicacion es la ya utilizada por
Bressan-Ferrazzi (2009) en Légica simbdlica y teoria de conjuntos, Partes | y 11, de la
Bibliografia.



PARTE |
Axiomatica de Segmentos

2.- Un sistema axiomatico para los segmentos

El concepto de segmento determinado por dos puntos es uno de los méas intuitivos de
la Geometria elemental. Por supuesto que estos segmentos gozan de muchas
propiedades, tres de las cuales serdn tomadas como axiomas en este trabajo. Ello
permitird familiarizar al alumno con desarrollos axiomaticos en Geometria,
demostrando algunas propiedades de los convexos y de la capsula convexa y probando
ademas la independencia de los axiomas.

Consideraremos un conjunto X con card X > 2, cuyos elementos Ilamaremos puntos,

y una funcién s:X? — P(X) que a cada par ordenado (a,b) € X le asigne un

subconjunto s(a,b) = [a, b]g X llamado segmento cerrado de extremos a,b. Estos

segmentos quedaran caracterizados por tres axiomas que permitirdn desarrollar
Unicamente las nociones basicas de la convexidad. De esta forma los siguientes tres
axiomas, escritos en Logica simbdlica, caracterizaran este sistema axiomatico para

los segmentos. En todos ellos las letras minusculas cursivas (a,b,b;,b,,c;,C,,X,y)
denotan puntos de X .

1. {a,b}c[a,b].
s.2. [a,a]c {a}.

s3.(c elab]nc, efabJaxele.c])= (Fy<lo.b])[xelay]].

Observemos que estos axiomas son satisfechos por los segmentos cerrados del plano
como asi también del espacio tridimensional. Por S.1 los extremos del segmento [a,b]
pertenecen a dicho segmento, es decir, estos segmentos son cerrados. En S.2
afirmamos que el segmento [a, a], cuyos dos extremos son coincidentes, esta incluido

en el conjunto unitario {a}. Finalmente, S.3 puede visualizarse en el plano mediante
un triangulo de vértices a,b;,b, , como se ilustra en la Figura 1. Este axioma asegura
que para cualquier segmento [c,,C,] cuyos extremos pertenezcan respectivamente a
los lados [a,b,] y [a,b,] se cumple que si x e[c,,c,] entonces existe y <[b;,b, ] tal
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que Xe[a, y]. Destaquemos que este axioma es caracteristico de la convexidad,
permitiendo obtener interesantes propiedades de los conjuntos convexos.

a

C1
C2

bl y b2
Figura 1
3.- Primeros resultados en el sistema axiomatico para los segmentos

Demostraremos algunos resultados que pueden deducirse de los tres axiomas S.1, S.2
y S.3.

Proposicion 3.1. [a,a]= {a}.

Demostracién. Si en S.1 tomamos b=a entonces {a, a}g[a, a], pero como
{a, a}:{a} resulta {a}g[a, a]. Por otra parte, por S.2 [a, a]g{a}; luego
[a,a]=1{a}.

La siguiente proposicion es un caso particular de S.3.

Proposicién 3.2. (c e[a,b, | A xe[c,b,])= By €[o,,b,] )[ xe[a y] |-
Demostracion. Si en S.3 reemplazamos ¢, por C, y tomamos ¢, =bh,, entonces la

hipotesis de S.3 se transforma en Cc [a, bl] AXe [C, b2] . De esta forma, se obtiene
la tesis de 3.2 que es la misma que la de S.3.

La Figura 2 ilustra esta proposicién.



Figura 2

En la siguiente proposicién demostraremos que todo segmento determinado por dos
puntos ¢,,C, de un segmento [, b] esta incluido en [a,b].

Proposicion 3.3. {c,,c,}c[a,b]=[c,.c,]<[a,b].

Demostracion. Supongamos que {cl,cz}g [a, b] y consideremos X e [cl,cz]. Veremos
que X e [a, b]. Para ello tomamos b =D, =b,, de esta forma podemos considerar que
¢, e[abl=[ab]y c, [ab]=[ab,]. Luego, por S.3 existe y e|[b,b,]=[b,b] tal
que xe[a,y]. Pero por 3.1 [b,b]=1{b}, de donde y=b. Luego, x[a,b] y en
consecuencia [c,,¢,] < [a,b].

Como consecuencia de 3.3 obtenemos 3.4, en donde vemos gue en los segmentos no
importa el orden en que se dan los extremos.

Proposicion 3.4. [a,b]=[b,a].

Demostracion. Por S.1 {a, b} c[a,b], pero {a, b}=1{b, a}. Luego, {b,a}c[a,b] y
por 33 es [b,alc[a,b]. Analogamente se prueba que [a,b]c[b,a] y en
consecuencia [a,b]=[b,a].

Al dar Unicamente tres axiomas para caracterizar los segmentos no vamos a poder
obtener muchos resultados de la Geometria, por ejemplo, no podremos construir otros
segmentos mediante uniones de segmentos y asi llegar al concepto de recta como una
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union infinita de segmentos. Sin embargo, estos axiomas permiten demostrar ciertas
propiedades de los conjuntos convexos.

Recordemos que un conjunto A es convexo si todo segmento determinado por
puntos de A estd incluido en A. Esta definicion también puede expresarse
diciendo que un conjunto Ac X es convexo si y solo si para todo xe A,y

para todo y € A, se cumple que [x, y]g A. Esto queda expresado mediante la
l6gica simbolica utilizando el cuantificador universal “V > para todo, en la
siguiente definicion.
Definicién 3.5. Diremos que A< X es un conjunto convexo si y solo si

(vxeA) (vyeA[[xylcA].

De la definicidn resulta que el conjunto vacio es convexo, pues cumple la condicion
anterior vaciamente. Ademas, como cualesquiera sean X,y e X , [x, y]g X , resulta
que X es convexo. Por otra parte, como consecuencia de 3.3 y 3.1 se obtiene la
siguiente proposicion.

Proposicion 3.6. Todo segmento [a,b] es un conjunto convexo, en particular todo
subconjunto unitario es convexo.

Si AcX y BcX, entonces ANB={xeX:xeAaxeB} vy
AUB={xeX:xeAvxeB | Por otra parte, si (A)_, es una familia de

subconjuntos  de X, entonces (1A = {xeX:(viel)[xeA]} v
q A={xeX:@iel)[xeA]} . Comenzaremos viendo qué ocurre al efectuar la
ilriterseccién de subconjuntos convexos de X .

Proposicion 3.7. La interseccion de subconjuntos convexos de X es también un
subconjunto convexo de X .

Demostracion. En primer lugar consideremos A y B subconjuntos convexos de X y
probemos que AN B es un subconjunto convexo de X . Para ello tomemos

X,ye AnB.Como X,y e Ay A esconvexo, entonces [x, y]g A. Anéalogamente,
obtenemos que [x, y]g B . Luego, [x, y]g ANB y An B esconvexo.



Ahora consideremos una familia (4 ),_, de subconjuntos convexos de X y veremos

que A=()A es también un subconjunto convexo de X . En efecto, si X,y € A,

iel
entonces para todo iel, X,ye A, de donde por la convexidad de los A,
[x,y]g A. Asi, [x, y]g A, yen consecuencia A=[]A esconvexo.

iel

En el caso de la unién de subconjuntos convexos resulta evidente que, en general, no
obtenemos un convexo. Sin embargo, existe un caso muy particular que es conveniente
analizar. Para ello comenzaremos dando un ejemplo de la geometria plana en el que la
union resulta ser convexa.

Ejemplo 3.8. Consideremos la familia de todos los circulos cerrados
C, ={xell:d(p,x)<r } del plano euclidiano TT, con centro fijo p y radio
O<r<1. Estos conjuntos son convexos, pero ademas dados Cr1 y Crz , S LT,
entonces Cr1 c Cr2 , Mientras que si I, >T,, entonces Crl - Cr2 . Por tal motivo, se

dice que la familia (Cr) es una cadena ya que dados dos conjuntos cualesquiera

re(0;1)
de la familia siempre son comparables por la relacion de inclusion. En este caso

C= U C,={xell:d(p,x)<1} es el circulo abierto de centro p y radio 1, que

re(0;1)
es un Conjunto convexo.

El ejemplo dado nos hace pensar que cuando los conjuntos convexos considerados se
encuentran totalmente ordenados por inclusion, es decir, cuando son una cadena,
entonces su unién también es un conjunto convexo.

Proposicion 3.9. La unién de una cadena de subconjuntos convexos de X es un

subconjunto convexo de X .

Demostracion. Consideremos una cadena (Ci )iel de subconjuntos convexos de X vy

tomemos X,y eC :_UI C,. Asi, existiran 1, je | tales que xeC,, yeC;. Pero,
le

como (Ci) es una cadena, entonces C, ng, 0 hien Cj cC,. Si C ng,

entonces X,y € C; de donde [x, y]g C,; luego [x, y]gC. En forma anéloga, si

iel

C,; = C; entonces [x,y]<C, y también [x,y]<=C. Luego, C es un subconjunto
convexo de X .



4.- Conjuntos convexos y capsula convexa

En el pardgrafo anterior hemos demostrado la proposicion 3.7 por la cual la
interseccion de cualquier familia de subconjuntos convexos de X es nuevamente un
convexo. De esta forma, dado A< X podemos tomar la interseccion de todos los
convexos C < X tales que Ac C vy dicha interseccidon sera un conjunto convexo
que incluye a A. Evidentemente, por la forma en que fue definido va a ser el menor
conjunto convexo que incluye al conjunto A. Este conjunto es la capsula convexa de
A, que se denotara conv A, lo cual da lugar a la siguiente definicion.

Definicion 4.1. Dado A< X, diremos que conv A es la capsula convexa de A siy
solosi conv A={C < X :AcC AC convexo }.

De la definicion 4.1 se obtiene el corolario siguiente.

Corolario 4.2. La céapsula convexa cumple las siguientes condiciones que la
caracterizan:

0] conv A es convexo.

(i) Acconv A.

(iii)  Si Ac B y B es convexo, entonces (conv A)g B.

La siguiente proposicién es la propiedad de dominio finito, que es caracteristica de
todas las capsulas de origen algebraico. Asi, la capsula afin o variedad afin generada
por un subconjunto de un espacio vectorial, y el subgrupo generado por un

subconjunto de un grupo, también satisfacen esta propiedad; mientras que la clausura
por ser de origen topolégico no cumple dicha propiedad (ver Bressan-Ferrazzi (2002)).

Proposicion 4.3. Si Ac X, conv A=UJ { conv F:F finito A Fc A}.

Demostracion. Sea C, =U{conv F:F finito A F < A}. Veremos que C, es
convexo. Para ello tomemos X,y € C,; luego existira un conjunto finito F < A tal
que X,y econv F y como conv F es convexo, [x, y]g conv F . En consecuencia,
[x, y]gCA, de lo que resulta que C, es convexo. Evidentemente, Ac C, . Resta
ver la condicién (iii) de 4.2; para ello tomemos Ac— B con B convexo. Luego, si
F < A, tendremos que F = B y conv F — B, yaque B esconvexo. Asi, C, = B.
Como C, cumple las tres condiciones que caracterizan la capsula convexa de A
concluimos que conv A=C,.
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Proposicion 4.4. La capsula convexa goza de las siguientes propiedades:

(i) Ac X =conv A=conv(conv A).

(i) AcBc X =convAcconvB.

(iif) A esconvexo siysolosi A=conv A.

(iv) conv X = X, conv ¢ =g, conv {a}=1{a} y conv {a,b}=[a,b].

(v) A,Bc X = conv (AU B)=conv(Au conv B)=conv (convAu convB).
Demostracion. (i), (ii) y (iii) son consecuencias de 4.1. Por otra parte, (iv) resulta de
(iii) por ser X, ¢, {a} y [a,b] convexos. Para probar (v) sabemos por 4.2 (ii) que
AuUBc Auconv B cconvAuconvB; luego, por 4.4 (i)
conv (AUB)c conv (AU conv B) < conv (convAu convB). Por otra parte, por
(i) convAcconv(AUB) y convBcconv (AUB); en  consecuencia,
convAu convB c conv (AUB) y conv (convAu convB) < conv (AU B). As,
conv (AU B)=conv (convAuconvB) y conv (AU B)=conv (Au conv B), con
lo que quedan probadas las igualdades que figuran en (v).

Definicion 4.5. Si A y B son subconjuntos no vacios de X , definimos el conjunto
S(A,B) como la unién de todos los segmentos cerrados [a,b] tales que ac A y
be B, esdecir S(A,B)=U{[a,b]:ac AAbeB }.

Para simplificar la notacion, si A= {a}, escribiremos S(a, B) en lugar de S({a}, B).
Analogamente, si A={a}y B=1{b}, S({a},{b}) se denotara S(a,b).
El siguiente corolario es consecuencia de la definicion de conjunto convexo.
Corolario 4.6. Si A es un subconjunto no vacio de X , entonces:

A es convexo, si y solo si S(A, A) =A.

Como consecuencia inmediata de 4.5 resulta la proposicion 4.7 que sera utilizada para
obtener la capsula convexa de la unién de conjuntos convexos mediante union de
segmentos.

Proposicion 4.7. Si A y B son subconjuntos no vacios de X , entonces:
(i) AUBcS(AB)=S(B,A)c conv(AUB).
(i) S(A,B) es convexo, si y solo si S(A,B)=conv(AUB).
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5.- Obtencion de conjuntos convexos y de la cdpsula convexa mediante la
union de segmentos

En el paragrafo 3 vimos algunas propiedades de los segmentos que se deducian de los
axiomas y que los segmentos, los conjuntos unitarios, el vacio y X son convexos.
Ahora veremos como, mediante la unién de segmentos, podemos obtener algunos
conjuntos convexos. En primer lugar estudiaremos como se genera un convexo a partir

de un punto a € X y un segmento cerrado [bl,bz] de X.

Proposicion 5.1. Si ae X y [b,b,]c X, entonces S(a,[b,b,]) es convexo y
S(a.[by,b, )= conv(faj by, b, ) = convia, by, by .

Demostraciéon. Sea C =S(a,[b,b,]). Tomemos ¢,c,eC y probemos que
[c.c,]cC. sea xe]c,c,]. Como c,c,eC, existen d,,d, €[b,b,] tales que
c, e[a,d,] y ¢, €[a,d,]. De esta forma, puesto que ¢ €la,d,], ¢, [a,d,] y
XE[q,cz], podemos aplicar S.3 por el cual existe ye[dl,dz] tal que XG[a, y].
Pero por 3.3, [d,,d,]c[b,b,], vy en consecuencia yelb,b,] Asi, xeC y
[cl,cz]gC; de esta forma, C es convexo. Ademas, por, 4.7 (ii) y 4.4 (v),
C =conv({fa}u[b,b,]) y conv({a}u[b,b,])=conv{a,b,b,}.

La Figura 3 ilustra la demostracion de 5.1, tomando en el plano los puntos a,b,,b, no
alineados. Asi, C es el tridangulo a,b,,b, que resulta de la unién de los segmentos con
extremos en el vértice a y en todos los puntos y [bl,b2 ]
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Figura 3

La siguiente proposicion generaliza 5.1, reemplazando el segmento cerrado [bl,bz]
por cualquier conjunto B convexo no vacio de X .

Proposicion 5.2. Si ae X y B esun convexo no vacio de X , entonces S(a, B) es
convexo y S(a, B)=conv({fa}uB).

Demostraci6n. Se procede en forma analoga a 5.1, tomando C =S(a,B) y ¢,,c, €C.
Asi, existen b,b, €B tales que ¢, e[a,b] y ¢, €[a,b,]. Pero por S.3 existe
y e[b,,b,] tal que xe[a,y] y como B es convexo, [b,,b,]< B, de donde y e B.
Asi, xeC vy [cl,cz]g C; en consecuencia, C es convexo y, por 4.7 (ii),
C =conv({a}UB).

La Figura 4 ilustra la demostracion de 5.2. Por otra parte, una consecuencia inmediata
de 5.2 resulta de tener en cuenta que cualquiera sea D < X, conv D es convexo y
que por 4.4. (v) conv(fajuD)=conv({fajconv D) Asi, tomando en 5.2
B =conv D, resulta conv({a}conv D)= S(a,conv D). De esta forma obtenemos
el corolario siguiente.

Corolario 5.3.Si ae X y D es un subconjunto no vacio de X , entonces

conv({ajuD)=S(a,conv D)=U{[a, y]: y econv D}.
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Figura 4

Otra generalizacion de 5.1 se obtiene si reemplazamos el punto a por un segmento
[ai, a2] como veremos en 5.4,

Proposicion 5.4. Si [a,,a,] y [b,,b,] son dos segmentos cerrados de X , entonces
S([a,,a,],[b,b,]) e un  subconjunto  convexo  de X y
S([aa,].[0,b,])=conv([a; a, ] [0, b,] )= convia, a,, by, b,

Demostracién. Consideremos C=S([a,,a,],[b,b,]), T=S(a,.[b,.,b,]) v
D=S(a,,T). Por5.1, T esconvexoy, por 5.2, D también es convexo. Probaremos
que C=D.

Si xeD, existe t,eT tal que xela,t ] Por definicion de T, existira
b, e[b,b,] tal que t, elb,,a,]. Pero |b,a,]cS(b,.[a,a,]). Asi, como
t.,a, €S(b,,[a,,a,]), resulta por 41 que [t.a]cS(b,.[a,a,]); luego,
xeS(b,,[a,a,]), es decir, existe a, e[a,,a,] tal que xelb,,a,]. Pero
S(b,,[a,,a,] )= C. Asi, xeC y DcC. Por otra parte, como D es convexo y
{a,,a,,b,,b,} = D, resulta C =S ( [a,,a,],[b,,b,] )= D. Luego, C=D y C es
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convexo. Pero, por 4.7 (i), C=conv([a,a,]ulb,b,]), ademés, por 4.4 (v),
conv( [a,,a, ] [b,b,] ) =convia,, a,,b,,b,

Interpretacion geométrica de 5.4. Si tomamos un tetraedro con Vértices
a,,a,,b,,b,, vemos por 5.4 que la unién de todos los segmentos [a,,b, ] con

a, <[a,,a,]y b, e[b,,b,] dapor resultado dicho tetraedro. Evidentemente, también

habriamos obtenido el tetraedro haciendo la unién de todos los segmentos con
extremos en dos aristas opuestas cualesquiera. (ver Figura 5).

Figura 5

La siguiente proposicion generaliza 5.4, reemplazando respectivamente los segmentos
cerrados [aiag] y [bl,bz] por los conjuntos convexos no vacios Ay B.

Proposicion 5.5. Si A y B son subconjuntos convexos y no vacios de X , entonces
S(A, B) es subconjunto convexo de X y S(A, B)=conv(AUB).

Demostracién. Consideremos ¢,,C, € S(A B). Luego, existen a,a, €A y
b,b, € B tales que cle[ai,bl] y Cze[az,bz]. Por 5.4 S([al,az],[bl,bz]) es
convexo. Asi, [c;,¢c,]<S ([a,a,],[b,,b,])=S(AB) y S(A B) es convexo.
Ademas, por 4.7 (i), S(A, B)=conv(AUB).

Si tomamos C, D subconjuntos no vacios de X, entonces A=convC vy
B=conv D cumplen las hipétesis de la proposicion 5.5. De esta forma,
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S(convC, convD) es convexo y S(convC, convD)= conv(convC uconvD).

Ademas, como por 4.4. (v) conv(convC U convD)=conv(C U D), obtenemos el
corolario siguiente.

Corolario 56. Si C y D son subconjuntos no vacios de X, entonces
S(convC, convD) es convexo y S(convC, convD)=conv(C U D).

Hasta el momento utilizamos los segmentos para generar conjuntos convexos a partir
de otros convexos. Ahora veremos cémo puede generarse la cdpsula convexa de
cualquier conjunto A< X mediante la unién de segmentos. Para ello introduciremos

los operadores C y C" para n>0.

Definicion 5.7. Si A es un subconjunto no vacio de X , definimos C(A) como la
union de todos los segmentos cerrados [x, y] tales que X,yeA; asi
C(A)=U{[x,y]: xeAryeA}=S(AA). Si A=g¢, entonces C(A)=¢.
Ademés, definimos por induccién C"(A), para n>0, mediante C°(A)=A, y
Ci(A)=C(Ci(A). Asi, CI*(A)=U{[xy]:xeCI(A)ayeCI(A)} y si
A=g, CI(A)=S (C!(A),C!(A)).

Los operadores C" antes definidos nos permitiran obtener la capsula convexa de
cualquier conjunto A< X , como veremos en la proposicion siguiente.

Proposicion 5.8.Si Ac X, entonces conv A= J C"(A).

n>0
Demostracién. Por 5.7. A=C°(A)cC(A)c..cC"(A)cC"*(A)c....., en
consecuencia, los C"(A) forman una sucesién creciente ordenada por inclusion.
Demostraremos por induccion que, para todo n=>0, C"(A)g conv A.
Evidentemente, A= CO(A)g conv A. Ahora, por hip6tesis inductiva, suponemos que
Ci(A)cconv A y demostraremos que C '*(A)cconvA. En efecto, si
VeCj+l(A), entonces existen x,yeCj(A) tales que VG[X, y]ng+1(A), pero
como C/(A)cconvA resulta x,yeconvA y velx,y]cconv A. Luego,
C'*(A)c conv A. En consecuencia, Ac U C "(A)c conv A.

n>0
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Resta probar que U C "(A) es convexo; para ello tomemos X,y € U C "(A), luego
n>0 n>0

existen j,keN tales que xeC'(A), yeC*(A), de donde si m=max{j,k},
entonces X,y € C "(A), mientras que [x,y]< C ™*(A). Luego, [x,y]< U C"(A).
n=0

Asi, U C"(A)esconvexoy conv A= U C"(A).

n>0 n=0
En la proposicion siguiente daremos diversas propiedades de la sucesion creciente de
los C"(A).
Proposicion 5.9. Si A< X, entonces:

(i) Paratodo je N, conv A= U C"(A).

n>j
(ii)Si existe j>0, tal que C*(A)=CI(A), entonces para todo n>j,
C"(A)=C!(A)y conv A=CI(A).

Demostracion. (i) Puesto que por 5.7, los C”(A) forman una sucesion creciente
ordenada por inclusion, entonces cualquierasea je N, U C"(A)= U C"(A). En
n>0 n>j

consecuencia, por 5.8, conv A= U C "(A).

n>j

(i) Tomemos j >0, tal que C**(A)=CI(A); si suponemos que C1**(A)=CI(A)
resulta que Cj+k+1(A)=C(Cj+k(A))=C(Cj(A))=Cj(A). En consecuencia, para
todo n> j, C"(A)=C!(A). Luego, por (i) conv A=C!(A).

En la siguiente proposicion veremos algunas propiedades que relacionan los

operadores C y S.

Proposicion 5.10. Si A y B son subconjuntos no vacios de X , entonces:
(i) S(A B)cC(AUB).
(i) Si A, B son ademas convexos, C(AUB)=S(A B)=conv(AUB).
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Demostracion. (i) Si ze S(A,B), existen xe A, ye B tales que z €[x, y]. Pero, si
X € A, entonces X e AU B, Analogamente, como y € B, resulta y € AU B ; luego
zeC(AUB)=U{[x,y]:xe AUBAYycAUB }.

(ii) Por ser A y B convexos, entonces, por 5.5, conv(AUB)=S(A, B). Ademés,
C(AUB)cconv(AUB).  Luego, C(AUB)cS(AB) 'y, por (i)
C(AuB)=S(A B)=conv(AuUB).

Proposicion 5.11. Si F < X y card F <2" entonces conv F =C"(F).

Demostracion. Se hace por induccion sobre n>0. Si n=0, entonces
card F<2°=1. Pero, convg=¢=C%p) y convix}={x}=C°({x}); en
consecuencia se cumple la tesis para n=0. Supongamos que se cumple la tesis para
n=j, es decir, que convF =C!(F), si card F <2'. Veremos que también se
cumple para n= j+1. Supongamos que card F <2™ . Si fuera card F <27,
entonces conv F =CJ(F)=C!*(F). De alli que supondremos 2’ < card F < 21"
y haremos una particién {F;,F,} de F tal que max {card F, card F,}<2’; asi
convF =C!(F)) y convF,=C!(F,), vy, por 44 (v) y 510 (ii),
conv F = conv(C!(F,)uC!(F,))=S(C!(F,),.C!(F,)). Pero,

s(c'(F).Cc!(F,)cs(C'(F),C!(F))=C*"*(F)cconvF. De esta forma,
conv F c C*(F)cconv F; luego conv F =C/*(F). En consecuencia, por el
principio de induccién queda probada la tesis.

Observaciones 5.12. Resulta interesante hacer algunas observaciones con respecto a
este Gltimo resultado.

(i) Tomemos X =R" = {(Xl,xz,...xn): x, € R}, el espacio vectorial real n-dimensio-
nal. En este caso por el Teorema de Carathéodory, si AcX,

conv A=U{convF: card F<n+l A Fc A}  (ver  Toranzos-Nanclares

(1978)). Asi a diferencia de la Proposicién 4.3 no es necesario tomar todos los
conjuntos F < A finitos, sino que alcanza con tomar los F < A con
card F<n+1.
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(if) Vamos a ver como podemos aplicar lo visto en (i) a la proposicion 5.11. Si
X=R", y card F<n+1, tendremos que determinar jeN tal que
conv F =C/(F). Por5.11, si n+1< 2’ entonces

conv A={J {Cj(F): card F<n+1l A Fc A}g C/(A)cconv A.

En consecuencia, si Ac R" y n+1<2/, entonces conv A=C/(A). Asi,si n=3,
entonces para cualquier Ac R3, conv A:CZ(A). Por ejemplo, si A= {a, b, c, d}
donde a,b,c,d son los  vértices de un tetraedro,  entonces
C(A)=[a,b]ula,c]ula,d]ub,c]ulb,d]ulc,d] es el conjunto formado por la
union de las aristas del tetraedro y C*(A)=S([a,b] [c,d]) es el tetraedro de vértices
a,b,c,d. Las cuatro caras se obtienen haciendo S(a, [b,c]), S(a, [b,d]),
S(a, [C,d]) y S(b,[c,d]). Destaquemos que cualquier par de aristas opuestas
permiten obtener C?(A); por ejemplo C?(A)=S([b,c] [a,d]). Por otra parte, hay
diversas formas de determinar una cara; por ejemplo, la cara a, b, d puede obtenerse
mediante S(a,[b,d]), o bien, S(b,[a,d]), o bien, S(d,[a,b]). Observemos que si
tomamos C?(A)=S([b,c] [a,d]) entonces C*(A)=U {S(x,[a,d]): x e [b,c]}; asf,
podemos expresar C*(A) como la unién de todos los triangulos de base [a,d ] y cuyo
tercer vértice es X € [b,c]. Para x=b), obtenemos la cara S(b,[a,d]) y para x=c la
cara S(c,[a,d])=S(a,[c,d]).

6- Consistencia e Independencia en la axiomatica de segmentos

6.1. Consistencia y Modelos. Resulta evidente que lo fundamental en cualquier
sistema axiomatico es la consistencia, es decir, que en dicho sistema no se pueda
deducir una proposicion y su negacion. La forma mas sencilla de asegurar la
consistencia es encontrar un modelo del sistema axiomatico, o sea, una interpretacion
de los términos primitivos para la cual los axiomas sean verdaderos. Evidentemente, si
un sistema axiomatico es consistente, todos sus sistemas axiomaticos equivalentes
también lo seran. Para el sistema axiomatico considerado cualquiera de los siguientes
modelos nos asegura la consistencia.
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6.1.1. Modelos de la Geometria Euclidiana. Si X es el plano R? o el espacio R®
y [a,b] es el segmento cerrado de extremos a,b, entonces se satisfacen los axiomas

S.1, S.2 y S.3, obteniéndose asi modelos del sistema. La importancia de estos modelos
radica en que los resultados obtenidos en el sistema axiomatico son también validos en
la Geometria euclidiana que los alumnos ven en la ensefianza media, permitiéndoles
hacer pequefios desarrollos axiomaticos en dicha Geometria.

6.1.2. Modelos definidos sobre convexos de la Geometria Euclidiana. Si X
es un subconjunto convexo no vacio del plano o del espacio y para a,be X

consideramos nuevamente como [a,b] el segmento cerrado de extremos a,b

obtenemos también otro modelo del sistema axiomatico. En efecto, tomemos X un
convexo no vacio del plano o del espacio y conv la capsula convexa usual. Asi, si

a,be X, [ab]=convia,blc X. Andlogamente, si a,b,b, e X, entonces
conv{a,b;,b, } = X . De esta forma, se cumplen S.1, S.2 'y S.3. En particular podemos
tomar como X un subconjunto convexo acotado en cuyo caso obtendremos un
modelo acotado.

6.1.3. Modelos de la Geometria en el cuerpo Q de los nimeros racionales.
Si tomamos el plano racional X =Q?y para a,be X consideramos el segmento

racional [a,b]Qz entonces se satisfacen los axiomas S.1, S.2 y S.3. En este caso, si

a,b €Q? resulta [a, b]Qz = [a, b]sz, donde [a, b] denota el segmento cerrado en el

plano real. Analogamente, los convexos de Q? se obtienen como interseccion de los
convexos de R? con Q® Como en 6.1.2 también en este caso podriamos tomar como
X un subconjunto convexo no vacio de Q2 obteniendo asi un nuevo modelo del
sistema axiomatico Estas afirmaciones también son vélidas para el espacio racional
X =Q%

6.1.4. Modelos Discretos. Si X es cualquier conjunto no vacio y para a,be X

definimos [a,b]={a,b} resulta que se satisfacen los axiomas S.1, S.2'y S.3. En este

caso tanto X como todos los subconjuntos de X son convexos. En particular si X
es finito obtenemos un modelo finito de nuestro sistema axiomatico.

Cabe destacar que, como puede verse en los modelos anteriores, el sistema axiomatico
dado por S.1, S.2 y S.3 admite modelos que no son isomorfos, y en consecuencia no es
categorico.
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6.2. Independencia de los axiomas. Un problema en general mas delicado es el de
estudiar la independencia de los axiomas de un determinado sistema. Recordemos en
tal sentido los esfuerzos hechos durante siglos para probar la independencia del
axioma 5 de Euclides, lo cual dio origen a las geometrias no euclidianas. En nuestro
caso, al tratarse de un sistema axiomatico con pocos axiomas podremos probar la
independencia de cada uno de los axiomas del sistema axiomatico. Para ello tendremos
que encontrar una interpretacion que no satisfaga el axioma considerado pero que
satisfaga todos los restantes axiomas del sistema.

6.2.1. Independencia de S.1. Sean X un conjunto con card X >2 vy

s:X? > P(X) la funcién que a cada par ordenado (a,b)e X? le asigna
s(a,b) = ¢. Asi, se satisfacen S.2 y S.3 vaciamente, pero no se satisface S.1.

6.2.2 Independencia de S.2. Sean X un conjunto con card X >2 vy
s:X? > P(X) la funcién que a cada par ordenado (a,b)e X? le asigna
s(a,b) = X . Evidentemente esta interpretacion satisface S.1 y S.3 pero no cumple
S.2.

6.2.3. Independencia de S.3. Tomemos como X el tridngulo abb, de la Figura 1

del paragrafo 2, al cual le restamos el segmento abierto ,b,[=[0,,b,]-{o,,b,}. Los
segmentos cerrados de este espacio son los mismos que los del plano euclidiano salvo
el segmento cerrado by,b, que es [b,b,]={b,b,}. Evidentemente, se satisface S.1 ya

quesi v,\we X, {v, w}c [v,w]. Lo mismo ocurre con S.2 puesto que [v,v]= {v}. sin
embargo no se satisface S.3; en efecto, si tomamos c, e ]a,bl[, C, e ]a, b2[ y

x € Je,,c,[ noexiste y e[b,b,] tal que x €[a,y] ya que [b,b,]= {b,,b,}. De esta
forma queda probada la independencia de S.3.

Si bien la interpretacion anterior nos asegura la independencia de S.3, el ejemplo que
daremos a continuaciéon nos permite ver que S.3 es un axioma especifico de la
convexidad. Para ello veremos que la capsula afin cumple S.1y S.2, pero no satisface

S.3. En efecto, sean X el plano euclidiano y af : X* — P(X) la funcién que a cada
(a,b)e X? le asigna la variedad afin af (a,b) generada por {a,b}. Asi, si a=b,
af (a,b) es la recta determinada por los puntos a,b, mientras que si a=b,
af (a,b)=af (a,a)=1{a}. De esta forma, se satisface S.1 ya que {a,b}c af(a,b) y
también S.2 puesto que af (a,a)=1{a}. Sin embargo no se satisface S.3; en efecto,
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supongamos que a,b,,b, son tres puntos no alineados del plano X y tomemos
c, eaf(ab), c, eaf(a,b,) tales que af (c,,c,) no sea paralela a la recta af (b,,h, ).
Ahora consideremos la recta r que pasa por el punto a y es paralela a af (bl, bz), y el
punto X € af (Cl,cz)m r, que resulta de la interseccion de ambas rectas. En
consecuencia, puesto que r y af (b;,b,) son rectas paralelas, no existe y < af (b,b,)
tal que x e af (a, y). Luego, no se cumple S.3.

7. Observaciones finales de la Parte |

En lo desarrollado en esta primera parte del trabajo tratamos de ver que con una
axiomatica de segmentos, basada Unicamente en tres axiomas se han podido probar
varias propiedades geométricas de los conjuntos convexos asi como de la cépsula
convexa. Algunas de las propiedades de esta ultima seran luego utilizadas en la Parte |1
como axiomas de una axiomatica de capsula convexa, que resultara equivalente a la de
segmentos desarrollada en esta primera parte del trabajo.

El sistema axiomatico podia haberse enriquecido con el agregado de axiomas que
permitieran obtener rectas a partir de la union de segmentos y la separacién de
convexos disjuntos. Sin embargo, me parecié mas oportuno postergar tales desarrollos
para trabajos posteriores en donde ya se estudien las variedades afines y la separacién
de convexos mediante hiperplanos. La razon por la cual seguimos este camino es que
al trabajar con pocos axiomas es mas facil probar la independencia de cada uno de
ellos, asi como ver la equivalencia entre sistemas axiomaticos.

El lector interesado en ampliar el tema puede recurrir a la Bibliografia. En tal sentido
el sistema axiomatico aqui estudiado forma parte del desarrollado en Bressan (1972 y
1976) en donde también se estudia la separacion de convexos mediante convexos
complementarios. En Bressan-Ferrazzi (2002) se prueba la equivalencia entre las
familias interseccionales y la existencia de un operador de capsula generado por dicha
familia. También se destaca la diferencia entre las capsulas de origen algebraico y
topoldgico. El libro de Coppel (1998) hace un desarrollo exhaustivo de un sistema
axiomatico que tiene como término primitivo el de segmento cerrado y puede tomarse
como libro de referencia para estudios posteriores. Por otra parte, en Van de Vel
(1993) van a encontrar diversos sistemas axiomaticos relacionados con la convexidad.
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