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PERLAS MATEMATICAS

"Otra" demostracién de la irracionalidad de /2
Enzo Gentile

E1 lector conocerd sin dudas varias demostraciones de ‘este resultado
cl8sico. Aquf incluiremos otra y esperamos que 1a misma estimule a inten-
tar nuevas demostraciones y sobre todo a plantearle a los alumnos mismos
que inventen sus demostraciones.

. Pensamos que una buena forma de estimular el aparato créativo de los
alumnos es pedirles “dar nueva$ demostraciones™ de los resultados tratados

en clase. Ho creo que en la escuela secundaria sea hecho corriente oir a
un profesor proponer semejante tarea!

En la presente demostraci6n utilizamos la siguiente propiedad arit-
mética que un nimero primp p puede o no poseer

{p) pim* +n? = pm y pin , n,mEN.

(Notacibn: la barra vertical | denota la relacion "divide a"y [ su
negacion). '

Ejemplos

i. 512" + 1! pero 57(2.

i, 3l +n? = 3In y 3in.

En efecto, decir que un nlmero e4 divisible por 3 significa que su
resto en la divisi6n por 3 sea 0. Analicemos entonces los posibles res
tos de un nGmero y de su cuadrado. Eso lo hacemos en la tablita adjunta,

resto de x (m6duylo 3) resto de x? (m6dulo 3)
0 0
‘ 1
2 1

Se sigue de esta tabla que dbs restos cuadrdticos sumados s6lo dan
resto cero en el caso 0+ 0 . Por lo tanto si 3 divide a m? # n?, am-
bos m y n deben tener resto 0. Esto prueba nuestra afirmacion.

{41, 7im?ant = 7lm y 7in .

T2
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En efecto, haciendo la tablita de restos de x y x* resulta

resto de x (mddulo 7) . revto de x! (médulo 7)
0 0
1 1
2 4
3 2
4 2
5 il
6 1

© Observamas que la Gnica posibilidad que m' + n' tenga resto O

(mbdulo 7) es que m y n posean ambos resto 0, es decir, sean divisi
bles por 7.

Proposicion: Sea a € N,

i. S a =2 (mbdulo 3), o sea, 2 es el resto de la division de a
por 3, entonces +va es irracional. En particular, se aplica para’
valores de a:= 2,5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, etc.

1. Si a =6 (mbdulo 7), entonces +a es irracional.

En particular; se aplica para valores de a:= 6, 13, 20, 27, 34,
etc.

Demostracitn: Probemos sdlamente i. para a = 2,

dejando el caso general
y la parte {i. como ejercicio para el lector.

Si /2 no es irracional podemos escribir /7 = n/m con n.y m€EN
y ademds podemos suponerlos coprimos (sin factores primos comunes). Se si-
gue m' .2 =n? , por lo tanto

m +n’ = 3af

Entonces 3im' +.n' . Por lo tanto 3Im y 3ln, 1o cual constituye

una contradicci6n a la propiedad de ser m y n coprinms: La contradic-

ci6n provino de suponer /2 racional. Por lo tanto /2 es irracional.

Q.£.D.

Nota: E1 lector se preoguntard, volviendo a ia propiedad (p), iqué pri
mos p la satisfacen? He aquf la respuesta:

p -satisface (p) si y s6lo si, p es expresable en la forma
p =4m + 3, para algin m€eEZ .,
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Una pregunta tipica en Artimética es la de saber, dados enteros
positivos n y m, cuil es el mayor de los enteros

nmo6
\ X

Una respuesta compieta e inmediata se obtiene utilizantdo recursos
elementales de An&lisis I. £s lo que haremos en esta breve Nota.

Constderemos 1a siguiente funcibn real

F(x) = x'/x x >0.

Se entiende mejor esta funci6n si utilizamos la siguiente expresi6n equi
valente -

f(x) a el!/x)InC0) (In: = logaritmo natural).

Vemos entonces que si x >0 esta funci6n no s6lo es coptinua sino
es derivable para todo x >0, En efecto, para x >0 las %unciones
x=' 'y In(x) son derivables y asf lo es su producto y.por lo tanto la
exponencial. Esta serfa una ripida justificaci6n de la derivabilidad de
f . Dejamos a cargo del lector hacer una fundamentacién mis detallada.

La derivada de f es

£ 0x) = x (e ey = (M) - (1 ()

Observamos primeramente que f'(x) = 0 si y sdlo si 1-1n(x) = 0,
es decir x = e, Ademis

0<x<e = f'(x) >0 = f es estrictamente creciente

e < x " f'(x) <0 = f es estrictamente decreciente

por lo tanto f dlcanza un miximo en x = e : f(e) =~ el/®< o'/2 < /3.

Ademss, e <x = 0 <In{n) = I/x-1In(x) >0 = x'"/*>1, de mane
ra que f va decreciendo a partir de x = e monOtonamente al valor asin
tético 1. Un gréfico aproximado de f es el siguiente:
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Estams en condiciones de obtener alqunas conclusiones de estas consi
deraciones totalmente elémentales.

1.

3.

e<x<y-‘x”x>y”y”xy>yx.

(E1 G1timo pasn se obtuvo elevando ambos miemhros a la potencia
X'y Yy utilizando cdnocidas propiedades de monotonfa).

En particular si n €N ,
3<n - V3 > V& >...>% >

Si{ nme€N,
1<n<m V3 > > T ~n">a
Si n€N,

1<n<§ = <qp

5<n = 2" > n? (Induccibn)
Puesto que Z < 73 se sigue de 2. que
’ff = mix{Va | nEN)
e<n = " >n" .

La ecvacién nm =m con nm €N, nfm admte la Gnica solu-
cton ¢ = 42 . En efecto, n™ = g dimplica n!/M a ml/m, Como
x!/% es inyectiva para x >3, la nica posibilidad, si n <m,
es que n = 2: Por 10 tanto m debe ser una pontencia de 2,
m = 2% . Entonces

' 22% . (2t)2 0 sea 22t - 22t

por lo tanto v
‘ 2t ~ 2t

St t>2 es 2t >2t (por induccifn). Por 1o tanto t =106 2.
Si t =1 resulta ta solucion 22 = 22 | pero st t =2 se ohtie
ne la solucion 2% n 42



