LA INVERSION CON RESPECTO A UNA CIRCUNFERENCIA

Juan A. Tirao R

INTRODUCCION

El punto de vista general de las transformaciones es de capital im
portancia en la matemitica y en especial en la geometria, invadidas y
clarificadas por el poder de sintesis de este concepto y el de grupo de

transformaciones.

En este trabajo estudiaremos un tipo particular de transformaciones
del plano: La {nvers(6n nespecto auna ciacunferencia, que es una genera-
11zaci6n de la simetrfa respecto a una recta. '

E1 material que presentaremos fue desarrollado el afio pasado en un
cursillo para profesores de matemdtica que dictamos en General Roca, pro
vincia de Rfo Negro. En esta oportunidad veremos como se relacionan !a

reflexion en un espejo esférico y 1a inversi6n y estableceremos sus'bF0r 

piedades ms importantes (Teoremas 2 y 3). Como aplicacibn discutiremos
las redes de circunferencias de Steiner y mostraremos cOmo construir.
usando 38lo el compds, el inverso de un punto. En el préximo nimero da-
remos otras dos aplicaciones importantes de la inversion: una a la solu
ci6n del problema de Apolonio de construir una circunferencia tangente

a otras tres y otra, a la demostracién del Teorema de Mascherohi“de“qUe o

toda construcci6n geométrica posible con regla y compds puede hacerse

s6lo con el compds.

Al final de este artfculo indicamos algunos problemas que el lec-

tor procurari resolver para aprovechar el material que se ofrece.

LA INVERSION

Por una trans formacidn del plano entendemos una ley o corresponden
cfa que asigna a cada punto p del mismo otro punto p', llamado imagen
de p por la transformaci6n. '

Un ejemplo sencillo de transformacién es la simetrfa axial, que co* -

rresponde a la reflexién en un espejo plano.

Veamos dénde se refleja un punto p situado a un lado de un espejo
L (fig.1). ’

Un rayo de luz que parte de p forma un dngulo { con la normal a
L enel punto de incidencia o que es igual al adngulo de reflexi6n r
La prolongaci6n del rayo reflejado corta a la perpendicular a L que‘pg
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sa por p en el punto p'. Los trisnqulos o%p y oﬁp' son congruentes,
por lo tanto pm es comgruente a p'm y p' es el simétrico de p con
grespeéto A L. En otras palabras todds tos rayos que salen de p y que
inciden en L se reflejan sobre hectas que pasan por el simétrico de P,
de all1 que veamos 1a imagen de p én la posicién p'
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FIG. 1
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. Consideremos. ahora la reflexi6n de un punto p en un espejo esférico
(fig. 2). '

FIG. 2

Un rayo de luz que sale de p Yy que llega al punto o del espejo, se refle

‘Ja formando con la normal Co un dngulo r 1igual al &ngylo de incidencia i.

Denotando con ah la longitud del segmento ab y aplicando el teorema del
seno 2 los trid&ngulos oo’ y c%p obtenemos

sen’ i _ co sen i

T ’ p
. sen « . 00 sen a

op

Por 1o tanto la prolongacién del rayo reflejado corta al segmento mc  en



el punto 0' caracterizado por

co cp
-3
00’ op

A diferencia de lo que ocurre en el espejo plano la posicidn de
o' " depende de o, pero cuando o tfende a m, o' tiendda un punto p'
del segmento mc que satisface la ecuacién
' 1

. (
cp' cp
(1) —-9-.—mp * e

En otras palabras, los rayos que salen de p y que inciden en puntos
del espejo pr6ximos a m se reflejan sobre rectas que cortan a mc en
puntos proximos a p' , de allf que veamos a la imagen de p como ubi-
cada en 1a posicion p' (f{g. 3). Ast 1a formula que da 1a imagen p'

de p es la (1) la cual se puede reescribir ficiimente en la forma
usuai:

1 1 2
(2) TR T T W
P m '
FIG. 3

Calculemos el producto (usando la ecuacidn (2))

€p -cp' = (cm+mp)(cm-mp')

cm? 4 em - (mp-mp') - mp - mp'

cm® + 2mp - mp' - mp - mp’

=cm! + mp-mp'
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Si hacemos tender p am,p' también tiende a m como se ve de la

_ecuacidn (2),,.por lo tanto el producto cp.cp' tiende a cm® .

Conclusi6n: puntos p muy préximos (con respecto a cm) al espejo es-
férico tienen por imagen puntos p' situados en el segmentn mc de tal
manera que se verifica (aproximadamente) la relaci6n

cp -cp' = cm’

Esta conclusifin Justifica plenamente la siquiente definicitn:

DEFINICIONQ Sea C una clrcunferencia de centro o y radio r. La
transformacidn que a cada p del plano de C, le hace corresponder
el punto p' de la semirrecta op tal que

op-op' = ?

se 1lama la inversi6én con respecto 4 C. E1 %unto o es el centro de
la inversion,

En principio la definicidn antarior no asigna una imagen al cen-
tro o. Pero es evidente que cuando p tiende a o, p' se aleja cada
vez mis en el p]éno. Por esta razon decimos a veces que la imagen de
o enla inversi6n es el punto del infinito. Claramente la inversi6n es
una biydccidn cuya inversa es ella misma. Ademds intercambia el inte-
rior.y el exterior del cfrculo Cy los Onicns puntos del plano que que
dan fijos en la inversi6n son los puntos de la circunferencia C.

La propiedad mis importante de la inversidon es que transforma rec
tas y circunferencias en rectas y circunferencias. Antes de demostrar
este resultado recordemos 1a siguiente propiedad de las circunferen-
cias.

TEOREMA 1. Sea p un punxé del plano de fa cincunfesencia C y aea L
wn recla que posa por p, y que intersecta a 0 en {08 punfnsg a y b.
Entonces el producto

' k = pa-pb

ed independiente de L.

- DEMOSTRACION. Si p € C ehtohces claramente el teorema es verdadero

con k =-0. Considerémns el caso en que p es exterior a C y dejare-
mos a carqo del lector.el caso en que p es interior a C (fig. 4).
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FIG. 4

Los &ngulos aba’ y ab'a' son congruentes por ser &ngulos inscriptos
en 1a circunferencia que abarcan el mismo arco. Por la misma razén los .
dngulos bab' y ba'b' son corigrdentes. Por lo tanto, los trisngulos

paA'b y p:ﬂ)‘ son semejantes. De aquf resulta la proporcionalidad

et

1a cual implica que pa :.-pb = pa' .pb’

que es 1o que querfamos demos-
trar.

La constante k = pa-pb se 1lama la potencia de C con respecto

a p, cuando p es exterfor a C o cuando p pertenece a C. Si p es
interior a C, la potencia de C con respecto a p se define como
.k = -pa . pb.

TEOREMA 2. La {nvensibn con respecto a una circunferencia

C de cen-
tro 0 thand forma:

a] Una necta que pasa pon 0 en una hecta que pasa pox O .

b] Una necta que no pasa por 0 en una circunferencia que pasa pon
0. '

¢} Una circunfenencia que pasa pox 0 en una recta que ho pasa por
0.

d}

Una cincunfeaneica que no pasa pon 0 en una circunferencia que
no pasa porx 0

DEMOSTRACION. La parte a) es inmedfata a partir de la definicion de in" "

- -
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version, Para probar b) tracemos la perpendicular a la recta L en
cuestion que pasa por o (fig. 5). ‘ '

-/

FIG. 5

Sea a el punto de interseccion de 1a perpendicular y la recta L y sea

a' elfnverso de  a. Si »p y a % otro punto cualquiera de L y p' es

su {nverso, los tridngulos o%p y o;?‘a‘ son semejantes ya que

" oa-pa' = op-op' implica 14 ploporcional {dad

02 _ _op

op oa

bor To tanto el dngulo a'p'o es recto y p' pertenece 3 la circunferen

cia de diSmetro oa' . Asf 1a inversa de L es esta circunferencia. La

‘aftrmaci6n hecha en c¢) es consecuencia de b). Para demostrar d) conside-

remos una circunferencia S de centro m que no pasa por o (fig. 6).

s FIG. 6
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Sean a un punto de S, b el otro punto de 1ntersecc30n de_ 3: con

S y a' el inverso de a con respecto a C. Por a' trazamos una para
lela a bm que corta a om en el punto c. Entonces '

] 1
g; = _%%_. = JE%— y oa-o03' =rp?

si r es el radio de C. Por lo tanto

oc =Oom _r' _ om-r
05 od E
y CB' = OC'ITb
om

donde k es la potencfa de S con respecto a 0. Asf el punto c es in
dependiente de a como asfi tambiéh ca‘'. Esto muestra que la inversa de

S es una circunferencia de centro c¢. Esto completa la demostracitn
del teorema.

Otra propiedad importante de 1a inversi6n con respecto a una cir-
cunferencia es l1a siguiente:

TEOREMA 3. Eg dngulo entre dos cunvas es invariante en una L{nversién.

Con esto queremos decir que dos curvas secantes se transforman por
una inversi6n en otras dos curvas que se cortan formando &ngulos con-
gruentes. Por dngulo entre dos curvas entendemos el &ngulo formado por
sus tangentes en el punto de interseccion.

DEMOSTRACION. La demostracidn puede verse en las figurps 7y8.

FIG. 7
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Las curvas A y B se cortan en p formando un dngulo « y sus in
versas A' y B', con respecto a la circunferencia de centro o y radio
r, lo hacen en p' determinando un angulo @' . La semirrecta [;t))‘ divi-
de a a en dos angulos. Si demostramos que cada uno de &stos se trans-
forma por la inversién en otro congriente con ellos habremos demostrado
que & y a' son congruentes como queremos. Por lo tanto basta conside
rar el caso de una curva qué corta a una recta que pasa por o (fig. 8)

FIG. 8

Demostraremos que el &ngulo E entre 'p_Ew' y la tangente a B en p
es congruente al dngulo correspondiente fB' formado por B' y !9—'>D.
Para ello tomamos un punto q de la curva B y trazamos la semirrec
ta f:—a E1 inverso de a es un punto a' que, por estar a la vez en
&3 v en 1a curva B', debe coincidir con su interseccifn. Dibuiemos
la semirrecta pTE' . Por definici6én de inversion ‘

r* =op-op’' =0q-0q' ,

op _ 09 .

0 'ag-r- Opr_ »
por 1o tanto los tridngulos oap y opéq' son semejantes. En conse-
cuencia opq = oq?n' y el &ngulo & formado por pp' y p—a

satisface &= poq + op?q‘. Cuando movemos el punto q sobre B
aproximindolo ap la semirrecta ;35 gira hasta la posici6n tangente
a B en p, mientras o se aproxima a E Simultaneamente q' se
aproxima a p' y p'-—(;' gira hasta la pbsici6h tangente a B' en p'
y el angulo opfq' tiende a ﬁ' . Por otro lado o-a se aproxima a 6?) 3
es decir pog tiende a cero. De la relacidn

poq + 0p'q'

~
(5]
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surge entonces que en el lfimite 5 = 5'. como quertamos demostrar.

Debemos observar que aunque la inversi6n conserva la congruencia de
los &ngulos, invierte su sentido.

Como casos particulares importantes de la invarfancja de los &ngulos
en una fnversién citaremos: si dos curvas son ortogonales (es decir, se
cortan formando un &ngulo recto) sus inversas continuan siendo ortogona-
les, mientras que si son tangentes quedan tangentes después de la inver-
sidn.

Consideremos ‘1a familia F, de todas las circunferencias que pasan
por dos puntos fijos a y b del plano (fig. 9). o

FIG. 9

>
Incluimos en Ta ilustraci6n a la recta ab como caso l1fmite de circun-
ferencia que pasa por a y b.

Nos preguntamos {podremos dibujar circunferencias ortogonales a
Tas de la familia F, ? Clertamente no es evidente que tales circunfe
rencias existan. Pero si consideramos una inversién de centro a, cada
elemento dg F, se transforma en una recta que pasa por el inverso b’

de b (Teorema 2) y la familia F; se transforma en el haz de rectas
F, con centro en b' (fig. 10).

Ahora si nos formulamos 1a misma pregunta para la familia F' 1a
podemos responder fdcilmente. En efecto, 1a familia F; de todas las
circunferencias con centro en b' contiene a todas las circunferencias

ortogonales al- haz de rectas F; . Por lo tanto la familia F; formada
-
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por las', i‘magene's'de' los elementos de F; , con respecto a 1a'1nver510n_
de centro a, es la familia de todas 1as qircunferencias ortogonales
a-las circunferencias que pasan por 3 Yy b (fig. 11).

FIG. 11

Esta co'nf'igur"ac'wn formada por las circunferencias de Fi Yy Fa se 1lama
12 ned de clrcunferencias de Steiner deteaminada por 3 Y b. Tiene muchas
propiedades interesantes entre las cuales destacamos:

1) Por cada punto del plano distinto de a y b pasan exactamente un
elemento de F, y unode Fa

2) Cada C, €F, intersects a todo C, € F, en dngulo recto.
- 3) La 1nversiQn con réspecto a C, € F, transforma cada - C; € F, en
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sf mismo y todo elemento de F, en otro elemento de Fy; . La inversisn

en un C; €F, transforma cada C; € F, en sf mismo y todo elemento

de Fa en otro de la misma familia. ‘ 7
4) Los puntos a y b son fnversos con respecto a todo C, €F; .

. Probaremos las dos primeras afirmaciones y dejarenns para el lec
tor las demostraciones de lds otras dos como ejercicio.

EV aspecto sencillo del haz de rectas F| permite ver claramente
las propiedades 1) y 2) para las familias Fl y F; . Como estas estédn
fntimamente relacionadas con las familias de circunferencias F, y Fa
por 1a inversitn de centro a, estas heredan las mencionadas propieda
des-(Teoreis 2y3). '

Otro ejemplo del efecto de una inversi6n 1o constituye una familia
de circunferencias tangentes entre sf en el centro de inversion o
(fig. 12).

FIG. 12

. Efectuada la transformacidn se tendrd un haz de rectas paralelas,

pues las imdgenas de las circunferencias son rectas 7 ningln par de
estas se cortan, ya que las circunferencias no tienen otro punto en
comin que el o.

CONSTRUCCION DE PUNTOS INVERSOS USANDO SOLO EL COMPAS

Consideremos primero el caso en que el punto dado p sea exterior ..
a l1a circunferencia C de centro o y radio r.

51
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Con centro en p y radio op describimos una circunferencia que inter-
secta a C en m y n. Con estos dos puntos como centros trazamos arcos
de radio (_mi que se cortan en o y en p' . Los puntos m y n son simé-
tricos con respecto a la recta 7)?) , por lo tanto el simétrico de p' con

‘respecto a dicha recta es p', es decir p' € 6_;;. Los tridngulos is6s

o - N N
celes omp y omp'' son semejantes ya que onp = mop = op'm. Luego te-
nemos

op om . . (-
o = ?p-r‘ H 0 sea op © op om

2

Por 1o tanto el punto p' asf construfdo es el inverso de p.

Si el punto p no es exterior a C podemos reducir la construcci6n
de su inverso al caso anterior mediante la siguiente observaciobn.

‘Usando s6lo el compds podemos duplicar un segmento ao , esto es,
hallar un punto b de la semirrecta ao tal que o0 sea punto medio de
ab . Para esto trazamos una circunferencia de centro o y radio ao y
determinamos sobre esta circunferencia a partir de a los puntos c,d
y b de tal manera que ao = ac = cd = db. Entonces b es el punto
bystado (fig. 14),

. FIG. 14



Repitiendo este procedimiento podemos prolongar un segmento tantas ve
ces cComo querramos.

Para hql]ar el inverso de p, primero prolongamos op con el com
pds tantas veces (digamos. n) como para salir fuera de C, determinan
do un punto q exterior a C. Luego construimos q' inverso de q me-
diante el procedimiento ya indicado. Entonces

r =o0q'-0q =0q" -(n-o0p) = (n-0q9')- op

Por lo tanto el punto p' € 65 tal que op' = n-o0q' esel inverso de
p.

PROBLEMAS

1. i{D6nde estdn ubicadbs los centros de todas -1rs circunferencias
- que pasan por dos puntos fijos a y b del plano?

2. séa C lYa circunferencia que pasa por' a y b y con centro en

“Ta recta: ;§>. Sean D y E las circunferencias de F, cuyos centros per
tenacen a C y sean L y M las circunferencias de F, con centro en
D y E respectivamente. {Culles son las imigenes de C,D, E,L y M

por una inversifén de centro a? {Qué &ngulos forman estas imdgenes con
1a recta ah?

3. Discutir cualitativamente la correspondencia entre los elementos

de la familia F, y la familia de circunferancias con centro en el inver
'so de b.

4. Demostrar las afirmaciones 3) y 4) referidas a la red de circun-
ferencias de Steiner detrrminada por dos puntos.

5. Elaborar una teorfa paralela de red degenefada de circunferencias

de Steiner a partir de la familia de circunferencias tangentes entre sf
en un punto o.

6. Usando solamente &1 compis determinar el punto medio de un seg-
mento.

7. Hallar e! centro de una circunferencia dada, valiéndose Gnicamen
te del compds. {Elegir un punto en la circupferencia y trazar con centro
en &1 otra.circunferencia que corte a la dada y procurar primero el in-
verso con respecto a ella del centro buscado).
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