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LA INVERSION CON RESPECTO A UNA CIRCUNFERENCIA 

Juan A. Tirao 

INTRODUCCION 

El punto de vista general de las transformaciones es de ca pita l ;~ 

portancia en la malem~tica y en especial en la geometrla, invadidas y 

clarificadas por el poder de s1ntesis de este concepto y el de grupo de 

transformaciones. 

En este trabajo estudiaremos un tipo particular de transformac10nes 

del plano: lo. .inveJt~i6tt trV.6pl!cto a wta ciAcun6eJtmcút, que es una genera· 

lización de la simetrla respecto a una recta. 

El material que presentaremos fue desarrollado el año pasado en ,m 

cursillo para profesores de matemHica que 'di clamas en General Roca, pr<? 

vincia de Rlo Negro. En esta oportunidad veremos como se relacionan la 

reflexión en un espejo esférico y la inversión y estableceremos sus p;.o-· 

piedades m~s importantes (Teoremas 2 y 3). Como aplicación discutiremos 

las redes de circunferencias de Steinery mostraremos cómo constru1•. 

usando g~lo el comp~s. el inverso de un punto. En el próximo número da­

re~s otras dos aplicaciones importantes de la inversión: una a la sol~ 

ci6n del problema de Apolonio de construit· una circunferencia tangente 

a otras tres y otra. a la demostración d~l Teorema de Mascheroni''de''oue 

toda construcción geon~trica posible con regla y comp~s puede hacerse 

sólo con el comp~s. 

Al final de este articulo indicamos algunos problemas que el lec.· 

tor procurar~ resolver para aprovechar el matet·ial que se ofrece. 

LA INVERSION 

Por una .tllrut66o~tmaci6n del plano entendemos una ley o corresponden 

cia que asigna a cada punto p del mismo otro punto p'., llamado imagen 

de p por la trans fonnaci ón. · ... 
Un ejemplo sencillo de transformación es la simetrta axial.· qu~· cf>• 

rresponde a la reflexión en un espejo plano. 

Veamos dónde se refleja un punto p situildo a un lado de un espeJo 

l ( fl g. 1). 

Un rayo de luz qve parte de p forma un c\ngulo i con la normal a 

l enel punto de incidencia o que es igual al Angula de reflexión r 

la prolongación del rayo reflejildo corta a la perpendic~lár aL q~~·pa 
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fj, fj, 

sa por p en el punto p' . los triAngulos omp y omp' son congrue'ntes, 

por lo tonto pm es corrgruente a P'm y p' es el slmHrico de p con 

·.respecto a L. En otras palabras todds lps rayos que salen d~c> p y que 

inciden en l se reflejan sobre f-ectas que pasan por el dmHr1co de p, 

de a111 que vearros la imagen de p en la posición p' 
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Consideremos. ahora la reflexión de un punto p en un espejo esf~rico 

{ffg. é'). 

p o e 

FIG. 2 

Un _rayo de luz que sale de p y que llega al punto o del espejo, se refl_!:. 
....... 

·ja fonnando con la nonnal co un ángulo r igual al ángvlo de incidencia i. 

Oenotantlo con a~ la longitud del segmento a6 y aplicando el teorema del 
fj, fj, 

seno a los triAngulos coo' y cop obtenemos 

sen·1 
sen ex 

co 
.:Oo' 

sen 
sen c:r 

Por lo tanto la orolongadon del rayo reflejado corta al segmento me en 



el punto o' caracterizado por 

co' 
Oo' 

.. ~ 
op 

A diferencia de lo que ocurre en el espejo plano la posición de 

o' depende de o, pero cuando o tiende a m, o' tiende a un punto p~ 

del segmento me que satisface la ecuación 

1 
\ 

(1) ~ .. ~ mp mp 

En otras palabras, lo~ rayos que salen de p y que Inciden en puntos 

del espejo próximos a m se reflejan sobre rectas que cortan a ñiC en 

puntos prOxlmos a p' , de alH que veamos a la imagen de p como ubi­

cada en la posición p' (ftg. 3). Ast la fOrmula que da la imagen p' 

de pes. la (1) la cual se puedt rtescribir f~cilmente en la forma 

usuai: 

(2) 1 1 2 
mp - --¡;¡pr- • me 

p p' e 

FIG. 3 

Calculemos el producto (usando la ecuación (2)) 

tp · cp' • (cm + mp) (cm - mp' ) 

cm1 + cm · (mp - l1l>' ) - mp · mp' 

= cm1 + 2mp • mp' - mp · mp' 

= cm1 + mp • l1l> ' 

.. 
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Si.hacemo's tender p a 111, p 1 tambi~n tiende a m como SI'! ve de la 

. ecuación (2)_,, por lo tanto el producto cp. Cl'' tiende a cm1 • 

Conclusión: ,puntos p muy próximos (con respecto a cm) al espejo es­

fl!rico tienen por imagen puntos· p' situados r.n r.l SP.gmento ;;e de tal 

manera que se verifica (aproximadamP.nte) la rf!laci~n 

cp · cp 1 
"' cm1 

• 

Esta conclusHin justifir.a plenMtV?ntr. la siquiPnte d~?flnici(ln: 

OEFINICION: Sea C Une\ circunferencia dP. centro o y rarHo r. la 

transforrMción ,que a cad~t p del plano de e, lP. hace corresponder 

P.l punto p 1 de la semirrecta op tal nue 

op · op' " ~ 

se llamil 111 inversión con res¡)ecto i1 e. El ~unto o es P.l centro de 

1 a in ve rs i On. · 

En principio la definicidn AntP.riOr no asigna una imagen al cen­

tro o. Pero es evidente que cuando p tienrlP. a o 1 p 1 se alP.ja cada 

vez mAs en el plano. Por esta razón decimos a veces que la imaQen de 

o an li\ irwersiOn es el ptmto del. .úl~úti.t.(l. Claramente la inversión es 

una biyecc16n cuy11 invers11 es ella misma. llrlem.~s Intercambia el inte­

rior y el extP.rior del drculo e y los únlcns puntos del plano QllP. qu~ 

dan fijOS en la inversión SOr1 los puntos de lil circunfp~nciil e. 

la propiedad mAs importante de la Inversión es que transforma rec 

tas y circunferencias en rec:t<~s y circunferenc:iils. Antes de demostrar 

este res•rltado recordemos la siguir.ntr. propierlarl de las circunferen­

cias. 

TEOREMA l. . Sr.o. p 1111 putttb del. rf.altn de. f,t r.i~r•mn"-~"-•tr.úl e y 6ea l 

W1ll ltt?.cta que po.61t poli. p, 1} que út(e~.&edn a C: v1 fn¡, pontn.& a CJ b . 

En.toncv.. el plttulucto 

k .. pa · pb 

u .útrlP.pmdú.tt.te de. l . 

· OEMOSTRAeiON. Si p F. e· ehtohces clara~nte el teorema es verdadero 

con k ,.--o. eonsiderémos el ca5o en que p es exterior a e y dejare­

mos a cargo del lector..-el caso en que p r.s interior a e (fig. 4). 
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FIG. 4 

los ángulos 11t>a' y ab'a' son congruentes por ser ~ngulos inscriptos 
en.lá drcunferencia que abarcan el misrro arco. Por la misma razón los 
ángulos bab' 
p~b y p.fbi 

y ba'b' son corigruent:es. Por lo tanto, los triángulos 
son semejantes. De aqu1 resulta la proporcionalidad 

~ .. ~ pa -pb-

la cual implica que pa · pb " pa' · pb' que es lo que querfamos demos­
trar. 

la constante k., pa · pb so llama la po.tcncúx. de e con respecto. 
a p, cuando p es exterior a e o Cuando p pertenece a e. Si p es 
interior a e. la potencia de e con respecto 11 p se define como 

k e -pa • pb. 

'T TEOREMA 2. la .{nvvi.hi6n con lt.Upec-to a. Ulla UACU116Vtettc.i.a. e de c.en­
.t/to o .t.1t.anJ, 6 Ollm a : 

al Una lt~c..ta que. pa<'.a pOit o Vl una 11.ec..ta que pa.6a po!t o 
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bl Una 1tee-ta. que no pa.Aa poll o en una c.Utc.un6Vte.ncla que pa.6a poli. 

o . 
el Una c.útcw¡6~1LV1CÚl que. ¡:xt~a poit o en una ILec..ta _que no pMa polt 

o. 

di Una ctltctm6eltnU:c.a que no pa.~.oa polt o en una c.útcun6Vtencia. que 
no ¡::xt.6 a po 1t o 

DEHOSTRAeiON. la parte a) es inmedlata·a partir de la definici6n de in· 

, .. 
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vérst6n, Para probar b) tracemos la perpendicular 11 la recta L en 

cuestt6n que pasa por o (ftg. S). 

a 

L 

FIG. S 

Sea a el punto de tntersecci6n de la perpendicular y la recta L y sea 

n' ·el inverso de" 11. Si p ~ a es otro punto cualquiera de L y p' es 

su inverso, los triángulos o~p y oP"a• son semejantes ya que 

011 • oa' • op · op' tmpltca 111 ph>porclonalidad 

oa .. ~ 
op oa 

~orlo t~nto el ángulo a•G•o es recto y p' pertenece a la circunfere!! 

cta de di~metro 03'. As~ la inversa de L es esta circunferencia. La 

aftrmaci6n hecha en e) es consecuencia de b). Para demostrar d) Conside­

remos una circunferencia S de centro m que no pasa por o (fig. 6). 

o 

S 

FlG. 6 



-Sean a un punto de S, b el otro punto de Intersección de_ oa con 
S y a' el inverso de a con respecto a C. Por a' trazamos una par.! 
lela a bm que corta a ~ en el punto e. Entonces 

ca' 
mo y o a · o a' " rJ 

si r es el radio de C. Por lo tanto 

oc o m 
Ob 

y ca' ., oc . rrtJ 
orn 

donde k es la potencia de S con respecto a o. Ast el punto e es i~ 
dependiente de a como as! tambi~h ca' . Esto mueúra que la inversa de 
S es una ci re un fe rencl a de centro e . Esto comp 1 e ta .1 a demos trae i ón 
de 1 teorema. 

Otra propiedad importante de la inversión con respecto a una cir­
cunferencia es la siguiente: 

TEOREMA 3. Et dngu!o entAe doA ~vaA ~ invaAiante en una inv~l6n. 

Con esto queremos decir que dos curvas secantes se transforman por 
una inversión en otras dos curvas que se cortan formando Angulas con­
gruentes. Por Angulo entre dos curvas entendemos el ~ngulo formado por 
sus tangentes en el punto de intersección. 

DEMOSTRACION. La demostraciOn puede verse en las figuras 7 y 8. 

FIG. 7 

.. 
-· 
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surge entonces que en el ltmlte P = p', como quer1amos demostrar. 

Debemos observar que aunque la Inversión conserva la congruencia de 

los 3ngulos, invierte su sentido. 

Como casos particulares importantes de la invaríancja de los ~ngulos 

en una inversión citaremos: si dos curvas son ortogonales (es decir, se 

cortan formando un ~ngulo recto) sus inversas .contínuan siendo ortogona­

les, mientras que si son tan9entes quedan tangentes despu~s de la inver­

sión. 

Consideremos la familia Fa de todas las circunferencias que pasan 

por dos puntos fijos a y b del plano (fig. 9). 

FIG. 9 

+-+ 
Inclutmos en la ilustración a la recta ab como caso ltmlte de circun-

ferenc1 a que pasa por a y b . 

,, 

Nos preguntamos lpodremos dibujar circunferencias ortogonales a 

las de la familia Fa 1 Ciertamente no es evidente que tales circunfe 

r-encias existan. Pero si consideramos una inversión de centro a, cada 

elemento d~ Fa se transforma en una recta que pasa por el inverso b' 

de b (Teorema 2) y la familia F1 se transforma en el haz de rectas 

r: concentroen b' (fig.lO). 

Ahora si nos formulamos la misma pregunta para la familiar: la 

podemos responder f!cílmente. En efecto, la familia F~ de todas las 

circunferencias con centro en b' contiene a todas las circunferencias 

ortogonales al· haz de rectas F' . Por lo tanto la familia F1 formada a .. 
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so 

' . 
por las. im~genes de los elementos <!e F' ~con respecto a la·inversiOn 

1 

de centro a. es la familia de todas las circunferencias ortogonales 

a-las circunferencias que p11san por_a y b (f\g. 11). 

FIG. 10 

FIG. 11 

.Esta configurac16n formada por_las circunferencias de F, y F1 se llama 
. . 

1 a ll.e.d de. eúlcun&e.MJtc.i.a.4 dt Ste.úti!Jl d~e.!tminttda poli. a IJ b. Tiene muchas 

propiedades interesantes entre las cuales destacamos: 

1} Por cada punto del plano distinto de a y b pasan exactamente un 

elemento de Fa y uno de F1 • 

2) Cada C, E F1 intersecta a todo e2 E F2 en ~ngulo recto. 

3) la inversiOn con réspecto a C1 E F1 transforma cada ·e, E F, en 



sf mismo y todo elemento de F1 en otro elemento de F1 • La inversi~n 

en un e2 E F2 transforma cada e, E F1 en sf mismo y todo elemento 

de F2 en otro de la misma fami lta. 

4) Los puntos a y b son inversos con respecto a todo ~ E F2 • 

P,robaremos las dos primeras afirmaciones y dejéfrerros para el lec 

tor las demostraciones de lás otras dos corro ejercicio. 

El aspecto sencillo del haz de rectas r; permite ver claramente 

las propiedades 1) y 2) para las familias r: y r; . Como estas estAn 

fntimamente relacionadas con las familias de c1 rcunferencias F, y F1 

por la inversiOn de centro a, estas heredan las mencionadas propied~ 

des (Teoremas 2 y 3). 

Otro ejemplo del efecto de una tnversiOn lo constituye una familia 

de circunferencias tangentes entre sf en el centro de inversión o 

(fig. 12). 

FIG. 12 

Efectuada la transformac16n se tendrA un haz de rectas paralelas, 

pues las 1mAgenes de las c1rcunfe~ncias son rectas r ningOn par de 

estas ~e cortan, ya que las circunferencias no tienen otro punto en 

común que e 1 o . 

CONSTRUCCION DE PUPfTOS INVERSOS USANDO SOLO EL CO~IPAS 

Consideremos primero el caso en que el punto dado p sea exterior,, 

a la circunferencia C de centro o y radio r. 
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Con centro en p y radio op describimos una el rcun ferenci a que i nter­
sec.ta a C en m y n. Con estos dos puntos como centros trazamos arcos 
de radio om que se cortan en o y en p' . Los puntos m y n son S lmé-

........ 
tricos con respecto a la recta op, por lo tanto el simétrico de p' con 
respecto a dicha recta es p', es decir p' E~. Los trl~ngulos is6~ 

ll o. 1 .... ,. ... 

celes omp y omp' son semejantes ya que omp = mop ~ op'm. Luego te-
nemos 

~p- om 
om ,. w o sea op · op' 

Por lo tanto el punto p' asf construido es el inverso de p. 

Si el punto p no es exterior a C parlemos reducir la construcción 
de su inverso al caso anterior mediante la siguiP.nll' observación. 

·Usnndo sólo el comp~s podemos duplicar un segrnento ao, esto es, 
hallar un punto b de la semirrecta ~ tal que o sea punto medio de 

ati. Para esto trazamos una circunferencia de centro o y radio ao y 

detenninamos sobre esta circunferencia a partir de a los puntos e, d 
y b de tal manera que ao " ac = cd = db. Entonces b es el punto 

buscado (fig. 14.)~ 

a 

Fil.. 14 



Repitiendo este procedimiento podemos prolongar un segmento tantas ve 

ces como querramos. 

Para hallar el inverso de p, primero prolongamos op con el co.!!! 

p~s tantas veces (dlgall'Os n) como para salir fuera de C, determina!!_ 

do un punto q exterior a C. Luego construÍillQS q' inverso de q me­

diante el procedimiento ya indicado. Entonces 

r " or¡' · oq oq' · (n · op) (n · oq') · op 

_. 
Por lo tanto el punto p' E op tal que op' " n · oq' es el Inverso de 

p. 

PROBLEMAS 

l. Hlónde es tAn ubicados los centros de todas ·l~s el rcunferencias 

que pasan por dos puntoo; fijos a y h del plano? 

2. Sea C la circunferencia qul' pasa por a y h y con centro en ._.. 
la rect11. ab. Sean D y f. l11s clrcunferr.ncias de Fa cuyos centros pe!_ 

tenecen a C y sean L y fo1 las circunferencias de F1 con centro en 

O y E respP.ctlvamente. l.Cu~les son las lm.,genes de C, D, E, L y M 

por UM inversión de centro a 7 /.Qué ángulos forman estas im~genes con 

h recta "'i;t7 

3. Discutir cualit11tivamente la correspondenr:ia entre los elementos 

de la familia F2 y la familia de clrcunfen~nclas con centro en el lnver 

so de h . 

4. Demostrar las afinn~ciones 3) y 4) referidas a la red de circun­

ferencias de StelnP.r detrrminacia por dos puntos. 
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5. Elaborar una teorfa paralela de red degenerada de circunferencias 

de Stelner a partir de la familia de circunferencias tangentes entre si 

en un punto o . 

6. Usando solamente ~1 campAs determinar el punto meolo de un seg­

mento. 

7. Hallar el centro de una circunferencia dada, valiéndose únicamen 

te del comp~~. (Elegfr un punto en la círcu~ferencia y trazar con centro 

en ~1 otra.circunferencill que corte a la dada y procurar primero el in­

verso .con respecto a ella del centro buscado). 
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