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GRUPOS DE TRANSPORMACIONES DEL PLANO VIA LOS NUMEROS COMPLEJOS a

Enzo R, Gentile

0. INTRODUCCION . _ .

El objeto de esta axposicién es la determinaci6n de ciertos gru-
pos de transformaciones del plano utilizando Ta estructura adiciona)
dada por {dentificacion del plano coordenado R! con el cuerpo de los
nimeros complejos {Plano de Gauss). M3s precisamente determinaremos
el grupo eucll{deé E(R') de R? , es decir el grupo de todas las trans
formaciones de R! que preservan la distancia euclidea:

X = (X1 ,%1) ’ Y = (Yi.y1) ’

d(x,y) = A((xs ~y1)* + (x2 -y2)?)

0 sea, fE€E(R') s! y s6lo si cvalesquiera sean x,y en R
d{x,y) = d(f(x), f(y))

Se suéle decir que una tal transformacién es “rigida". Las migmas
consideraciones permitirdn obtener un grupo mis grande que el euclideo,
a saber el grupo de similitudes #e R, Sim(R*). Una similitud es, por
definicib6n, toda transformaci6n f de R con la propiedad que existe
r€R, r>0 tal que

d(f(x), f(y)) = r.d(x,y)

En otros términos, las similitudes son las composiciones de transforma
ciones rigidas y homotecias.

" Recordemos que (de acuerdo con el famoso Programa. de Enfangen® de
Felix Klein, octubre de 1872) cada grupo G de transformactones de R
da lugar a una geometrla, et decir, el estudio de las propiedades de
subconjuntos de R! d{nvariantes por G. Asf E(R'), determinars la
geometrfa buclidea, En esta geometria podemos por ejemplo analizar la

* Se refiere a la disertacién Inaugural del matemStico alemin Felix

Klein (1849-1925) al Incorporarse como profesor en la Universidad de

la cludad de Erlangen (Alemania Federal). Su titulo: 'Vergleichende °
Betrachtungen Uber neuere geometrische Forschungen', en octubre de 1872.
El “Programa' de Klein consiste en clasificar cada rama de la geometria
como teorfa de fpvariantes de un cierto grupo de transformaciones. Asl
la Geometrfa Euclidea es el“estudio de los invariantes del grupo de trans
formaclones del plano que preservan la distancia, la Geometria Proyec-
tiva, la Topologid, etc. entran en este ''programa'’,



nocién de congruencia de polfgonos. Dos polfgonos P y p* son congauen
Les si existe f € E(R') tal que f(P) = P' . En particular, podemos
analizar tridngulos y obtener los conocidos criterios de iqualdad (o

mejor, congruencias). En cambio utilizando Sim(R’) podemos obtener
os conocidos criterios de semejanza.

Este bunto de vista, en nuestra opini6n, reviste gran importancia

pues todo se logra a través de los nimeros complejos y ademds de elemen
tal resulta natural. '

1. GRUPO DE TRANSFORMACIONES

Sea X un conjunto no vacfo: Se 1lama thans fonmacibn sobre X (o en

X, o de X) a toda aplicacién f:x —= ¥ biyectiva. Por ejemplo Id, 6
Id 6 1 definida por Idy(x) = x

1a .1lamada trans formacign Adentiddd.

» Y X E€X, es una transformacion,

Con Tran(X) denotaremos 12 totalidad de transformaciones de X .

Si f,g€ Tran(X) podemos definir 1a composicion de f con g:

f.g: X = X
(f.g)(x) = f(g(x)) , V x€x.

Ademds siendo cada f € Tran(X) biyectiva ests definida 1a transfor
maci6n inversa f-t¢ Tran(X) por:

F0(y) = x *== f(x) =y

La composicitn de aplicaciones es asocfativa y define sobre Tran(X)
una estructura de grupo: el gaupo de Lhans formaciones de X. (Supondremos
al lector familiar con 1a definici6n y propiedades basicas de grupos).

1.1, EJemplos

1) Sea x=1q1,2, ..., n. Entonces Tran(X) se denomina el gaupo

Alméxaico de grado n y se derota por Sp - Los elementos de Sp suelen de -
notarse por matrices

. 1 2 .. i ... n
o Ty ry L f(1) f(n)

Debajo dé cada { € X ests sy fmagen (i) por f. Por ejemplo sf
fES, es. - :
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'f(l) =2, f(2) =1, f(3) =3 escribimos

Si ademds es g = 2 3 resulta: fag = (1 2 3) R
jl

1 3 2
go-fa[l 23}, f-.g(x 23\ | gl 23
3 21 2 1 3 31 2

Este ejemplo de grupo de transformaciones es de gran importancia
en la teorfa de grupos finitos.

2) Sea X = R' el plano. Serd nuestro propbsito estudiar no
Tran{R?) que es grupo demasiado grande y carente de interés geométri
co, sfno algunos subgrupos del misnio. (Por ejemplo es bien sabido de
1a teorfa.de nGmeros cardinales que es posible definir una biyeccidn
de un cuadrado con un lado del mismo. Esta biyeccién puede extenderse
trivialmente a todo el plano, por lo tanto en esta "geometria" un cua
drado y un segmento son objetos equivalentes. Se ve entonces que no

podremos ir muy lejos, o como dirfa Jarvis, esta Geometrfa no tiene
porvenir).

- - En nuestro estudio R? serd un plano coordenado, identificado a
la totalidad de nOmeros complejos a+i.b, a, b€R en la forma ha
bitual: (a,b) - a+1i.b, que llamaremos PLanv de Gawss.

1.2. Distancia en R?

La distancia euclidea entre dos puntos x,y de R? es, luego de
1a {dentificacion de R? y €, el valor absoluto |x ~y| » la denotare
mos tambié&n por '

d(x.y) = |x-y|

St x=a+i.b , y=c+i.d se tiene

d(x,y) = /{{3=c)T+(b-4d)7)

La teorfa de nGmeros complejos nos permite dar una condicidn ang'
1ftica de 1a nocién de perpendicularidad.
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Sabemos que si z es un nGmero complejo eéntonces 1.z es el niime ro

complejo de argumento arg(z) + —;- » por lo tanto es un vector perpen-
dicvlar a z:

|
.4 . (a+bi)-i=-bs+a.i

Esta observacitn nos lleva a formular el siguiente teorema:

. TEOREMA 1. Sean .z, =.a, + 4:b, , 2z, =4, + {-b,
Jigtu:enxu don fLodas equivalentes witre 44:

4 {2y +2,]? = lzy1? + |z, ]2

L R A N N LR EA L

Las condiciones

Lik) -21‘22 +Z, * 23 = 2-(a,:2, + b, ‘by) = 0
-L'U, -] '?1 + b| "bg =0
v) Existe r€R tal que 2z, = r.i-z, 6 2z, = 0.
DEMOSTRACION. ' Basta utilizar 1a siguiente relacion:
fz, ¢ 23| = (2, 23)° (2 £27) = (2, 22,) (2, ¢ Z,)
- Z;';l + 23'21‘1 (Z|‘;1 *2|'Z]) L
= |l| Il + ‘21[2 b 4 (1.';1 + i..'z,) .

En base a este teorema definimos

1.3. DEFINICION. z, L 2,  (z, es pexpendicuwlar a z;) si 2, y z,
verifican las condiciones equivalentes dadas en el teorema 1.

1.4, DEFINICION. Sean 1z, # Z; 3 wi £w; en C. Sea r, : = recta

determinada por 2z, , 2z, Y ry = recta determinada por w, y w; .
Se dice que r, es perpendiculara rnlrnden)si z3-2,0w -w .

Notar que, en general, si z; £ 0, 2,°3, + 2,°2, = 2-1zy1- 12, cos @
s
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con 0 el &nqulo formado por los vectores 2z, , z; . En efecto, esto
se sigue del Teorema del Coseno:

fzo =22 l? = {20 |* + {2a|* - 27|z, |22 cos O

y de la relacién

zy -z = |z |* ¢ Mzl - 20020 - 202,
No(eﬁos tambidn que
' 5 (24423 + 23-2;) = 3;09; + byby = |z, | |22 -cos O
si 2, wa, +4iby , 2 28 +1:by .,

no es otra cosa que la expresion complejq del producto escalar ordina-
rio en R! . ' et

1.5. Ejercicio Preparatorio:

Interpretar el valor % {2172 = 22+71).

" 1.6. Ejercicio

Sean 2, ,2; en C. Probar que (z, -2;)1 (z; +2,) si y s6lo si
{zy| = |z;]. Interpretar geométricamente.

2. RECTA Y CIRCUNFERENCIA

Hallemos 1a expresién compleja de las ecuaciones de la recta y la
circunferencia en R? .

Sean wE€EC, w#0 y r lanrectade R? determinada por el pun
to 2, y de direcci6n perpendicular al vector w. Es claro que r coin-
cide con la totalided de z que satisfacen

(z-20) L w
0 sea (Z7-25) W+ (2-2) -w=0 z
Z-Zp
0 sea Z'W + W - (Zo'W + 2-W) =0
' Zo w

y en general

z.0+z.u+r=0 con r€R

-es la expresion compleja de la ecuacion de la recta en R? de direccion
perpendicular al vector u y que pasa por (el afijo de) ’E;ﬁ .
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0 también, :

Bz +B-z+C+L =0

con B, C, complejos.

2:1. Eje}éicios
‘{. Sean

ry ot U +r=20

<t C1I
Nt N

z-u +
r3 :2vV+z-vis =0
con r,s en R, las ecuacfones de dos rectas Ry ra
respectivamente. Probar que ry 1 r; si y s6lo si

u-v + u-v = 0,

11. Tres puntos 2;,2,,2;, (o mejor, sus afijos en el plano )
se dicen colineales o alincados st estdn contenidos en una
misma recta. Probar la equivalencia de las condiciones si-
gufentes:

a) Zy.,23,2 son colineales.

b) Existen reales ry,ri,ry tales que:
(riera,rs) £ (0,0,0) , i +ry4ry =0 y
ry*Zy #7323 +nry-23 =0 .

c) El determinante
' 7, 1
z; 2, 1 {=0
y 1y 1

fit. Probar que si 2,,2:,25 son tres puntos no colineales en
tonces para fodo z €C existen reales r,,ry,ry (y ademds
‘Grifcos) tales que ry +ry +ry =1 y 2 = r -2, +r;3-2; +1ry-25

Seanahora 1, €EC y r€R,, . La circunferencia dc centro 2z,
y radio r es

4 {z/ [z-2| =r)
o sea, _ '
, (2-20)(2-26) = ©°

_ Y podemos escribir

2-2 4+ (2--20 + 2°-20) + 20°2 - ¥ = 0

- Mds generalmente una ecuacidon del tipo

(A+§)'Z-i +BZ+fB-2+C+C =0

s



con A, B, y C nGmeros complejos que satifacen la condicién Lo

B-8 - (A+A) . (C4C) >0 .

es la ecuacidn general de la circunferencia en forma compleja de

centro —5_ y radio [/ -8 - (A+A)-(C+0) si A+A £ 0.
A+A (A+R) .

Si A A =0 .se obtiene la ecuaci6n de la recta como vimos
mis arriba.

3. ISOMETRIAS
Sea R' (identificado con C) dotado de la distancia euclidea: D

d(x,y) = |x-y]

3.1. DEFINICION
Una trans fonmacidn f de R’ e dice una isometrla (o una trans
formacidn algida) st

d(f(x). fly)) = d(».y)

- 0 sed f preserva la distancia en R?. Por ejemplo Id = ldR,= I
Ta transformacién identidad, es una isometrfa. También -1 t(-1)(x) =
= -x es una fsometrfa. Sea E(R?) la totalidad de isometrfas de
R’ (respecto de la distancia cuclidea, bien entendidol!). Un sencillo
ejercicio nos permite ver que E(R') es un gugw (subgrupo de Tran(R!)),

que 1lamaremos el grupo cuclideo de R? (respecto de d(x,y) = [x-y])-

b4

3.2. Digresi6n y Ejercicio.

Lo de "sencillo ejercicio” es correcto, dado que nuestras trans-
formaciones son biyectfivas. Entonces, dada f en E(R?) estd claro
que f~' € Tran(R') y es muy ficil ver que |f='(x) - f'(y)] = |x-y| .
Proponemos al lector en cambio probar que si f:R!' =+ R! es una "apli
cactbn" que satisface |f(x)-f(y)! = |x-y|l, cualesquiera sean x,y
en R’ entonces f es una biyeccion de R?.

3.3. Ejemplos

1. Traslaciones. Sca a €C y denotemos con r,:C> C 1la

transformaciodn

r,(2) =z +a

Notar que ro = 1d y ademés

r =7 .1 - 7 -1
a+h a b, b a
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En particular

A la transformaci6n r  1a denominamos la traslacién de R? segdn
.2 . La totalidad de traslaciones forma un subgrupo conmutativo de

Tran(R?). La denotamos con T(R?). Ademss 7, Preserva la distancia
euclidea:

[rgx) = 7yl = Ix +a - (ysa)] = {x - y]

Se sigue entonces que T(R') es un subgrupo de E(R?).

2. Rotaciones. Sea 0 < 6.<2i1 . La multiplicaci6n por el comple
Jo el? produce sobre cada complejo z una rotaci6n de argumento @

en sentido contrario a las agujas de un reloj de pared. Sea pues
Py :‘C"C

pol2) = el . 4 - (cos 6 +1 sen8) . 2
Notar que ’
g =Py 0
po(z|4zz) =pa(2y) trg{za) vV z, ,2, €C
po(r-z) = r.py(z) si r€R

Se ve fdcilmente que Ta totalidad de rotaciones o alrededor de (
forman un subgrupo conmutativo de E(R"). '
'Se sigue que en E(R') también viven las composiciones de los ti-
- pos anteriores

po‘vn y T - p

Eh general no son 1a misma transformacién, vale la jgualdad

Pg " Ty T RO

En efécfo,



R oL o

Probar que

Apg s 1 ) (X) = pylaex) = p,(a) + polx) = %o(u)po(x)

2

= . 2 = .
Notar que si f T, p entonces f fa-opo(a) H

y . .
7a*ﬁa(n) +ﬂ;(n) Po » -t

3. Simetrfa respecto de una recta por el origen.

Z r
g Se(2)
(‘) ’ (1) —_— - .
S 1 7 — z.etl — 2, ;.e-¢i =2, 7-eP . ot L 7eitd

S.(2) = e1¢i . 37

S, se obtiene por composicién de:

(1) rotaci6n de -4 que Vleva la recta a coincidir con el eje
real.

(2) conjugacion

(3) rotecion de ¢

Notar que en particular si ¢ =0 se obtiene la conjugacidn: 2z =z,

3.1. Efercicio
Sea  a #0. Sea r la recta por el origen, perpéndicu]ar a o,

az+oa-z
S {(z) = z - —S22% L«
o (2) -

es la simetr{a de R’ respecto de la recta r. Hallar una expresidn
andloga para la simetrfa de R? respecto de una recta determinada por
dos punptos z, ,2, , z, # 1, '

21
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4. ROTACION ALREDEDOR DE UN PUNTO CUALQUIERA  z

2 »2-2 » el . (z-70) -+ el L (z-z.) 4 2

po,Zo.

0 sea

pa'zo(z) =ell .z 4z - (1-¢if)

5. SIMETRIA RESPECTO DE UNA RECTA DE PENDIENTE tgs Y QUE PASA POR
yA
/,Q’\//
7o ’< ,-\c
. Z-70
A
¥ /___/_‘P
/ /
(1) (1) ) oo
2 ——-'-—»z-zo-———ﬁe’o‘ (z-70) v i (Z-7,6) + 2o
= el 7 4 79 -K, -0
(1) es una traslacidn que lleva la recta al origen
{2) es la simetrfa respecto de la recta trasladada.
(3) es 1a traslacifn al punto original z, .
PROPOSICION: Sean «,# € C , con |a| = 1. Llas transformaciones
1} f(z) = az + 8
11) f(z) = az + B
a

son {sometrnlas. En particular Las transfounaciencs prccedentes 1
son isomelnlas.

Zn

5



DEMOSTRACION (Ejercicio)

Sea G la totalidad de isometrfas de los tipos I y I1. Probemos.
que G es un subgrupo de E(R'). Denotemos con | (resp. fI) las
trans formaciones de los tipos I (resp. tipo I1). Debemos verificar.
que: ' : .

o DR S ol
I I <€ 11
I- + 11 < 11
I 1 oc o

-t ¢ 11 o

Por esto entendemos que si, por ejemplo, f, € 1 y f, € 1|
entonces f, - f, €1 ; fL, € I y f € 11 entonces f,- f, € 11,
etc.. ' :

Pero esta verificacion es sencilla y la podemos dejar como ejer
cicio.

" El resultado fundamental a probar es la igualdad

G = E(R?)

que nos da una descripci6n completa y sencilla de E(R?).

4. Transformaciones ortpgonales,

Sea o € E(R?)

ODEFINICION: Diremos que o es una trans formacidn ontogonal si
o(0) =0, o sea, fija el cero.

La totalidad de trantformaciones ortogonales de R' 1a denotare
mos con O(R') u 0(2)) Es claro que O(R') es subgrupo de E(R?).
Se denomina el gaupo ontogonal de R?.

LEMA PREPARATORIO: Sea & € O(R?). Se satisfacen las siguientes
propiedades

1) Y z€C, Jo(z)] = |z] (En particular [o(1)] =1 ).

"‘I) O(Zl) '012354‘012', '0(21) = Iy - E; + 21 * 23

iil) 1 L 25 * a(z) 1 a(z;)

-
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DEMOSTRACION

1)zl = Jz-0] = Jo(z) - a(0)] = lo(z)] .
H.')l lo('z;)"-a(z,)l‘ Ll IR M L P LA [2:]" - (20 -2, + 3, v'2,).
" Por otra'.'p'arte. en forma aniloga

lo(ze) ~o(z2)|® = Jo(z,)" » loza)1* - (0(20)-3027) + 5727) 0 (z2)

“lal e Jnlt - e(2,)3TE) ¢ TE) e ()

Comparando ambas expresionés resulta i1).

111) Se sigue de 1) y Teorema 1.

. TEOREMA 2.

t

o € O(R') =~ o o4 R-Lineal, o sea

. (B + 1) = o(n) +o(zy)

o(r-z) = r-.o(z) y ¥ r €R,

DEMOSTRACION: Puesto que 11 i se sigue o(1) L o(i) por lo tanto

°(1) 'y o(i) genmeran € en forma andloga a como 1o hacen 1 e 1. fs
decir vy € ¢ existen dnicos reates r y s tales que

U=r.ofl) +s. (i) .

Sea entonces

Z =3a+b1 a,b € R, Podemos escribir

o(z) =r-.o(l) + 5 co(f) r,s € R,

Es nuestra intencién probar que r = a Y s = b,
Notemos que 11 { = o(1) - o(1) + o(1) - o(i) = 0. Entonces
28 =1-2+1-2a0(1)- 377) +a(I) -o(z) -
=T 4s0(1) o(T) +r« sa (1) - o(i)

a 2r ,




Rt it ]

And&logamente
2b = 1 (T2) + 1-(i2)) = (V-2 +i-2] =i-Z 412 =

= o(1) +32) +3(7) -o(2) = 25

por.lo tanto
a=r y b=s.
Probemos ahora la linealidad:
Sean z{ = a + bi . Z; = ¢ + di
o(z) + ;) = o({a+c) + (b+d)i) = (a+c) a(l) + (b+d) o(i)
=a0(l) +co(l) +bo(i)+do(i)

= o(a+bi) +o(c+qgi) = o(24) + o(z1)

An&logamente o(r-(a +b1)) =r-o(a+bj). E) teorema queda demos
trado. '

Volvamos ahora al estudiq del gfupo epclideo E(R?). Notemos que
si f E€E(R') existen «, p E C tales que '

. o FEORY y  for € 0RY) .

En efecto s  f(0) = @  entonces

T« f satisface r f(0) =0

yst f(p) =0 se tiene

o f g satidface f ra(0) =0 .

Por lo tanto todo elemento de f € E(R?) se escribe

f=r_ -p, . pr € O(RY)

P € O(Rz) .

25
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Ademds en cada caso 1a escritura es Gnica. En efecto de

'

"f =g cp oagr , .p p,p' € O(R")

a a’
se sigue
a = 1,(0) = r, 2(0) = (1,0)(0) = (rgqr 2" )(0) =
= (0) = a
0 sea e " e y obviamente o =p°',
CONCLUSION:

Todo elemento de E(R') es producto (o sea composicion) de una trasfa
elfn pon una trans formacibn orxtogonal.

Probamos ahora el resultado fundamental

TEOREMA 3. f € E(R') 4i y s6lo 84 existen a8 € C, laf =1 fa
Les que uno y 86Lo uno de Los casos siguientes se verdfica:

.I) f(z“)-az+ﬂ . Y 2z €
) f(z2) = az +p vV z €cC.

DEMOSTRACION: Sea primeramentt o € O(R'). Sea o(l)

= O,
Entonces [a] = Jo(1)] = 1 y ademds 1 L4 = al o(i) =
(1) » {a
6 pues fa(i)] = 1.
of{l}) = -{a
i a = u(l) o(i)
o=
1 [}

o(t)
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Por lo tanto (segdn 1o visto)
ax + bai = -2
~a(z) = o(a+bi) = ao (1) + bo(i) = 6

ax~ baf =a-.z

Yolviendo al caso general, si f(0) =8 resulta

(7, f) € 0(R)

por lo tanto existe a« € C, la] = 1 tal que
az
'r_ﬂ f = {
az
es decir
N az +f
f(z) = 6
af +p

Quod Erat Demonstrandum (Q.£.D.).

DEFINICAON: Sea f & E(R'). Diremos que f es uno <sometria directa

de R* si es del tipo I en el teorema e <{nversa en el caso II.

La totalidad de isometrfas directas de R' forma un subgrupo
de E(R?) que denotamos con E(R?)*.

5. ALGUNAS CONSECUENCIAS.

5.1. Toda isometrfa de R' preserva rectas y circunferencias. En efec
to, basta tomar la expresi6n general hallada en la seccidn 2. y
verificar que, ‘reemplazando z por f(z) = a-z +f1 &

f(z) = a-z + #, se obtiene una expresion equivalente, Dejamos
los detalles como ejercigio. ' :

5.2. Sea g € Sim(R?). Existe entonces r € R, tal que
l9(zi) - g(22)] = r+ |z, -2,| . Observemos que la trdnsformaci6n




f definida por f(z) = pr-1. g(z), z €C es una isometria. Por

1o tanto tiene una de las formas halladas en 4. Podemos concluir
que: g € Sim(R’) sty s6lo si existen a,8 en C v A0 ta-
les g(z) ma-z 48 & g(2) =a-z +8. En el primer caso deci-
mos que g es una similitud directa y en el segundo, opucsta.

.

5.3.8ean 2z, ,22 3w ,wien C, tales que  |zy -z;} = fw, -w,| £ 0.
Existe qntoﬁceé una Gnica isometrfa dinecta (resp. inversa) f tal
qhe f(zg) = w, , 1:=1, 2,
En efecto, basta resolver el problema lineal:

Wi = a-2,+0

Wox a2+ 0

de donde
Wi ~w
an-—;m—;l—, ® =Wy o- ooz,
1 T 23

Notar que la hip6tesis implica ja] = 1.
En forma andloga procedemos en el caso inverso.

5.4: Sean 2z, 1eees 2, €EC y sean ry ,..., r, € R. Proponemos al lec-
tor a manera de ejercicio fmportante probar que: si f < E(R?}
-y si "o+ ... +r, =1 ertonces

flry ~zs + ... Pa2Zp) = - f(zy) + ... & rpy - f(7n)

Decimos que f es una transformacion afin.

Sean ahora 21 422, 23 tres puntos no alincados (Véase 2.1). Proba
remos como aplicacién del resultado precedente que si  f,q son dos
isometrfas tales que f(z;) = g9(zgy) st i:1, 2, 3 entoncos f =g.
Enidtros téfminos, Loda iso0metrla queda unlvocamente detemninada pox
204 valones que toma en Los vEntices de un tridngulo. En particular
:s1 una fsometrfa fija los tred vértices de algln tridngulo, es la
isometrfa identidad. El hecho que 2y, 2;, Z; no estén alineados
1mp11ca'que cualquiera sea z €C existen reales ry, r;, ry tales
que r.+r;+r, =1 vy 232,412 +ry -2, (Véase 2.1).
Podemos entonces aplicar 61 tesultado precedente y obtener

f(Z) = ry - f(Z|) + o f(l;) +ry - f(Z))

= reg(z,) +ry ©9(z2) +ry - g(zy) =

= g(2)
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cualquiera sea 2 € C, Es claro que entonces f = g como queria,
mos demostrar. :
Sean 2,, 23, 1y distintos entre si; w,, w:, wy en C, distintos
entre sf. La cbndiciQn necesarfa y suficiente para la existencia

“de una simifftud g fal que g(z;) =wy si 1:51,2, 3, es

5.6.

(1)

(1)

-
W, - W) - Wy - Wy 6 21 - 24 - Wy — Wy
2y ~ 24 Z; -1, 2y -2y Vi3 = vy

Dejamos su demostracion como ejercicio para el lector. Observar
que la condici6n precedente equivale a un conocido criterio de

semejanza de tridngulos, lcudl?

Sean a, b, ¢ nGmeros complejos. Nos planteamos el problema de
determinar en qué condiciones sobre a,b y ¢ existe una isome
trfa directa f tal que f(a) =b, f(b) =c, f(c) =a. Es cla

. ro que s} una tal isometrfa existe, el tridngulo de vértices los

afijos de los complejos a, b, c, es equildtero:

la-b] = [f(a)-f(5)] = [b-c| = [£(b) - ()| = lc-a] .

[Podemos suponer sin pérdida de generalidad que a £ b £ c # a.

Escribamos f(z) *ta -z +f . Se tienen las igualdades
b=a-: a=+ P
caaqb B
asal ¢4 E

y por lo tanto la reldcibn -

b-c _b-b
a-c c-a
equivalente a la vei a la identidad
a’ + b +c* - a-b-a-c-bc=0
Supongamos ahora reciprocamente, que los complejos a, b, ¢ sa

tisfacen la identidad (1') o su equivalente (1). Sea la transfor
macibn

f(z) = 2 z.“(b-b“c-a)
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La f asf defjnida es (a priori) una similitud, pero satisface
fla) =b, f(b)=c y f(c)=2

como el lector puede comprobar. Puesto que f* = 1d. se sigue
que el escalar

b-c¢
a-c

..es una rafz cGbica de la unidad, Juego tiene mbdulo 1y f es

"~ entonces unalisbmetria. Hemos probado que: Tres complejos a,
b, ¢ determlnan un tnidnguko equildtero 84 y s6lo 84 satisfacen
La condicidn a® ¢+b* + ¢ - a-b-ac-bcc =0,

. Otras condiciones, equivalentes a la dada, aparecen en los ejer-
cicios.

6. PUNTOS FI1J0S.
En la teorfa general de grupos de transformaciones siempre interesa
considerar los subconjuntos dejados fijos por una trans formacién. 0 sea,

nos interesa determinar para cada transformacién f € E(R') 1a totalidad
de puhtos z € R* tales que

f(z) = z.

£s claro que si f fija un Gnico punto, f serd una rotaci6n alrede-
dor del mismo, y si f fija exactamente una recta serd una simetria res-
pecto de la misma.

{Qué pasa si f no fija ningin punto de R 7, o también, lqué trans
formaciones no fijan ningln punta?

Las traslaciones ot @ £ 0 no fijan ningGn punto, pero veremos

otras transformaciones que tampoco lo hacen.

6.1. Puntos fijos de una isometrfa directa.

Sea . f(z) = xz+8 , laf =1

z espunto fijo += 2z = f(z) = az +f = (I -a)z = B.

~ Entonces si 1-a £ 0, 2= -r€7;- : dnico punto fijo de f, f es
una rotacion.

"S{ 1=a, f es una traslacion.
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6.2. Puntos fijos de una isometrfa {inversa.

f(z) =at +p , la} = 1

z espunto fijo +* z = az +f ~~ I esaz+ f§ .

Por lo tanto elimitando «az resulta

2= az +f

2o ax-axz + af

0-‘(1-—03)1 - p +a3.

S1 B +aff # 0 entonced f no tiene ningGn punto fijo.

Si B+aff = 0,840 a=- £ osea, D =z1-az +f =

A

p

=z 4+ 72 +f esdecir | fz+ pi-pf =0 que es una recta

de puntos fijos (ver 2.1). Se trata entonces de una simetrfia. Si

B =0 escribims a = - L puds fa] =1, f fija la recta
Y

~—

Yz +72=0 por el or1gen;

6.3. DEFINICION: Se denomina nreflexidn desfizante ("glide reflexioén®,
: en ingle§) toda transformacién f que es composicidon de una sime
tria (o reflexi6n) con una traslacién

TaSc(2)

. S (z)

Las transformaciones rigilas de R son pues de los tipos: tras-
Laclones, rotaciones, simetrlas o neflexiones desllzantes. En efecto
sea f una isometrfa, entonces si f tiene puntos fijos ya sabemos que
es rotaci6n o simetria; si no tiene puntos fijos se puede componer ‘con ' ' -

una traslacién ™ para fijar un punto
' v .
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Como ¢ fija un punto es rotaci6én o reflexién, por lo tanto

f = Tg 9

es traslacién o reflexién deslizante.

6.4. Ejemplo. Sean p = py . P = Py rotaciones de centros

zy Yy 2 , Yy argumentos 0y, 0, respectivamente.

Pregunta: lqué es py-pa 1 Sea Iy /2, (el caso 2z, = 2, es facil).
' g

Escribamos  p; (2) = el 4 (2 - eio"z.)

pa(z) = 910”1 + (22 - 9101'11)

entonces

1(0,40,)

(P2-pP1)(2) = e ez 4+ (2, - 23) ceifr g, - ei(0'+o’) -2

por lo tanto, si 6, + 0, = 2kr se tieneuna "trasiacion”.

Supongamos 0, + 0, #2kr. Se tiene entonces una rotacion de
(0,40,)

(2, -1 )-ei0’+ 7, - et
0, .+ 0y alrededor del punto L1 - ei(b“o’)

Observando el dibujo vemos que B es punto fijo de la rotacién pa * P

3

'y . A es punto' fijo de la rotacion py - P,

6.5. Ejemplo. Sean S, , S, simetrias respecto de las rectas r
y ra . lQuées S, -S. 1

1
i Ty

- Respuesta: Rotacion de centro r, N r, st r W\rp y traslacion si

n/l . ‘



6.6. Ejemplo. Gomposicidn de una rotacién y .una simetria: S-po
si A,B son los puntos en la figura, la transformacidn
r&ﬁ-s-po es una simetrfa S'. Por lo tanto

S-pg = Tga .S . neflexidn deslizante.

Sea 0€¢€r, 0 <0 <«

~

Analizar tambi&n los casos O €r , 6 =7 .

7. ORIENTACION EN R?

. Sean z.',z, , Z3 € C. Si los afijbs de estos puntos en el b]apo
de Gauss no estdn alineados, determinan un tridngulo. Establecer hna' l
orientacion en este tridngulo es dar un sentido de recorrido de los
vértices. Hay exactamente dos formas, segln se recorra en sentido de
las agujas de un raloj o en contra de las mismas. Un taidngulo orlen-
tado es un tri&ngulo y un sentido de recorrido. En esta seccion quere
mos dar una condicidn analftica de orientacitn y mostrar que en
Sim(R?) las dineclas son las que preservan 1a orientacién de los
tri&ngulos mientras que las inversas la cambian. Esto justifica pues:
la calificaci6n dada a las similitudes. ,

La fdea es explotar las propiedades del determinante,

7.1. DEFINICION

fzs  zz sl = |2 & 1

Ya en 2.1. notamos que la anulacién de este determinante es condicion



necesaria y suficiente para la colinealidad de 1z, ,z, ,12, . Daremos -
aquf una demostracién de este hecho, Comencemos por enumerar algunas
propiedades de 1z, , 21,23} que son consecuencias inmediatas:de pro-
piedades elementales de determinantes y cuya verificacién dejamos a
cargo del lector.

1. Sea B €C, entonces |z, +f ,2z; +0, 23 + 0] = {2z, ,2:,25]
(Invariancia por traslacién).

1. Sea a €C, entonces |a- z;,a - 73, a - 23] = |lal'1z,, 23, 231.
141, 121.,22,23) = =12 ,22,23] =-T2,,2;,251

iv. St 1y, 11, 1 es una trasposicién de 1, 2, 3 (o sea, una per
mutaci6n que fija un fndice y permuta los dos restante%) entonces
lzll 1).. z!' o "'Zi" zi’u z{"

Se sigue de i1, que |2y,2:,25] es un complejo {maginario purs,

o sea, de 14 forma

il|,1;,l;l = r.i con r€R .

Podemos hiblar. por abuso de lenguaje, de 1a signatura de )
Izl,z;,z,i‘ réfifiéndbnos a la signatura del nGmero real r cuando éste
es 4 0 (Caso de puntos no alineados). Se sigue entonces de ., ii.,
i11., que:

a) una isometrfa directa preserva la signatura de 1z;,2,,2s1.

b) una isometrfa {nversa cambia 13 signatura de [z, ,2;,21.

Mas generalmente, en &) y b) isometrfa puede cambiarse por similitudi]
Analicemos el valor de r . Puesto que dicho valor es {nvariante por
traslaciones podemos suponer (SPG) que, say, 2z, = 0. Puesto que también
es fnvarfante por rotacfones podemos suponer 2z, acal (0 sea z; = 2,).
En esas condiciones se tiene:

, - . - 7 -3
123 ,23,01 = 2323 =Z1°23 = 22-(2 - 2y) = 2-25- _L?T_L A

es decir ' re2-z1, -ELé}zL = 2.2y - Im(zy)

donde Im(z,) : = parte imaginaria de z, .

Pero entonces un examen geomtrico de la situaci6n nos dice que, r = 2
veces el drea (orientada) del paralelogramo de base z; y lado el vector
zy . ‘ . -

Se -sigue én~particular que los puntos estdn alineados si y s6lo si el
drea es nuia, 0 sea, si r = 0.

'

-




Im(z1) |

Notemos de paso que podemos dar ahora una respuesta al Ejercicio
1.5. donde pedimos analizar el valor %—-(z‘-i, -23-2,). Se tiene . ..

—21' ;1?‘"2100' "%‘"(Z|'21 -ngi|)

= 8rea (orfentada) del paralelogramo de
‘lados 2y , 73

= doble del drea (orientada) del tridngulo
de vértices 0, 2,, 23.

7.2. Nota. En lo anterior hablamos de drea {orientada), lo hacemos en
sentido "naive", et decir tratando de poner en evidencia el hecho
que el nimero obtenido no es un nlmero positivo o nulo, como corres
ponde a un "&rea". Serfa tal vez mds preciso decir "&rea con signo"
Pero el signo es a la pbstfe &1 factor de orientacién.

Sean finalmente z,,2,,2; complejos en un clerto Orden. Sea
reR la.parte fmaginaria de {2y ,22,231 . Si los complejos no
estdn alineados, es r £ 0.

7.3. DEFINICION. Diremos que 2;,z;,Z; €S una teana pos{fiva (u orien-
tada positivamente) si r > 0. Y correspondientemente una fenna
negativa si r <O0.

Puesto que toda terna es equivalente por isometrfas a una de las
cuatro siguientes posibilidades de 0, z,, zz se sigue por observacidn
que una terna es positiva st y $6lo si el sentido de recorrido coincide
con el del movimfento de las agujas de un reloj de pared.

Z,

7y
0 { 0f—2? ) 0 ; 0
. zl
. Z
7.4. Ejemplos
i. j0,1,i] = ¥ - 1 = -2-41 (terna negativa)
t1. 1,0, =2 -1 (terna positiva)
fit. ]0,-1,4] = -10.0,i] = 2.4 (terna positiva)

{V‘. ‘0,’1.‘i| = lo)l'il

-2 -1 (terna negativa)
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8. EJERCICIOS.

“

1. Analizar las siguientes transformaciones en ¢l plano-de Gauss,

segin las propiedades de ser similitudes, isometrfas. Determinar
puntos fijos.

a) f(z)=i-z2 () fir) = (1ed/1=i) 2 + (1-1)
b) f(z) = -i-z 9) f(7) =11 )

c) flz) =iz +1 hy f{z) =72+ i

d) flz) = -2 i) t(z) = (z+i)i

e) f(z) =z +1 , iy flz) =274

2. Interprete geométricamente las sighientes samilitydes:

a) f(z) =r-z2+f, re€Rr, rt0,l
(Re: homotlecia de centro B/{1-v) y razon r).
o) flz) =a-z ., «f0
(Re: rotaciones dilatadas o espiraladas).
i 3. Sea T CE(R') la totalidad de traslaciones de R . Probar que T
es un subgrupo abeliano e invariante de E(R’). ¢Es subgrupo inva
riante en Sim{(R?') 7 (Un subgrupo invariante en Sim(R') ? (Un sub

grupo H de un grupo G se dice (nvardante o noamaf en G st para

todo hel, g€6, ¢g-h-g' EH o tamnién g-H-g™! C Ny,

4. Para qué valores de @ €C\(0)
6rden finito en Sim(R') 7?7, o sma existe un natural m tal que
M = 1d. (Qué similitudes f satisfacen f
Anvolutivaal

tiend ta simlitud f(z) =a-z + 8,

= Id, es decir son

5. Probar que dados a, b, c € C. distintos entre si, sus afijos en el
plano de Gauss son vértices de un tridngulo equildtero si y s6lo si

satisfacen una de las condiciones siguientes (todas equivalentes en

tre si).

a) (p-c)+(c-a)’ + (a-b)? =0

b) (b—(‘:)’ = {c-a)-{a-b) (y andlogas: (c:a)’ = (c-b)-(b-a),
etc.).

) (b-c)t 4+ {c-a)!t +(a-b)t = 0.

6. Probar que tres complejos a, b, ¢ de la circunferencia unitaria

son vértices de un tridngule equildtero s1 y soélo si a + b+ c =0.

s




10.

1.

12.

13.

. Denotemos genéricamente con: R: = rotaci6n, S: = simetria,
“T: = traslacion,

‘Mostrar exaustivamente con dibujos composiciones tales tomo:

RR, RV, TR, TS, ST, SS, RS, SR, RRR, SSS. (Hacer silencio!)

. Probar que dos rotaciones Ry, R, conmutan (0 sea R;-R; = Ry-Ry)

si y s6lo si poseen el mismo centro de rotaci6n.

. Probar que toda rotaci6n en 0(2) esproducto de dos simetrias en

0(2) pudiendo elegirse una de ellas en forma arbitraria. Se si-
gue que las simetrfas en 0(2) generan 0(2). Expresar la rota-

cién en 0(2) de 30 grados como producto de dos simetrfas, una de
ellas respecto del eje real.

Probar que toda isometrfa en R? puede escribirse como producto
de a lo sumo tres simetrfas. (En que casos dos simetrfas $on sufi

" cientes?

Sean r,, r; dos rectas en R?. Sean S;, S; las simetrids res
pecto de r; y r: respectivamente. Probar que Si-S: = 5:-5y
(o equivalentemente (S;S2)* = Id) si y s6lo si las rectas coin
ciden o son perpendiculares entre sf.

Sean S,. S; dos simetrfas respecto de rectas por el origen. Pro
bar que la composicién S;°'S; es una rotaéiGn alrededor del ori-
gen en un sngulo igual al doble del dngulo que determinan las rec
tas dadas.

(Soluci6n: Sea r, una recta por el origen de pendiente 0; y and
logamente r, con pendiepte 08,. Sean S,,S: las simetrias res-
pecto de las rectas r,,r; respectivamente. Podemos suponer

SPG : 0<6, < 0, < 2r . Se tiene

tiG, 110,

Si(2) = e -1, Si(z) =e -7

Por 1o tanto
5,5, (z) = Sa(e01-7) = ¢?H07 .0 L

- e’“oz‘el) .z
0 sea una rotaci6n por 0 de 2(8, -0,)).

Yeti. De un ejemplo de subgrupo de 0(2) {nfinito, generado por
2 simetrfas.

37
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14. Sea o = a + {-b, si 2 = x + i-y escribamos 2 = {;] . Proa
bar que las ecuaciones f(z) =a-z 'y g(z) = « %I corres-
ponden a las operaciones con matrices :

Rt o I R R

respectivamente. Las matrices - -

[i -bJ g [B o] , con a8’ + b -}
6 af " lb .

determinan completamente el grupo ortogonal 0{2).
Extender estas consideraciones a E(R?).

15. Sea G C Tran{R?) un subgrupo de transformaciones. Se dice que
G opera transiti{vamente en R? si dados X,y en R? existe
g €G tal que g(x) = y.
Determinar cudles de los siguientes subgrupos de Tran(R') ope-
ran transitivamente:

a) E(RY) ,
b) Sim(R’) ,
c) T(R) ,

d) Sim(R*,0) : = similitudes que fijan el O,
e) Rot(R*,0) : = rotaciones de R' con centro 0.

Defina Ud. otros subgrupos de E(R') y analice la transitividad.

APENDICE

9. SUBGRUPOS FINITOS DE E(R?)

Determinaremos primeramente los subgrupos finitos de O0(R?) . Los
grupos cfclicos C, generados por una rotacién alrededor del origen de
2x/n son ejemplos de subgrupos finitos. Estos son todos conmutativos.
También una simetrfa S respecto de una recta por el origen genera un
grupo de 6rden’ 2, dado que S? = Id. Recordemos que si S,, S; son
simetrfas en O(R') entontes S,-S; es una rotaci6n por el origen.
Se sigue éue si G no posee rotaciones (# Id) entonces G =(1d)] 6
G = {5,1d} . Supongamos entonces que G posee rotaciones propias, es
decir distintas de la identidad.

Sea G un subgrupo finfto de O(R'). Sea o = Pg UNa rotacion con

r



la propiedad que 6, 0 <0 <2r es m{nimo entre todas las posi‘b'lgs
rotaciones propias contenfdas en G. Dicha eleccién es posible dado

que G es un grupo finito. Sea »' = o(; una rotacion en G, Afirma-
mos que 0' = m-8 para algin m € N, En efecto, existe mE€N con

la propledad mo<o0' <(m+1)8 . Pero entonces la rotaci6n
plep™! = Pon CON 0 <6" =d' -ms <8, yaceen G.Se sigue
que 6' =m8, y por lo-tanto ™ = p' . Ses entonces & el subgru

po G generado por p . & es un grupo ciclico de 6rden, digamos, n.
S{ G = & nada hay que hacer. Sea S E€E&\ G. S es una simetrfa.
Sea S' cualquier simetrfa en G; la composici6n 'S :-S' es una rota
ci6n, Existe entonces 1, 0<{ <n tal que S5-S5' = ol , o sea (te
niendo presente que S'~' = S') S' = S.pi (y ademis unfvocamente).
Herlos probado que los elementos de 0 se escriben unfvocamente como
productos S.pl , ton i = {0,1,...,n-1) . Notemos que siendo S-p
una simetrfa se shtisface (S'p)? = Id. o sea, S-p =p"'-S,
puesto que p~' = pn-t |

DEFINICION: Un grupo finito G con dos generadores S, sometidos a
las relaciones S? = Id., o™ = Id.!, S-p = p-!' , se denomina
DIHEURAL Se denota con D}

Hemos probado entonces que los subgrupos finitos del grupo orto
gonal O(R?) son clelicos: Ci » N €EN o dihedraless: B , n €N.

Geométricamante D;‘ es ¢l grupo de simetrias dol polfgono requ
lar de n lados con centro en 0.

Pasemos al caso G C E(R'). Probemos primeramente que G {ija
un punto en R’ , es decir existe z € R* con f{2) = 2 cualquierna
sea f en G. Sea x € R' arbitrario y formemos la combinacibn afin:

z o fr{x) * f3(x) +n"‘ * faf1) -%~f.(x) +%—-f;(x)+...+%—-- f(x)

‘siendo G = [ ,..'.. fn’

Sfendo z una combinaci6n af(n, para todo f € G CE(R’) y como
puntualizamus anteriormente (v8ase 5.4), se verifica

f(z) -%.f-f,(x) +%.f.fz(x)+ +%—.f-fn()<)

. pero traténdase de un grupo finito, las composiciones f-fy ,..., f-f,
no son otra cosa que una permutacién de f, ,..., f, » luego f(z) = z,.
como se querfa probar. Pero entonces

retfy T, € 0(2) i =1, ...,n.
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La aplicacibn

es un isomorfismo de E(R’) sobre E(R?), o sea es un automorfismo,
con la propiedad que aplica G en 0(2), es decir

G es isomorfo a 13! -G -1, C 0(2)

que es un subgrupo de 0(2) y que ya hemos clasificado. Se suele decir
en la terminologfa de 1a.teorfa de grupos que el grupo G es conjugado
a un subgrupo de 0(2). En ddfinitiva los subgrupos finitos de isome-
trias spn cfclicos o dihedrales. '
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