CINCO PRUEBAS PARA UN TEOREMA DE EUCLIDES

0.A. Campoli

El teorema de Euclides a que hace referencia el titulo de ésta nota
es el que afirma que el conjunto de los ndmeros naturales primés es un
conjunto infinito.

De las cinco demostraciones que se mencicnan, la mds conocida es cro
nolégicamente la primera. Se debe a Cuclides mismo'y es la mds elemen-
tal y corta de las cinco.

El interés de ias cinco demostraciones que daremos estd en que las
cinco usan razonamientos muy diferentes'y dos de entre ellas al menos
(e primera y la tercera) han tenide consecuencias importantes que tra
taremos de poner de manifiesto en cada caso.

Las tres primeras estdn ordenadas de acuerdo a su creciente orden
de cemplejidad, que no coincide con su oiden de aparicidn. Las des @Y~
timas me fusron camuni;adas recientemente por E.R. Gentile a través de
C.U. Sencher y usan solo alcuncs hechos elementales de divisibilidad

Gue aclaramos en caca caso.

Primera prueba

Esta prusba usa solo el hecho de que todo nimero natural mayor que

1 tiene un divisor primo.

Este hecho es muy facil de ver por un argumento in
si n es un nimero natural mayor que 1 entonces n es primo
Si n es primo entonces n es un divisor primo de n Yy Se€ acabd el argy

ductivo. En efecto,
o no lo es.

mento.
Si n no es primo entonces n = p.q con Py Q
1 y menores que 0. Luego p es primo & ..: etc.
Para hacer la demostracion de Euclides, usamos un arqumento por

naturales mayores que

el ab

surdo.
Supongamos que el conjunto de todes los nimero

se un conjunto finito. Dicamos entonces que Py» Dyseers Pr

s naturales primos fue-
son todos

sus elementos.
Nos fijamos a continuacisn en el nimero n =Py. Py «e- Pt 1
Por ser n un natural mayor que 1 deba tener un divisor primo. Este di

. visor primo debe ser entonces uno entre Py Paseres Ppo- Diganos en-

tonces que pj divide a n. Cqmo pj ciertamente divide a pi.pz... prf

)
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sigue que pj debe dividir a 1.

Esto es absurdo y provino de suponer que el conjuntn f de todos
los naméros naturales primos era finito. Esto concluye la demostraci6n
del teorema. '

A modo de comentario digamos que el argumento de esta demostracién,
ademds de ser el primero y mis simple de los que 1levan al teorema de
Euclides, tuvo otras copsecuencias inmediatas y mediatas. Mencionamos
las inmediatas a continuacién y dejamos las otras. para el final de la
tercera prueba.

En efecto, usando argumenfos muy ﬁarecidos uno puede ficilmente pro
bar que no solo € es un conjunto infinito sino que el subconjunto de
@ de los elementos de la forma 4n + 3, para algin natural n , €S
también un conjunto infinito.

Esto se expreéa usualmente diciendo que el conjunto de los naturales
primos congruentes a 3 médulos 4 es un conjunto infinito.

Andlogamente se puede probar que hay una infinidad de nimeros primos
de la forma 6n + 5.y algunos otros ejemplos mis.

** Segunda prusba . .
=i : .

xR Esta prueba es cronoldgicamente la ltima de las tres primeras que da
== remos y se debe a G. Polya, un matemitico contemporineo.
La demostracidn es "constructiva’en el sentido de gue consiste en dar
una familia infinita de nimeros naturales coprimos dos a dos.
) Usando de nueve que todo nimero natural tiene un” divisor jrimo.la exis
tencia de una tal familia claramente implica que hay una infinidad de na-
meros primos ya que probamos que el conjunto de los divisores primos de
los nimeros de la familia es ya infinito.
Pasamos entonces a cefinir la familia mencionada y a probar sus propie
dades.
Para cada nimero natural n, pcnemos

A fn se 1o 1lama el n-&simc nimero de Fermat y si es primo se dice
que es un primo de Fermat.
Tenemos por ejemplo que
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fl =22 +l =5
f2 :222+1=2“+1=17
fy =22 +1-= 2%+ 1= 257
Yy 16
f. =22 +1 =2 +1 =65537

Estos primeros cuatro nimeros calculé Fermat y vio que eran -primos.
Conjeturd entonces que todos 1os siguientes eran también primos Yo que
obviamente implicaria el teorema de Euclides.

Esta conjetura fue hallada falsa por Euler al probar que
fs = 232 + 1 tiene a 641 por divisor (es decir, fs no es primo).

A partir de Euler, todos los cdlculos de sﬁcesivos‘nﬁmeros de Fermat
han dado como resultado un nimero compuesto (es decir, no primo) y pare
ce afianzarse la nueva conjetura de que.los primos de Fermat forman un
conjunto finito. S ' :

En éste sentido uno podria decir que la conjetura de Fermat no fue
miy 2192, Sin embargoy a pesar de no ser tedes primos, los ndmeros de
Fermat tienen otra propiedad mas débil pero que también implica el teo-
rema de Euclides: es una familia de nGmerss coprimos dos a dos.

Para probar ésto, probamcs.primsro que si m >n entonces .fn divi
de a‘_fm -2, ’ : '

tn efecto, digamos que m =n + k , k natural. ‘

Liamemos a = 22" . Entonces .

3
n+k ni“ k
fn-2 2t -1=(22] -1 _a% -1,
f n n
g2 41 22 41 axl
K k_ k.
a2l a2 -(2m) e

1o que es claramente un nimero entero y hemos asfi probado que sim >n
gntdnces_ f divide a fo-2.

Veamos entonces ahora que si m # n entoncgs fm y fn son copri-
mos.

Digamos que m>n .

Supongamos, por el absuréo, que fm y fn tienen un dfvjsor primo’
comin } . Como p divide & fn » debe dividir a fm -2 y como divide
a fm también, debe dividir a 2. ;

’ Como fm es jmpar, p no puede ser 2 y como 2 es primo, p debe ser



1. Absurdo.

Hemos probado entonces que si m >n f y f , Son coprimos y &sto
concluye la sequnda prueba del teorema de Euc11des.

Tercera prueba

Esta prueba es la que envuelve los razonamientos mis complicados en
tre las cincod que daremos. . .

Es a su vez la que ha tenido mds consecuencias al constituirse en.
uno de los origenes de lo que actualmente se 1lama teoria analitica de
nimeros. :

La prueba conduce a la: demostraci6n de un hecho mucho mis fuerte adn
que Ta afirmaci6n original de Euclides. Pasamos a aclarar ésta Gltima
afirmacion. ’

Lo que probaremos es que los nimeros primos no sélo forman un conjun
to infinito sino que ademis, sumando los reciprocos de nimeros primos
podemos obtener un nimero tan grande como se quiera. Esto 1o expresamos
diciendo que 1a serie de los reciprocos de los nimeros naturales primos

eséﬁlﬁérgente y Yo escribimos

!

p primo

=1
1t
8

Dacimos que é&sta afirmacién es mas fuerte que el teorema de Fuclides

" porqie obviamente lo tiene por consecuencia pero ademis, si nos fijamos

por ejemplo en el conjunto formado por los ndmeros 2,4, 8, 16,....-2?).".
vemos que es un conjunto -infinito. Sin embargo, uno puede ficilmente coﬁ
vencerse que. cualquier suma de los reciprocos de un subconjunto de entre
ellos es menor o igual que 1.

En simbolos

'}_lﬁ':l
n natural
'.
En realidad se puede ver que con la definicién apropiada de suma de un
nimero infinito de sumandos se tiene

n natural

-
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El hecho de que Z = oo esti entonces expresando que 10s

pprimo
ntmeros naturales primos no sdlo son infinitos sino que ademds no es-

[

tén Yerecientemente espaciados” en su aparicidn entre los sucesivos
nimeros naturales.

Pasamos a la demostracidon de los hechos mencionados no sin antes
aclarar que suponemos conocida 1a definicion de convergencié de una
serie de nimeros positivos y el teorema fundamental de la aritmética
que dice que todo nimero natural mayor que 1 posee una factorizacidn
dnica como producto de nimeros primos (inica salvo reordenamiento).

Digamos que P = 2, P, = 3seu, Pj son los primeres j nimeros
primos. ) )

Para cada nimero natural a, 1lamemos Nj(a) a la cantidad de nd
meros naturales menores o iguales que a y que no son ‘divisibles por
nimeros primos mayores que Pj .+

Notemos entonces que si el teorema de Euclides fuese falso y

Py e Py sy P fuese la lista completa de los nimeros primos ten-

driamos que

Nj(a)>= a

cualquiera sea el ndmero natural a.
- La primera afirmacion que queremos probar acerca de1 numero Ny ( a)
es que

(1) V@) < 20 /a

Si probamos 1a afirmacion (I), con 16 notads antes tendriamos otra
demostracion del teorema de Euclides ya que si P, s Pyseees pj fue-
se la lista completa de los nimeros primos tendriamos que para cual-
quier nimero natural a se deberia cumplir

asN() < 2l A

y.ésto es claramente falso con sdélo tomar a = 223%2

Para probar la afirmacion (I) queremos contar .10s ndmeros natura-

.

les menores o iquales que a, que no son divisibles por nimercs pri-.
mos mayores que pj . Digamos entonces que n es un tal natural.
Podemos escribir entonces

ry ,r2

m
~n

donde- m

r. :
oo PjJ y Yos nlmeros 1y, ¥y aeees T toman
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los valores 0 & 1 solamente.

- Es decir, hemos descompuesto. n en producto de un nimero natural a]
cuadrado y un nimero que no es divisible por el cuadrado de un nimero
primo. Por supuesto que tanto n; como m tienen a 1. como valor posi
ble de acuerdo al n qde hayamos elegida. Al expresar m como producto
de primos hemos usado 1a hipbtesis sobre n de no tener div{sores pri-
mos mayores que P, ‘ '

» Debido a las oos?b111dades de'los exponentes ry , rz veees Ty si-
gue entonces que la cantidad de valores posibles para m es menor o
igual que Zj . l

Por otra parte al ser n, < /n < /a sigue entonces que la canti

dad de valores posibles para np es a su vez menor 0 igual que /a.

Estas dos afirmaciones prueban la validez de la desigualdad (I).

Pasamos a continuacidn a probar la divergencia de la serie de fos
recfprocos de los nimeros primos. ‘

Digamos . como arriba que p.; es el j- es1mo néme ro primo (ya hemos
destacado que de la validez de (I) s1gue la validez del teorema de
g W Euchdes)

Si suponemos vor el absurdn que la
mero natural j tal aue la suma de los re

es menor que 1/2.

serie ho es divergente, sigue de
. &sto que podemos hallar un n
cinrocos de todos los nimeros orimos mayores que Pj

En simbolos

pj+1 pj+2

Observemos ahora que dado un nimero natural & y un ndmero primo p,
el conjunto de los nimeros naturales menores o iguales que a que son

divisibles por p tiene una cantidad menor o igual que a/p de elemen-

tos.

Luego como a - N.(a) es exactamente la cantidad de elementos del

conjunto de nimeros naturales menores o iguales que a y que son divi-

- sibles por algln primo mayor que p , sigue de la observacién anterior

que debemos tener

N
T

4 o

a - N.(a) s
J j+1 p‘j+2
!

pasando de miembros entre el primero Yy el tercero obtenemos

%_< N;(2)
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y como ya tenfamos

M) < 2 i

sique que
a < ly : .
3 2’ Ya .

o 1o que es 1o mismo
a <2 /2
Esto es otra vez una afirmacién falsa con s§lo tomar

> 2j+2

fste absurao concluye la demostracién de la divergencia de i3 se-

rie de los reciprocos de Jos nimeros primos.

b modo de comentario podemos agregar que iz divergencia de éste

‘serie es s6lo un caso particular de un teorema de Dirichlet que afir

ma que es divergente la serie de los rec1procos de los naturales pri

mos congruentas a b mddulo a, para CUalquxer Dar a,b de Hatura-

les coprimos. (Un entero X se dice conaruente’ a b mdédulo a si

existe otro entero k tal que X =ka+ bv.'En éste caéo‘se escribe
=b (m6d. a)). :

Es dec1r 1a afirmacidn que recién probamos es e] caso a=b =1
del teorema de Dirichlet. : .

ta primera prueba del teorema de Euclides y 1as consecuencias que
mencionamos en su caso, daban ya algunos eJemp1os del hecho de que
hay una infinidad de numeros primos congruentes a b médulo a si
a y b son coprimos. Podria entonces dec1rse que el teorema de Di-

richlet es una consecuencia de la pr1mera y tercera pruebas del teo

rema de Euclides.
Digamos ademis que todo lo expuesto arriba puede hallarse, por
ejenplo, en el libro "An Introduction to the Theory of Numbers" de

G.H. Hardy y E.M. Wright.
Al111 pueden hallarse también muchas mas referencias, comentarios

y notas histdricas.
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Cuarta prueba

Esta prueba consiste en ver que si p es un nimero primo entonces
cualquier divisor primo del nimero 2’ -1 es mayor que p.

Esto implica la validez del teorema de Euclides ya que no puede '
existir un "4ltimo" nimero primo. ’

Para mostrar la afirmacidn mencionada, necesitamos recordar algu-
nos hechos elementales de divisibilidad.

La férmula del binomio de Newton dice que si n es un natural cual

(a+b)" = kio [E} ak gk

_ quiera

donde los nimeros [2) se definen de la siguiente manera

. ' . - : -
[2) . _n! _n(n 1).‘..(n k+1) , 0<k<n
S kin-k)! . 1.2.3....K. :

Mirando 1a definicidn del nimero m uno Dhede convencerse del
echo de que si p es un nimero pmmo y k es un ndmero natural tal ‘
.qﬂe 1<k <p, entonces el numero {E es divisible por p ya que
pa aparece en 1a factorizacién del numerador y no en la del denomina-
dor, ¢ de {E] , ’

Entonces el primer resuﬂado dé divisibilidad que queriamos recor- .

gar es que Si p es un nimero primo entonces p divide a [;‘:) para

0<k<p, loque también de gscribe

[{:) = 0 (méd. p) , 0<k<p

cualquiera sea el nimero primo p.
Ahora, si a y b son nimeros enteros y p es un numero primo,

tenemos

p-1 .
. (a+b)P =aP +bP+ T ¢ [E) ak pPk
k=1

Luego de lo anterior sigue que p divide al nimero (a + b)p-ap-bp N

esto es ,

(a + b)P = &P 4 bP (mad. p)

Usando éste hecho y uUn argumento muy simple de induccién én n, se

N NE e
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puede ver que cua]quier'a sea el natural n y el primo p se tieneque

p divide P

De éste Gltimo hecho sigue el 1lamado teorema de Fernat que dice

-=n.

que si p es primo y n no es divisible por p entonces p divide a
p-1 -1 ya que p divide a n(np bl 1) = nP - " y no_d1v1de an.
Con estos resultados podemos probar la afirmacidn mencionada ai co

n

mienzo: si p es primo entonces cualquier divisor primo de 2P-
es mayor que p. .

En efecto, podemos suponer que 2p-1 no es primo ya que en €aso
de serlo nuestra afirmacién es claramente cierta. '

Sea entonces g un divisor primo de 2’1,

Queremos ver que q >p .

Como q divide a 2P podemos considerar el minimo entre todcs
los nimeros naturales n tales que q divide a 2" -1 y Tlamario t.
Es decir, q divide a 2t—1 y si q divide a 2" - 1' para algin na
tural n, entonces t <n . En particular entonces se tiene que V
t<p. ' :

Veanios que t =p .

Si tuviéramos por el contrario que t <p “entonces como g divi-
de a 2P -1 y también a Zt-l se sigue que q divide a
LIS B LIG [P LI LI
vidira 2Pt.1 . ‘ .

Repftiendo #ste razonamiento 1legamos a la conclusidn de que exis-

2P t-1) ycomo q es impar deve di-

‘te un entero k tal que Zp'kt-l = 2t-1 - de donde sigue que
p-kt =t
y finalmente que

p=(k+1)t

Usando: ahora que p es brimo y t>1 sique ﬁue k+1
luego que p =

u
Yt
~<

Ahora como q es impar, el teorema de Fermat dice que q divi-
de a 2971 -1 y entonces por 1o que acabamos de ver siaue que
p<q -1 de donde sigue la conclusidn buscada, esto es

p<gq



Quinta prueba

Esta Gltima prueba que daremos del teorema de Euclides consiste’en
un razonamiento por el absurdo usando un tecrema que se conoce con el
nombre de teorema chino del resto y procede como sigue.

Supongamos que p1 s Py ae-es Py

Tes pr1Tos impares. _ ,
£l t?orema chino del resto (que a continuacidn justificamos) asegu

fuesen todos los nlmeros natura-

ra que ?x1ste un nimero entero a.tal que:

2

P
Py
P3

Pn

De ésto sigue que ningln

Pero si fuese a =
X teoréma “chino dice que 3 divide a 2,
- : Analogamente, si fuese

¥f

'

divides a - 2

divide a- a + .

divide a a +

dividea a -
a

- gt s

divide a

.
.
L

divide a a

1
—

a=1 o

a=-1,

nimero primo divide a a .

Entonces
=-1.

, la segunda condicidn impuesta en a por el

1o que es absurdo.
la tercera condicidn d1r1a que 5

lo que tambi2n es un absurdo.

teorema chino del resto.
Pasamos entonces a justificar el teorema chino del resto.

o Luego la negac16n del teorema de Euclides lleva a la negac16n de]

La afirmacion qué queremos probar dice que si m; , m, ,..., m

son nlmeros naturales coprimos dos a dos y

a; » 3, yevey ar son nl

meros enteros cualesquiera, entonces existe un nlmero entero x tal que
; :

m dividea X -a

1

m, dividea X - a

2

m_ dividea X -

1
2

{Hemos usado ésta afirmacion en el caso m o= 2 sy =Py seees Mo =P

y. a, = -1, a, = -1, ay = 1,...,
Hacemos la demostracion para el caso r =
prueba ilustra claramente el caso general.

a = 1).
p= b
3 ya que, creemos, su

)

Sabiendo entonces que m , m, , m; son nimeres coprimos dos a

1

- InE e

N N e
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dos quisiéramos hallar un nimero entero x ; tal que m; divide a
Xx-ay ,m divide a X~ a2 y my dividkea X - ay .
Para ello notamos que es suficiente saber que podemos hallar nu
meros enteros X; , X, , X3 tales que

m dividea x;-1, a x, ya X3
m, divide a x, » 3 -1 ya x;
m3 divide a x; y d Xy ya X3-1

ya que en 8ste caso, el nimero

X= 81~Xl+az.X2+a3.X3 N

satisface todas las propiedades‘téqaeridas.

Demos a modo de ejemplo, la. forma de hallar -x; . Un procedimiento
totalmente andlogo nos daria x, -y T _

e X) se requiere que m d\v1da a X, -1, m, divida a X,
y my divida & X, . Cor o T

Ahofa, si k es un entero cualquiera, el numero k. ma . M3 satis-
face 1cs dos Ultinbs requerimientos. Luego, bastaric enccntrar un va-
lor de "k -que también satisfaga el primero.

La hipbtesis sobre m; , m, , m3 asegura que my y wmp.m san
nimeros coprimos y &sto dice que existen niumeros enteros k y r ta
les que

I =kmpmz +.rm

Estd claro entonces que éste k es el que b&Scamos..

Para concluir quisiéramos dejir un par de ejercicios, algunos de
los cuales tienen relacion con afirmaciones hechas en el texto de la
nota. - '

1) Sea 2;3,5,...,p lalistade los primos menores o iguales
QUe' P. Sea q=2.3 5..... p.
Mostrar que q+ 2, qQ+ 3,...,q+p  son todos nimeros com-
puedtos. A .

2) ‘Usando.un razonamiento como en la primera prueba del teorema de

' Euclides, mostrar que hay infinitos primos de la forms 4n + 3 .

3) Si 2 es un natural mayor o 1gua1 que 2y an

pr1nn ehtonces .n = 2" para a1gun m.

+1 es un numero

8) Si n>1 'y an'- 1 es un nimero primo entonces ‘a = 2 y
n es primo. : o

5) Sea n un'nﬁmero'natural, Py seevs Pg naturalgs primos,
Ty s..:s T enteros no negativos.

. b P N ! r
La antidad de nimeros de 1a forma P, --- pss. que son menores
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o iguales que n es a su vez menor o igual que

[u_LOLfL] {“leg_n_] . '[1,, l?ﬂ_”__]
1og pa Tog p2 109 pg

Usando éste hecho y el hecho de que cualquiera sea el natural r se

r
lim ﬁiﬂ%_ﬂl_ = 0

n —oo

tiene

se puede obtener una sexta demostracion del teorema de Euclides.

) Si p esun antural primo y a, b son enteros tales que
p2 = a2 +b? , entonces p es de la forma 4k + 1, i.e., es

" congruente a 1 mbdulo 4.

4.1+ 1=5=22+1°
4.3+ 1=13=32+2°
ete.

VaIe también que $i p esun natura] primo tal que 4 divide a p -1

entonges, existen enteros a y b tales que p =a’+ b? y que exis-

ten ugﬁan1tos prlmos de &sta forma. Sin embargo ambas cosas son un poco

f¢c11 de probar

nns_d
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