
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

CINCO PRUEBAS PARJ\ UN TEOREt1A DE EUCLIDES 

O.A. Cámpol i 

El teorem~ de Euclides a que hace referencia el titulo de ésta nota 

es el que afirma que el conjunto de los números naturales primos es un 

conjunto infinito. 
De las cinco demostraciones que se mencionan, la mSs conocida es ero 

nológicamente la primera. Se debe a [ucl ides mismo y es la más elemen

tal y co:·ta de las cinco. 
El inter~s de las cinco demostraciones que daremos está en que las 

cinco usan razonamientos muy diferentes y dos de entre ellas al menos 

(la pl"imera y la tercera) han tenido consecuencias importantes que tr~ 

taremos de poner de manifiesto en cada caso. 

Les tres primeras están ordenadas de acuerdo a su creciente orden 

de complejidad, que no coincide con su orden de aparició~. Las des úl

timas iCe fueron comuni_cadas recientemente po;· E. R. Gentil e a través de 

C.U. Sanchez y usan solo algunos hechos elementales de divisibilidad 

que acl ar·an;os er: cada caso. 

Primera prueba 

Esta 

tiene 

Este 

si n es 

Si n es 

prueba usa sólo el 

un divisor· primo. 

hecho es muy fáci1 

un número natural 

primo entonces n 

hecho de que todo número natural mayor que 

de ver por un argumento inductivo. En efecto, 

mayor que 1 entonces n es primo o no lo es. 

es un divisor primo de n y se acabó el arg~ 

mento. 
Si n no es primo entonces n = p.q con p, q naturales mayores que 

y menores que n . luego p es primo ó ... etc. 
Para hacer la demostración de Euclides, usamos un argumento por el ab 

surdo. 
Supongamos que el conjunto de todos los nú8eros naturales primos fue-

se un conjunto finito. Di gamos en ton ces que p1 , o2 , ... , Pr son todos 

sus elementos. 
Nos fijamos a contir.uaciiin en el número n = P1 • P2 • • • Pr + 1 
Por ser n un natural mayor que 1 debe tener un divisor primo. Este di 

visor pr-imo debe ser entonces uno entre p1 , p2 , ... , p1,. Digar.1os en-

tonces que pJ. divide a n. Como p. ciertamente divide a P; .p2 • • • pr:· 
.] 



sigue que p. debe dividir a 1. 
J 

Esto es absurdo y pro vi no de suponer que e 1 conjun tn ó' de todos 

los números naturales prim,os era finito. Esto concluye la demostración 
de 1 teorema. 

A ~oda de comenta~io digamos que el argumento de esta demostración, 

además de ser el primero y más simple de los que llevan al teorema de 

Euclides, tuvo otras coosecuencias inmediatas y mediatas. Mencionamos 

las inmediatas a continuación y dejamos las otras. para el final de la 
tercera prueba. 

En efecto, usando argumentos muy parecidos uno puede fácilmente pr.2_ 

bar que no solo 6' es un conjunto infinito sino que el subconjunto de 

6' de los elementos de la forma 4n + 3 , aura algún natural n, es 

también un conjunto infinit?. 

Esto se exoresa usualmente diciendo que el conjunto de los naturales 

primos congruentes a 3 módulos 4 es un conjunto infinito. 

Análogamente se puede probar que hay una infinidad de números primos 

de la forma 6n + 5 y algunos otros ejemplos más. 

~~;~ 
Segunda prueba 

·~ 

:!<'.~ Esta prueba es cronológicamente la Oltima de las tres primeras que d~ 
remos y se debe a G. Po~ya, un matemáti.co contemporáneo. 

La demostración es·".:on:>truativet"en el sentido de que consiste en dar 

una familia infinita de números naturales coprimos dos a dos. 

Usando de nueve que todo número natural tiene un" divisor ;¡rimo, la exi~ 

tencia de una tal familia claramente implica que hay una infinidad de nú

meros primos ya que probamos que el conjunto de los divisores primos de 

los números de la familia es ya infinito. 

Pasamos entonces a definir la fa111ilia mencionada y a pt·ot.ar sus propi~ 
da des. 

Para cada número natural n , ponemos 

A fn se lo llama el n-ésimo nú,nero de Fermat y si es primo se dice 
que es un priillO de Fennat. 

Tenemos por ejemplo que 
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fl = 22 + 1 = 5 

f2 e 222 + 1 = 2~ + 1 = 17 

f3 
3 

" 22 + 1 = 2 e + 1 = 257 
~ 16 

f" = 22 + 1 = 2 + 1 = 65537 

Estos primeros cuatro números calculó Fermat y vio que eran -~rimos. 

Conjeturó entonces que todos los siguientes eran también primos lo que 

obviamente implicaría el teorema de Euclides. 

Esta conjetura fue hallada falsa por Euler al probar que 

f 5 = 2
32 

+ 1 tiene a 641 por divisor (es decir, f
5 

no es primo). 

A partir de Euler, todos los cálculos de sucesivos números de Fenmat 

han dado como resulta~o un número compuesto (es decir, no primo) y par~ 
ce afianzarse la nueva conjetura de que los primos de Fermat forman un 

conjunto finito. 

En éste sentido uno podría decir que la conjetura de Fermat no fue 

muy fel i7.. Sin embargo; a pesar dE: no ser tcdcs orimo~, los números de 
Fer-¡;¡at tienen otru propiedad más débi 1 pero que también implica el teo

rema de Euclides: es una familia de númer·os coprimos do:: a dos. 

Para probar ésto, probamos primero que si m> n entonées fn divi 
de a f - 2 • 

m 
En efecto, digamos que m = n + k , k natural. 
Llamemos a = 22" . Ehtonces 

2k 
a - 1 

a + 1 

lo que es claramente un número entero y hemos as~ probado que si m> n 

entonces fn divide a frn - 2 
Veamos en ton ces ahora que si m ; n entonces f m y f n son copri

mas. 

Digamos que m> n • 

Supongamos, por el absurdo, que fm y fn 

común 'p. Como p divide a fn , debe dividir a 

a fm también, debe dividir a 2. 
Como fm es impar, p no puede ser 2 y corno 

tienen un dfvi sor primo· 

f - 2 y cÓmo di vi de 
m 

2 es primo, p debe ser 



.. ~ 

... 

l. Absurdo. 

Hemos probado entonces que si m > n fm y fn • son coprimos Y ésto 
concluye la segunda prueba del teorema de Euclides. 

Tercera prueba 

Esta prueba es la que envuelve los razonamientos más complicados e~ 
tre las cincó que daremos. 

Es a su vez la que ha tenido más consecuencias al constituirse en 
uno de les orígenes de lo que actualmente se llama teoría analítica de 
números. 

La prueba conduce a 1 a: demostración de un hecho mucho m~s fuerte aún 
que la afinnación original de Euclides. Pasamos a aclarar ésta última 
afirmación. 

Lo que probaremos es que los números primos no sólo forman un conju~ 
to infinito sino que además, sumando los recíprocos de números primos 
podemos obtener un número tan grande como se quiera. Esto lo expresamos 
diciendo que la serie de los recíprocos de los números naturales primos 

. '~..,-' es.;d-Jvt;rgente y 1 o escribimos 
& •• • .¡.e - ~· ....... 

í 
p primo 

1 p=co 

Di:cimos que ésta afirmación es más fuerte que el teorema de Euclides 
· porqüe obviamente lo tiene por consecuencia pero además, si nos fijamos 

por ejemplo en el conjunto formado por los números 2, 4, 8, 16, ... ,.zn ~ ... , 
vemos que es un conju11to ·infinito. Sin embargo, uno puede fácilmente CO_!! 

vencerse que. cualquier suma de los recíprocos de un subconjunto de entre 
ellos es menor o igual que l. 

En símbolos 

¿ -fn-.::1. 
n natural 

En realidad se puede ver que con la definición apropiada de suma de un 
número infinito de sumandos se tiene 

¿ zh = 1 
n natura 1 
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El hecho de· que L l = ~ está entonces expresando que los 
p primo p 

nOmeros naturales primos no sól~ son infinitos sino que ademls no es

tán "crecientemente espaciados" en su aparición entre los sucesivos 

números naturales. 

Pasamos a la demostración de los hechos mencionados no sin antes 

aclarar que suponemos conocida la definición de convergenci~ de una 

serie de números .positivos y el teorew.a fundamental de la aritmética 

que di ce que todo número natura 1 mayor que 1 posee una factori zaci ón 

única como producto de números ·p.rimos (única salvo reordenamiento). 

Di gamos que p
1 

= 2, p
2 

= 3, ... , Pj son 1 os primeros j números 

primos. 

Para cada n úme·ro natura 1 a , 11 amemos N j (a) a 1 a can ti dad de n.Q_ 

meros naturales menores o iguales que a y que no son ·divisibles por 

números primos mayores que Pj • '. ,_:: 

Notemos entonces que si el teorema 'de Euclides fuese fa 1 so Y 

. p
1 

, P
2 

, .•• , Pj fuese la lista completa de los números primos ten

dríamos que 

N. (a.) = a 
J . 

cualquiera sea el número natural a. 

La primera afirmación que quere!llos probar acerca del número Nj (a) 
es que 

( I) 

Si probamos 1 a afirma,ción (i), con .lo notadÓ antes tendríamos otra 

demostración del teorema de Euclides ya que si p
1 

, p2 , ••• , Pj fue

se la lista completa de los números primos tendrlamos que para cual

quier número natural a se debería cumplir 

a = N.(a).;; 2j lá 
J 

y ésto es claramente falso con sólo tomar a = 22j+2 

Para probar la afirmación (I) queremos cont¡¡r los números natura

les menores o ic¡uales que a, que no son divisibles por números pri

mos mayores que pj . Digamos entonces que n es un tal natural. 

Podemos escribir entonces 

2 n = n
1 

.m 

donde m " 2r¡ 3rz r j .• .. p. 
J 

y los números r
1 

, r 
2 

, ••• , rj toman 
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los valores O 6 1 solamente. 
Es decir, hemos descompuesto n en producto de un número natural al 

cuadrado y un número que no es divisible por el cuadrado de un número 

primo. Por supuesto que tanto n1 como m tienen a l. como· valor posj_ 

bl e de acuerdo al n q~e hayamos elegido. Al expresar m como producto 

de primos hemos usado la hipótesis sobr~ n de no tener divisores pri-

mos mayores que Pj .. 
Debido a las oos~bilidades de·los exponentes 

gue entonces que la cantidad de valores posibles 

r 1 , r 2 , ... , rj 
para m es menor o 

si-

igual que 2j • 
Por otra parte al ser n1 ..-;;; lñ ..-;;; /á sigue entonces que la cantj_ 

dad de valores posibles para n¡ es a su vez menor o igual que ra .. 
Estas dos afirmaciones prueban la validez de la desigualdad (I). 

Pasamos a continuación a probar la divergencia de la serie de los 

rectprocos de los números primos. 
Digamos como arriba que Pj es el j-ésimo número primo (ya hemos 

destacado que de 1~ validez de (I) sigue la validez del teorema de· 

Euclides). . . 
Si sup¿nemos oor e 1 ab'surdn que 1 a serie ho es divergente, sigue de 

ésto que podemos hallar un número natural .j tal oue la suma de los re 

cínrocos de todos los números orimos mayores que Pj es menor que 1/2. 

En símbolos 

Observemos ahora que dado un número natural á y un número primo p, 

el conjunto de los números naturales menores o iguales que a que son 
divisibles por p tiene una cantidad menor o igual que a/p de elemen-

tos. 
Luego como a - N.(a) es exactamente la cantidad de elementos del 

J 
conjunto de números naturales menores o iguales que a y que son divi-
sibles por algún primo mayor que pj , sigue de la observación anterior 

que debemos tener 

a - N (a) ..-;;; _a_ + _a_ + .¡;; _2a 
j pj+l pj+2 

Pasando de miembros entre el orimero y el tercero obtenemos 
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y como ya tenfamos 

sigue que 

a .;;: 2j e 
2 

_ ra 

o lo que es lo mismo 
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Esto es otra· vez una afirmación falsa con sólo tomar 

Este absurao concluye la demostración de la divergencia de 1a se

rie de los recíprocos de los números primos. 
Jl. modo de ccmentario oodemos agregar' que ia divergencia de ésta 

serie es sólo un caso pcrticular de un teorema de Dirichlet que afi.!:. 

ma que es divergente la serie de los recíprocos de los naturales pr~ 

mos congruentes a b módulo a 1 para cualquier P.ar a,b de natura

les coprimos. (Un entero x se dice congruente a b módulo a si 

existe otro entero k tal que x = ka + b • En éste caso se escribe 

x = b (mód. a)). 

Es decir la afirmación que recién probamos es el caso a = b 

del teorema de Dirichlet. 
•.a primera prueba del teorema de Euclides y las consecuencias que 

mencionamos en su caso 1 daban ya algunos ejemplos del hecho de que 

hay una infinidad de números primos congruentes a b módulo a si 
a y b son coprimos. Podría entonces decirse que el teorf'ma de Di

richlet es una consecuencia de la primera y tercera pruebas del teo 

rema de Euclides. 
Digamos además que todo lo expuesto arriba puede hallarse, por 

ejemplo, en.el libro "An Introduction to the Theory of Number:," de 

G.H. Hardy y E.M. Wright. 
Allí pueden hallarse también muchas más referencias, comentarios 

y notas históricas. 
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Cuarta prueba 

Esta prueba consiste en ver que si p es un número primo entonces 
cualquier divisor primo del número zP- 1 es mayor que p, 

Esto implica la validez del teorema de Euclides ya que no puede 

existir un "úZtimo" número primo, 

Para mostrar la afirmación mencionada, necesitamos recordar algu

nos hechos elementales de divisibilidad, 

La fórmula del binomio de Newton dice que si n es un natural cual 

quiera n 
n \' ["k) ak bn-k (a + b) = L 

k=o 

["k) donde los números se definen de la· siguiente manera 

n! = n(n-l) ... (n-k+l) 
k!{n-k)! 1.2.3.. .. R. 

Mirando la definición del número (~) uno ouede convencerse del 

~~~? de que si p es un número primo y k es un número natural tal 

qlf~·.J ..; k < p , entonces el núme~o (k) . es divisible por_ p ya que 
p~~-arece en la factorización del numerador y·no en la del denomina-

d_o~de (k) , . . · · 
: ·Entonces el primer resultado de divisibilidad que queríamos recor

oar es que si p es un número primo entonces p di vi de a .(k) para 
o <k < p , lo que tambi~n ~e ~scribe 

(~) - O (mód, p) , o <k < p 

cualquiera sea el número primo p. 

Ahora, si a y b son números enteros y p es un número primo, 

tenemos 

Luego de lo anterior si9ue que p divide al número (a + b)p- aP- bp, 

esto es 

(a + b)p = aP + bp (mód. p) 

Usando éste hecho y Un argumento muy. simple de inducción en n, se 
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puede ver que cualquiera sea el natural n y el primo p se tiene que 

p divide nP - n • 
De, éste último hecho sigue el llamado teorema de Fermat que dice 

que s'i p es primo y n no es divisible por p entonces p divide a 
np-l ~ 1 ya que p divide a n(np-: -1) = nP-n y no divide a n. 

Co~ estos resultados podemos probar la afirmación mencionada al co 

mienzo: si p es primo entonces cualquier divisor primo de zP- 1 

es mayor que p . 

En efecto, podemos suponer que zP- 1 no es primo ya que en caso 

de serlo nuestra afirmación es claramente cierta. 

Sea entonces q un di vi sor primo de zP - 1 . 

Queremos ver que q > p . 

Como q divide a zP- 1 podemos considerar el mínimo entre todcs 

los números naturales n tales que q divide a 2n- 1 y llamarlo t. 

Es decir, q divide a 2t- 1 y si q divide a 2n- 1 para algún na 

tural n, entonces t.;;; n . En particular entonces se tiene que 

t .;;; p . 

Veamos que t = p . 

Si tuviéramos por el contrario que t < p ·entonces como q divi

de a 2P- l y tar.lbién a zt- 1 se sigue que q divide a 
2P -1- (2t ~ 1) = 2P- 2t = 2t (2p-t- 1) y como q es impar debe d·i-

vidir a 2p-t- 1 . 

Repitiendo éste razonamiento llegamos a la conclusión de que exis-
te un entero k ta1 que 2p-kt- 1 = 2 t- 1 de donde sigue que 

p- kt = t 

y finalmente que 

p=(k+1)t 

Usando: ahora que p es primo y t > 1 si !JUe que k + 1 1 y 

1 uego qi.Je p = t . 

Ahora como q es impar, el teorema de Fermat dice que q divi

de a 2q-¡- 1 y entonces por lo que acabamos de ver sioue que 

P ~ q - 1 de donde Si!Jue la conclusión buscada, esto es 

p < q 



Quinta prueba 

Esta última prueba que daremos del teorema de Euclides consiste· en 

un razonamiento por el absurdo usando un teorema que se conoce con el 

nombre de teorema chino del resto y procede como sigue. 

Supongamos que ~ 1 , p2 , ••• , pn fuesen todos los números natura

les priTos impares. 
El teorema chino del resto (que a continuación justificamos) aseg~ 

1 
ra que yxiste un número entero a tal que: 

1 2 di vi de a · a + 

P¡ 
p2 

p3 

divide a 
divide a 
divide a 

a + 1 

a - 1 

a - 1 

Pn divide a a - 1 

De ésto sigue que ningun número primo divide a a • Entonces 

a = 1 ó a = -1 . 

Pero si fuese a = 1 , 1k segunda condición impuesta en a . por el 

teor@fu~-t"chino dice que 3 divide a 2, lo que es absurdo. 

An~f$'gamente, si fuese a = -1, la ·tercera condición diría que 5 

divid~,·· a - 2 lo que tambien es un absurdo. 

Luego la negación del teorema de Euclides lleva a la negación del 

teorema chino del re'sto. 
Pasamos· entonces a justificar e'l teorema chino del restó~ 

La afirmación que queremos probar dice que si m1 , m2 , ... , mr 

son números naturales coprimos dos a dos y a1 , a2 ,. ;, , ar son n~ 

meros enteros cualesquiera, entonces existe un número entero x ta 1 que 

ml divide a X - al 

m2 divide a X - a2 

mr dioJide a X • ar 

(Hemos usado ésta a fi rmaci ón en e 1 caso m1 = 2 , m2 = P 1 , ... , mr = Pn 

Y. a1 = -1, a2 = -1, a3 = 1 , ... , ar = 1). 

Hacemos la demostración para el caso 1' = 3 ya que, creemos, su 

prueba ilustra claramente 'el caso general. 

Sabiendo entonces que m
1 

, m
2 

, m
3 

son n6meros coprimos dos a 

1 
; 
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dos quisiéramos hallar un número entero x; tal que m1 divide a 
x- a1 ·, m2 divide a X·- a2 y m3 d1vide a x- a3 

Para ello notamos que es suficiente saber que podemos hallar n.~ 
meros enteros x1 , x2 , x3 tales que 

m¡ divide a X l - • a x2 Y a xJ 
m2 divide a X l . a x2 - 1 Y a x3 

m3 divide a X¡ a x2 Y a x3 - 1 

ya que en éste caso, el número 

satisface todas las prop,iedades ··r,eqtieridas. 
Demos a modo de ejemplo, la. f~r.ma de hallar .. x1 • Un procedimiento 

totalmente.análogo nos daría x2 ·y -~ 3 
Oe x1 se requiere que m1 divl~a a x1 - 1 , m2 divida a X 1 

y m3 di vi da á x 1 • 

Aho~a, si k es un entero cualqÜiera, 'el número k.~2 .m 3 satis
face les dos_ últinios requerimientos. Luego, bastaríé._ encontrar un va
lor de ·k ·que también satisfaga e1 primero. 

La hipbtesis sobre m1 , m2 , m3 asegura que m1 y m2 .m3 sdn 
núrr.eros copri mos y ésto di ce que existen números enteros k y r ta 
les que 

=k m2 .m3 •: r m1 

t::stá claro entonces que éste k ·~s el que bÜ.scamos. 
Para concluir quisiéramos dej~r un par de ejercicios, algunos de 

los cuales tienen relación con afirmaciones hechas en el texto de la 
nota. 

1) Sea 2; 3, 5, ... , p la lista de los primos menores o iguales 
·que p . Sea q = 2. 3. 5 ..... p . 
Mostrar que q + 2 , q + 3 , ••• , q + p son todos números com-
pue~ tos. 

2) Usando .un razonamiento como en' la primera prueba del teorema de 
Euclides, mostrar que hay infinitos primos de la form<o 4n + 3 . 

3) Si a es un natural mayor o igua.l que 2 y a" + 1 es un número 
prinb ehtonces .n = 2m para algún m. 

4) Si n > 1 y a" - 1 es un número primo entonces . a = 2 y 
n es primo: 

5) Sea n un número natural, p
1 

..... , ;>s naturales primos, 
r

1 , ••• , r enteros no negativos. · ·S , ; . r 1 La antidad ·de números de la forma p
1 

rs 
Ps que son ~enores 



0 iguales que n es a su vez menor o igual que 

(
l +~) 

log p1 
(
1 +~) 

log P2 (
1 + 1 oc¡ n ) 

~ 

Usando éste hecho y el hecho de que_cualquiera sea el natural r se 

ti1:ne 
lim ilog n{ o 

n ... oo n 

se puede obtener una sexta 'demostración del teorema de Euclides. 

6) Si p es un antural primo y a, b son enteros tales que 
p2 = a2 + b2 , entonces p es de la forma 4k + 1 ; i .e., es 

congruente a 1 módulo-4. 

4.1 + 1 = 5. = 2
2 

+ 1
2 

4. 3 + 1 = 13 = 32 + 2
2 

etc. 

Vale también que si p es un natural primo tal que 4 divide a p - 1 

cnto~~e.xisten e;nteros a y b tales que p = a
2 

+ b
2 

y que exis-
ten i~~itos pri_~os de ésta forma. Sin embargo. ambas cosas son un poco 

rn<ísA~f,1,cil de probar. 
0~·~:..~· ·-~ );(.Z 
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