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NU~1EROS REALES 

Jorge Vargas 

; 

En cualquie~ texto de la escuela m~dia se observa el siguiente he-

cho: A partir de ciertas afirmacion~s ac~ptadas como verdaderas (Los 

Axiomas) se deducen todas las propiedades de la 9eometr1a euclideana. 

Análogamente, a partir de ciertas propiedades de los números naturales 

se deducen todas las otras, y además·se construyen los números entero~. 

racionales y reales. Lo que haremos en este artículo es de naturaleza se 

mejante. En forma más precisa, a partir de un cierto número de propied! 

des fundamentales de los números reales (Los Axiomas) deduciremos todas 

las otras. 

Hacemos notar al lector que existen varias maneras distintas de enun 

ciar "las propiedades qJe caracterizan los números reales", la que pre­

sentamos aquí es la más conveniente para nuestros propósitos,· al final 

del artículo indicaremos en forma preéisa qu~ significa la frase "las 

propiedades que car:acterizan los números reales". 

Comencemos a enu~r_ar las propiedades que caracterizan los números 

rer.l es. 

~ Los números reales es un conjunto R tal que existen dos funciones 

(S.~Pa) 

(P·..>ducto) 

+ R X R -+ R ( x,y) 

(x,y) 

.-+ X +y. 

-+X • y R x R -+ R 

que verifican las propiedades siguientes 

(Asociatividad) 

{C>nmutatividad) 

·(Neutro Aditivo) 

X + (y + Z) = (X +y) + Z (X • y) • Z = X • {y • Z) 

X+y=y+x x•y=y·x 

Existe un número real O (cero) tal que 

X + 0 = 0 + X = X 

{NeJtro Multiplicativo) Existe un número real 1 distinto de cero tal que 
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l·x=x·l=x 

(Opuesto) Para cada número re a 1 X existe un número real y ta 1 que 

X +y = y +·X = o 

(Inverso) Para cada número real x distinto de cero existe un número 

real z ta 1 que 

X•Z=Z•X= 1 . 

Además, las operaciones de suma y producto están ligadas por la pro­

piedad 

(Distributividad} X ' (y + Z) = X • y + X • Z 

Recordemos a 1 gunas de 1 as consecuencias de estas pro pi edades (abre vi! 

mas 1;;, pa 1 abra consecuencia por C ) • 

Cl Pa:-a cada real x existe un·úniao número realy tal que 

X +y = 0. 

Verificación: Si hubiera dos números reales distintos y, z tal 

que x + y = O y x + z. = O, entonces tendr1amos 

y.=y+O =y+(X+Z) = (y+X)+Z = (y+X)+Z ='O+Z = Z 

(Lector! justifique cada paso hecho). 

y = z absurdo. 

OEFINICION. Para cada número real x, el único numúo real z tal que 

x +Z = o. se dice el opuesto de x y se lo nota por -x. 

De esto, por definición -1 es el opuesto de 1. 

Ejercicio: o = -0 {Ayuda O= O +0). 

C2 Para cada número real no nulo x existe un único número real y 

ta 1 que x ' y = 1. 

Verificaci6n: Si hub.iera· dos números reales distintos y,z tal 

que x ·y= x · z = 1, tendríamos que 

y = y • l = y • (X • Z) = (y • X) ' Z = 1 ' Z = Z 
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esto es, y = z, lo cual es absurdo. 

DEFI,NI_CION, El único número real y tal que x ·y = y· x 7 1 se lo lla 

· ma el inverso de x y se lo nota por ¡ 

x- 1 a 1/ x . 

Notar que como 1 = 1 · 1 , se tiene que 1-
1 

l. 

Ejercicios 

1) Pruebe que -x = ( -1) . x Ayuda· ( 1 + ( -1)) = O, de esto 

x·(1+(-1)) = x·O = 1 

2) x .o= O. Ayuda: como O= 0+0, se tiene que x ·O= x · (0+0) 

= x ·O + x ·O, simplificando obtiene 

3) Si b + d = b + h , entonces d = h. 
1 

Ayuda: d = d+O = d+(b+(-b)) = (d+b) +(-b) (d+h) +(-b} 

= (h+b) +(-b) = h+{b+(-b}) = h+O =? 

4) Qué relación hay entre los tres últimos ejercicios. 

5) Si b · d = b · h 
y b F O , entonces d = h. 

6) a· (-b) =(-a) ;b =-(a· b). 

Ayuda: (O = (a+ (-a)) (a+(-a)}·b= 

7) a · b = (-a) · ( -b) 

AJuda: O=a+(-a) (a + (-a)) · ( -b). 

8) (-1). (-1) = 1 . 

9) Qué relación hay entre ejercicios 6, 7, 8 ? 

10) ¿[s cierto que si a+ a = O entonces a = O ? 

Hay muchas otras propiedades de los nCJmeros real es que se pueden 

deducir en ejercicios anAlogos a estos, por ejemplo 
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(c!O, diO) 

' Si cd = O entonces e " O ó d = O . (Ayuda: si e 1 O y 

d 1 O entonces 1 = (cd)-1 · cd = (cd)"1 ·o =o . 

Para formular los axiomas de órden de los números reales recor-

demos que se llama relación en R a cualquier subconjunto S de 

R xR .• 

Ejemplos de relaciones en R son 

$¡ {(x,x) x E R} 

s~ {(x,y) X+ y = 1} 

SJ {(x,y) X = y~} 

s. {(x,y)} 

Recorder::os que si x e y son niimeros reales y S es úna reb-

ción eri R entonces se verifica que {x,y) E S ó (x,y) ?'=S y sólo 

una de estas posibil idadcs, en el primer caso escribimos xSy y de-

cimos (x está S-relacionado con y) y, en el segundo caso escribimos 

x'j,y y decimos (x no está S-relacionado con y). 

Por ejemplo 

para S1 

para S2 

para $3 

xStYI si y si5lo si x =y. 

XS1 y Si y SólO Si y = 1 - X 

xSJy · si y sólo si x = y 

Ejercicio: Invente 20 relaciones distintas en R . 

los axiomas de órden de los números reales dicen: 

Existe una relación <en IR (se lee menor) que verifica 

a), b), e), d} y e), donde 

a) x <y e y x, es imoosible. 

b) Si x <y e y <x, entonces x <z. 

e) Dddos x,y números distintos arbitrarios siempre vale que 

x<y O y<x. 

Notar que por a} no puede darse simultaneamente que x <y e y< x. 
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C7 X f 0 => O < x1 

x2 + y2 = O - x = y = O 

Ejercicio: -(-a) = a en particular -(-1) = 1. 

Preounta: lEs siempre -a negativo? . ¿ y- a2 ? 

Ejercicio: Si x = -x, entonces x = O. 

Hecho fundamental: X.;;;, y si y sólo si o .;; y- x. 

Verificación: Aquí hay dos teoremas a probar (los escribimos en 

columnas paralelas) 

H) 

T) 

x,;;;;,y 

Por los axiomas y la hi~ótesfs 

x+(-x) .;;::y+(-x) 

Pero O = x ~ ( ~x) ; · 

y+(-x)=y-x 

de esto 

H) 

T) 

Por los axiomas y la hipótesis 

0 +X .,¡;; (y - X) +X 

Pero O + x = x 

{y - X) + X = y + (-X + X) = Y 

de esto 

0 .,¡;;y- X x<y. 

FIN 

Ejercicio: x <y equivale a O <y- x equivale a x-y.;;;; O equivale 

a -y .;; -x. 

Si no le sale, estudie bien C4, es, C6 y el Hecho fun9amenta1. 

Adem~s de estas se pueden deducir muchas propiedades, por ejemplo 

0 <X sf y SÓ 1 O Si O< x·• 

x<O si y sólo si x·' <O 

x<y si y súlo si X • 2 ..; y • Z para algún o< z 

0 <X,¡; y si·ysólosi o< y"' ~ x·• 

Si j,b tienen la misma positividad 

·a ; e b ..... a si y sólo si. ad < cb 

la_ igualdad vale sólo si x = O. 
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En· efecto: 

Caso a positivo 

Entonces O <a < 1 y O < a, de esto O ·a < a ·a < 1 · a 

. o sea a2 <a coJOO O < a, se tiene a2 ·a <a ·a o sea a3 < a1
, 

como O < a se tiene que al · a < a1 
• d ,- es decir a4 < al, proce-

diendo sucesivamente se llega a que 

.•. < a" < •.. < a5 < a• < a3 < a2 < a < 1 

Pe-· consiguiente 1 es mayor que cualquier potencia de exponente nat.!!_ 
" 

ra·A, de a, lo cual dice que 1 es una cota superior de A. Note que 
la cuenta hecha, dice también que a es una cota superior de A.· 

Caso a negativo, entonces -a es positivo- an es negativo si n 

e,_, ir..par an = (-a)" y positivo si n es par. 

'Por lo hecho en la" pri~ra parte del eje:npio podemos concluir que 
-a es una cota s¡;pericr de A y cbmo -1 <a, implica -a< !,'se tie 
ne té!mbién que 1 .es cota superior de A. 

Note que si a es positivo a2 no es cota superior de A puesto 
qu4: a2 <a por consiguiente a2 no es mayor o igual a todo elemento 
de A. Mientra:; ~ue si a es negativo, a1

, si, es cota supel'iÓr de A. 

1 1 1 1 3, . Si A = { z , 3 , 4 , S , ... } _ Entonces 4 , 1 , 1, S ; 2; .3; 6 
son cotas supenores de A mientras que 0,¿ ; j; /rs no son cotas supe-_ 
riores de A. Produzca ejemplos de otras cotas superiores de A y de 
núr.eros. que nc son cotas superiores de A. 

Posteriorm~ e daremos m~s ejemplos de estas cosas. 

DEFÚIICION. Un rvJmero real es un supremo del conjunto A si es una co 
ta ;uperior de A y es menor o ig•Jal a cualquier otra cota superior 
de A. 

En· símbolos b. es un supremo de A si 
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1) a< b para todo a E~· 

2) Si e es otra cota superior de A , entonces b < e. 

1) dice que b es cota superior de A y 2) dice que es la menor. 

Si dibujamos 1 os números rea 1 es en una recta, e 1 supremo de A es 

el número más pequeño de los que est~n a la derecha de A; 

\ \\ 1 1' //\ cotas superiores 
puntos de A 

supremo 

O < a entonces supremo de A es a 

a < O entonces supremo de A es a2 

En ambos casos hemos verificado que los números propuestos para 

supremos son cotas superiores de A pero si, e es· otra cota superior 

de A, e es mayor o igual a todo elemento de A, en particular si a 

es positivo como a E A se tiene a <;;;e, y si a es negativo enton­

ces a2 E A y se tiene a2 <c. 

C7 Si un conjunto admite un supremo, este es único. 

En símbolos 

H) b,b' supremos de A 

T) b = b' 

Pr11eba: como b y b' son supremos de A sabemos que b y b' son co 

tas superiores de A. Ahora por ser b supremo de A se tiene que b 

es menor o igual a cualquier cota superior de A, en particular 

b < b'. Por otro lado por ser b' supremo de A se tiene que b' es 

menor o igual a cualquier cota superior de A, en particular b' <' b • 

Los axiomas de órden implican b = b'. FIN 



C7 permite redefinir la noción de supremo así: 

"El supremo de A es la menor de las cotds superiores de A". 

Hechl:!_i_rnportante: Si tenemos un conjunto A y una cota superior de 

A que pertenece a A, entonces dicha cota superior es el supremo de 

A. Simbólicamente: 

H) b cota superior de A T) b es el supremo de A 

bE A 

Verificación: Debemos comprobar 

1) b es cota superior de A 

2) Si e es otra .cota superior de A, entonces b <c. 

1) es claro por la hipótesis. Ahora si e es cota suoerior de A, en 

tonces e es mayor o igual a cualquier elemento 'de A 1 en particuiar, 

como bE A, se tiene b <c. FIN 

. Después de esto se deduce fácilmente que si -1 <a < 1 y 

A =. {a, a2 
1 a3 

1 ... } . 

O<a 1 · entonces supremo de A es a 

a< O 1 entonces supremo de A es a2 

En los pocos ejemplos que hemos hecho es fácil encontrar el supr! 

mo del conjunto A. Surge la pregunta: 

lCualquier conjunto tiene supremo? 

El axioma que nos falta para caracterizar los números reales nos 

A XI(. V.A DE EXISTENCIA DE SUPREMO 

Cualquier conjunto no vacío de números reales, acotado su~erior­

·mer.te· admite supremo. Simbólicamente: S·i A CR es no vacío, y A 

ti e.1e a 1 menos una cota superior 1 entonces A admite una menor cota 

superior 1 es decir A admite supremo. 
.1. ,. 

' 
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En.este artículo y siguientes probaremos que en base a los axiomas 

indicados es posible deducir todas las propiedades de los números reales. 

Como por ejemplo, existencia de raíces n-simas de números positivos, de­

sarrollos en base diez, etc. 

Antes de comenzar a desarrollar este programa, hagamos algunas re-

flexiones sobre ecuaciones. 

Al intentar calcular la raíz cuadrada, cúbica, cuarta, quinta, etc. 

de: un número a debemos resol ver las ecuaciones 
¡ 

· x1 = a , etc. 

Análogamente, al intentar calcular· log1(a), logl(a), log,o(a),, etc., 

debemos resol ver las ecuaciones 2x = a , .3x = a , 10x = a , ·etc. 

Siempre que se plantea resolver ecuaciones, realmente se plantean dos 

problemas 

1) lTiene la ecuación soluci6n7 

~) Sabiendo que la ecuación tiene al menos una sol~ción, lculntas h~y 

en total? 

Por ejemplo para cada a> O fijo, posteriormente probaremos que la 

ecUación Y! =a tiene al menos una solución positiva.. lHabrá más 

soluciones positivas de x2 = a? La respuesta es no y se justifica 

así: 

Si x,y son números positivos tal que x2 = y2 = a entonces 

O= Y! -1 = (x-y}(x+y), lo cual implica que x-y= O ó x+y =O, 

esto obliga que x =y ó x = -y. La condición x = -y 

puesto que x e y son positivos. De esto, sólo vale que 

Por consiguiente hemos probado: 

es imposible 

X = y. 

Si la ecuación x2 =a (a> O) tiene al menos una solución x>O, 

entonces esa solución es la única. 



Ejercicios: 

1) Probar que si a2 = b2 
, entonces a = b ó a = -b • 

2) Si la ecuación x2 = a , tiene solución, entonces tiene exacta-, 

mente dos soluciones salvo que a =O. 

Probemos ahora 

ca Sea b un número real positivo, entonces existe un número re a 1 . 

pos ft i VO X tal que X2 = b. 

Prueba: haciendo un dibujo el lector se convencerá fácilmente que 

e 1 x ta 1 que x2 = b , es el supremo de 1 conjunto que consiste de 

todos los ntímeros positivos cuyo 'cuadrado es menor o igual a ti. La 

prueba de la proposición consiste en formalizar esta observación. 

Sea A ='{y >O tal que i <b)-

A es no vacto puesto que si b > 1 entonces 1 E~ y si b < 1, en 

tone es b' < b, por consiguiente b E fJ .• 

A es acotado, superiormente: 

En efecto, probamos que (b + 1) es una cota superior de A. Sea 
1 

y E A (buscamos y< (b+1)). Entonces y2 .;;;b. Por otro lado 

(b·d) 2 = b2 +b + b + 1 = b + nQ positivo, o sea b < (b+1) 2 por 

consiguiente y2 
.;;; (b + 1)2 

• Si y fu¡:ra mayor que (b + 1) tendría­

mos que y= (b+1) +e con e >O, de esto y2 = (b+1) 2 + c2 + 

+ 2 (b + 1) e = (b + 1) 2 + nQ posHivo, o se.~, tendríamos i> (b + 1) 2 

;absurdo! Lector, use los axiomas y sus consecuencias para justificar 

cada etapa de lo hecho. Analize cuidadosamente el uso que hemos. dado 

de la hipótesis sobre b. 

El axioma de existencia de supremo, nos dice q'ue existe un núme 

ro re a 1 x ta 1 oue supremo de A es x • Veamos ahora, que x2 = b. 

Si x2 fuera mayor que b, veamos que x no es el supremo de A. Pa­

ra ver que x no es el supremo de A debemos comprobar que algún nO­

mero mer,or que x es cota superior de A. Ahora, un número menor que 

x esde la forma x-t con t >O, por consiguiente, veamos que 

x- t es cota superior de A para algún t positivo con la hipótesis 

1 
1 
1 
1 
1 
11 

1 

11 
1 

li 
1 

11 
1 

'11 
'1 
1¡ 
11 
1 
1· 

l 

1: 

1 
1 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1· 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
'1 
,l 
1 

-41-

que x2 > b. 

Como (x- t)2 = b +1 (x- t? - b] por consiguiente, si somos cap~ 

ces de encontrar un número positivo t tal que x-t sea positivo y 
• 1 • 

(x-t)1 -b sea positivo, tendremos. que (x-t)t >b ;;;.y2 para cada 

y E A. Pero entonces (x- t) >y (si (x-t) fuera menor que y, es-

criba y= (x-t)+c con e >O, calcule y llegara a qué y2 ;>b 

;absurdo!) lo .. cual dicé que (x- t) es cota superior de A. Por ser 

t positivo, x- t es menor que x lo cual contradice el hecho de que 

x es el supremo de A. Por consiguiente x2 ~ b . 

Justifiquemos ahora la frase: si somos capaces 

De acuerdo al dibujo podemos elegir t mayor que cero y menor que x 

tal que 

t2 -2xt > -(x2 -b) o sea x2 -b + t 2 -2xt >O 

Veamos finalmente que X1 no puede ser menor estr"icto a b. Precisamen 

t,!, si x2 fuera menor. que b probemos que x no es el supremo de A. 

Si x2 fuera menor que b, por la definición de A tendrfamos que 

xEA, veamosahoraque x+tEA páraalgún t>O. Paraestonece 

sif.amos que (x+t) 2 <:b pero (x+t) 2 -b = x2 -b ~ 2xt +t1 
•. 

De acuerdo al dibujo de la p~oina siauiente pódemos elegir t >O 

tal que t 2 + 2xt,>-(b-x2
) o sea b>(x+t)2

, lo cual dice que 



..... ·­.... 

i 

x +t A y ciertJmente x +t es mayor que x que es el supremo de 

A. 

- (b- x2 ) 

(t2 + 2xt) 

t t 

·Esto concluye la prueba que todo núrrero real positivo admite raíz cua-

drada. RecomendanQS al lector analizar cuidadosamente donde se usó el 

axion~ de existencia de supremo. 

Con las mism~s ideas pero complicando las cuentas se prueba que 

C9 s·ea b un número re a 1 positivo, y n un número natura 1 entonces 

existe un único número real positivo x tal que x" = b. 

Para una 'prueba referimos a Rey Pastor. 

C9 nos pe.rmite definir "/il para b >O, igual al único número· 

real positivo y tal que y" = b. Si b es negativo y n par sabemos 

que es imposibl.e encontrar soluciones de yn = b. Si b es negativo 

y n es impar, s.e prueba fácil me~te que - nl(-bf es 1 a única so 1 uc i ón 

de y" = b. Finalmente, se prueba muy fácilmente que si b es posit_i 

voy n par y" = b tiene exactamente dos soluciones, que son 

l~'b ; - ".-b . 

Definimos para ·W ra~ional en su mínima expresión (es decir, n, 

coprimo con m y n > O) y para b >O 

Coma (( "fD)m)n e ( 1Vb)nm = (( "/¡;)n)m e bm la unicinacl de la 

ra,z n-sima, nos dice que 
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Usando el mismo tipo de argumento se prueba f5cilmente que 

nd¡b-;n(f = ( n7tJ¡md para cualquier natural d. 

1 

Para estudiar la suryectividad de log¡ 0 : R> 
0

-+ n debemos primer~ 

mente entender qué significa calcular 1ox para cualquier real x. O más, 

generalmente que significa ax para a> O y x arbitrario. 

cional ya lo sabemos. Pero lqué significan por .ejemplo /2, 
(/2-¡"'5 ' 10

11 
' 1T

11 ? 

DEFINICION. Si a;;;. 1 y x E R, definimos 

ax =supremo {z ER: z = ar con rracional y r .;;;x} 

Si O <a < 1 y x E R , definimos 

( ~ ¡-x 
a 

Para qui la definiCión sea correcta debemos verificar que el 

s·¡ x es ra . 
13 

1T ' 

{z E R : z = ar con r racional y r <,xl es no vacío y es,tá acotado 

superiormente. 

Para esto probemos los siguiente~ hechos 

i) Propiedad.arquimediana de los números reales es decir, si a> O, 

b >O, entonces· existe un natural n tal que na> b. 

ii) Entre dos números reales siempre hay un racional es decir, si a,b 

reales con a< b, entonces existe un racional r con a < r < b. 

iii)Si x<y, x,y racionalesc>ax<aY (a>l). 

Veamos como i), ii) i i1i) implican que la definición es correcta. 

Como x -1 < x ii)· nos dice que existe un racional r con r<x, de 

esto, el conjunto en cuestión es no vacío. Por i) existe un natural n 

tal que x < n, por cons i gui en te, r < n para cua 1 qui er racional r 
"··· r.;;; x, por i i i) se tiene que ar < an de esto, an es una cota con 

superior del conjunto en cuestión. El axioma de existencia de supremo 

nos ice que la definición es correcta. 
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Verificación de i) Si a> b no hay nada que probar. Si 

a<b, sea s··={x:x=na: n=·1,,2,3, ... } 

Si la afimación fuera falsa, tendríamos que na.¡;; b para cualquier 

natural. Por consiguiehte S estaría acotado superiormente por b. 

Sea s el supremo de S. Entonces (n + 1)a .¡;; s, para cualquier na­

tural n, en consecuencia na .¡;;s-a para cualquier natural n. Es­

to dice que s-a es otra superior ~e S como a >O, se tiene que 

s-a < s, lo cual contradice que s es la menor de las cotas superi~ 

res de S . 

Verificación de ii) Si a y b son racionales, sabemos que 

j (a+b) también es racional. Además, 2a = a+a <ii+b < b+b = 2b 

.de esto, a <j (a+~)< b, lo cual dice que entre dos racionales 

siempre hay un tercer racional. 

a.. 
..w Caso general: Entonces, vale que a <O< b ó O< a< b ó ....... 

a<b<O. Como a<b<O, implica 0<-b<-a yel opuesto de 
.:; .k-: 

un~cional es racional, basta verificar el caso' O< a< b. 

Por la propiedad arquimedeana, existe un natural n. tal que 

n · 1 > f: (b -a) o sea (b- a) > {¡ . Nuevamente por 1 a propiedad 

·arquirr.edeana existe al menos un natural m tal que m ;;:. b · n, 

Elijamos .k el menor natural tal que k;;;:. b · n. Por consi9uiente 

b · n >(k -1). (De lo contrario seria (k- 1) > b · n, lo que con­

tradice la minimalidad de k). 
k-1 Por lo tanto b ;;:> ·r¡- . Afirmamos que k-1 n;;.a, Si 

fuer-a menor que a , tendri amos ~ < a 
n 

miembros) ~<a+l..;;a + (b-a)·= b 
n n 

1 . (sumando - en 
n 

·;absurdo! 

k-1 
n 

ambos 

Verificación d~ Nuestra hipótesis es a> 1, x,y nún~ 

ros racionales con x <y_. La tesis es ax <aY. 

Para probar que aY> ax, debemos verificar que aY- a~ es 

positivo. Ahora aY- aX = aX(aY-X- 1) y como aX >O , debemos ve 

rifjcar que aY-X -1 >O. Para esto, basta ver que si r es un 

r.úm•~ro racional positivo entonces ar > l. Por ser r >O, y pod~ 

1 
1 
' 

1 
' 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
l, 
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mos escribir r = W con m y n naturales. 

Por definición ar = ¡am)l/n. a> 1 implica que am > 1, para coin 

pletar la prueba basta ver que si ~ > 1, entonces. hl/n > 1. Pero si 

h
l/n f l (hl/n)n • uere menor o igua a 1 . Tendríamos que sen a menor o 

igual a 1n, o sea h ~ 1, absurdo! Esto concluye la verificación de 

i i i) . 

Ejercicios 

Sea m natura 1 

1) Si a> 1, m natural, entonces am >l. 

2) Si O< a< b, entonces a1/m < bl/m. 

3) Qué relación existe entre los dos ejercicios anteriores y la ~eri 

ficación de iii). 

Ahora nos propone;nos probar: 

C 10 Si a > O; a 1 y b >O entonces exist~ un Dnico nDmero real 

x ta 1 que ax b. 

Otra fonna de enunciar la conclusión es: "Siempre es posible calcu 

lar loga(b)". En la escuela secundaria aprendimos a calcular lo~ 0 (b} 

y ¿cómo lo hacíamos? Primeramente usando cierta regla, calculábamos la 

"característica" de log 1 o(b) y luego mirAbamos en la tabla de HSuel en 

donde leíamos la "mantisa" de loga(b). 

En lo que sigue desarrollaremos los conceptos necesarios para def~ 

nir característica y mantisa y luego probaremos el teorema enunciado·. 

Parte entera y expresión decimal de un número t·eal 

Fijemos números re a 1 es b, e con b < e. Convengamos en denotar 

por [ b,c) el conjunto de todos los números reales mayores o iguales a 

b y menores que c. En símbolos 

( b,c) = {X: b ~X y x <e} 

, 

. '· 
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Imaginando los números reales como los puntos de una recta es fácil 

convencerse que 

R· ú [n,(n+1)) 
n entero 

Formalmente esto se enuncia asi: 

C 11 Para todo número re a 1_ x , existe uri único entero n (que de pe.!!_ 

de de x ) ta 1 que n .;;; x < ( n + 1) • 

En efecto: si x >O, por la propiedad arquimediana de los nú 

meros reales existe algún natural tal'' que x < k·l. Denotemos por 

m el menor natural tal que x <m, entonces m-1 .;;; x, si llamamos 

n = m-1· tenemos que n.;;; x <.n +l. Si x es negativo, -x es posi­

tivo y por consiguiente existe un natural n tal que n < -x.;;; (n+l), 

portanto -(n+1).;;;x<(-n). FIN 

El número entero· n tal n < x < (n + 1) se dice Za parte entera 

de x. Por ejemplo, parte entera de 12· es 1, puesto que 

1</2<2. 

Ejercicios: 

1) Ca 1 cul ar 1 a parte entera de 12 ; 13 ; 15 ; -12 ; -13 ; -15' ; 

~-+13; 12-/J; /2.13. 

2) Si parte entera de x es n, calcular parte entera de -x. 

3) lQué relación existe entre la parte entera de x +y 6 (x ·y) y 

las respectivas partes enteras de x e y? 

Ahora encontraremos el desarrollo decimal de x. Para esto, not! 

mos que una manera de dividir [b,c} en 10 partes iguales y disjuntas· 

es: 
1 1 2 . 

¡b,c) =lb, b+TO (c-b}) u !b+TP" (r·b), b+-ro (c-b)) u 

"rL • 2 I~_C\ ..,..__]_ (r.h\\ 11 .. 11 fn+.! lc-b\, b+~ (c-b\) 

1 
1 
1 
1 
1 
'1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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Por ejemplo: 

1 '1 2 9 [0,1) =[0, 10 )u ¡10 , 10 ) U ••• U ¡10 ,1). 

Notemos que si x pertenece al conjunto· [ b,c), entonces existe U'l Oni 

co núr;ero natura 1 entre cero y nueve tal que 

i ii r 1) · .x E [b+
10 

(c-b), b+ -[0 - (c-b)). 

Para encontrar el desarrollo decimal de x procedemos así: 

Si n es la parte entera de x, entonces x E[n, n+1), ahora divi 

dimos 1 n, n + 1) en diez partes iguales, por tanto existe un único en 

tero a1 entre O y 9 ta 1 que 

[ a1 ( a1 + 1) 
X E n +w , n + lO 

esto es, existe un único entero a1 entre O y .9 tal que 

Si ahora dividimos el conjunto 1 n +~O , n +~.!.)_) en 10 partes tene 

mo~; que existe un entero a~ entre O y 9 ta 1 que 

< n+~+Jal.++ll).(n+Ja 1 +1) ( a1 )) 
1u ---,-o ---¡Q • n +10 · 
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Calculando obtenemos que 

a1 a 2 a1 a 2 1 Dividiendo el conjunto [ n + 10 + W , n + Tií + w + w en 10 

partes iguales y procediendo sucesivamente, finalmente encontramos 

una familia de números enteros n, a1 , a1 , aJ , . . . a k , ~ .. 

tal que 

a) O ,¡;; ai ,¡;; 9 para todo 1, 2. 3, 

) 
a1 a1 ~ .-- < a1 a1 a 1 b n + lO + lQ + ''' + lQK "" X n + 10 + 1{j'f" +.'' +w + 1{jK 

para todo k = 1, 2, 

Usualmente se llama a los nDmeros 
-..~-

desarr~ZZo decimal de x y se escribe 
1' 
~ ........ 

x = · n, a 1 , a1 , aJ , 

· Ejem~lo: /2 1,41. .. 

n,a¡,a2, ... ,ak, el 

P>-;sto que como 1 < 2 < 4 => /l ,= 1 < 12 < 14 = 2 , tenemos que 

1 a P~'tte entera de raíz cuadrada de dos es l. Como 

( 1, 5 )1 2,25 

tenemos que 1,4 < 12 < 1,5. Como 

ten¡;>QI% que 1,41 < 12 < 1,42 . 

IProccaicndo de esta manera se calculan todos los decimales que 

se deseen de 12. 

Ejercicio: Calcular decimales de /3; 15; 13 + 15; /3 15' 
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e 1?. Fijemos un número real x y n, a1, a1·, aJ, . . . su desarrolio 

decimal. Sea 

B =· {y y + ... + k 1, 2, ... } 

entonces supremo de B es x 

{Si x = l2, entonces B =· {1; 1,4; 1,41; 1,414; ... ) ). 

~: Por lo desarrollado sabemos que x es una cota superior de B. 

Sea d e 1 supremo de B : (Existe porque ... ) entonces d ..¡;; x. Si d fue 

ra estrictamente menor que x entonces tendríamos que x- d >O, por tan 

1 to existiría un natural k tal que TQK < x -d, lo cual implicaría que 

1 d < x -TOK Por otro lado 

1 a. ak. 
lo cual i¡;¡plica que, x --1¡y.: < n + To + + lOK , todo esto más, la 

- d . 1 . - .d < a' a k t<·alí;. i ti vi dad de 1 or en ;mp 1 con a que n + Tii + ... + 1(jk" , i :; cua 1 

dice que d no es el supremo de B, absurdo y fin. 

Notar que geométricamente, el desarrolfo en base diez de un número es 

la interpretación de dicho número como punto de una recta. 

Ejercicios: 

1) Usando C 11 deducir que entre dos reales siempre hay un número ra­

cional. 

2) Probar la existencia de un desarrollo ,1e x en base 2 .. 

Ahora comenzamos a probar que ax = b tiene solución y es única. 

Primero notemos que se puede suponer a > l. Puesto que si 

o< a< 1, entonces f_ > 1 y si (.! )z = b "'" a-z. = b en co.nse-a a 
cuencia x = -z es la solución buscada. 

De ahora en m~s supondremos que ·a> l. 

'· 
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Unicidad dé x 

Si hubiera x e y tal qué ax = aY = b , como x <y. ó y,< x_ 

6 x =y, si fuera x <y tendríamos, (tomando r, s racionales ta­

les que x < r < s <y) que ax < ar < a5 <aY absurdo. Caso y< x 

se trata de la misma manera. 
.• 

Existencia: Lo que hacemos es construir "explícitamente" la caracte­

rística y la mantisa de "loga(b)". 

Consideremos el conjunto 

S =· {z E R : z = an con n entero} 

Afirmamos que S no está acotado superiormente. Si lo estuviera, tendría 

una menor cota superior s pero entonces 

c;:- an+l .;;: s para todo entero n 

.tt:~~; ,:.~ 

lo Cli~J dice que 

(pues a > 1.) 

Por consiguiente existe al menos un entero n tal que an > b. (De lo 

contrario b seria cota superior de S). L1 amemos k al meno:r> entero 

tal que ak > b, entonces ak-• < b. (De lo contrario, ak-t > b, lo 

que contradice la mi ni mal idad de k). Por consiguiente, hemos probado 

que existe un entero e tal que a e < b < ac+t , dicho entero e se lo 

llama la caracteristica de "loga(b)". 

Ahora construimos la "mantisa" decimal por decimal. Dividimos el 

segmento 1 e, e+ 1) en 10 partes iguales 

1 1 2 3 9 [e, c+-m, u [c+0,1, c+TO) u [c+0,2, c+10 ) u •.. ,u [c+To· c+1) 

Por lo tanto el segmento [ ac, ac+l) queda dividido en los 10 segmen-

1 
l 
1' 

1 
1 
1 
1 
1 
1' 
l'· 
1 
1 
1 
1 
1. 
1 
1 
1 
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1 

tos 

Como ac < b < ac+l , el número b está en uno de estos segmentos. 

Llamemos e + Th (a1 un número entte O y 9) el or1gen del segmento 

la cual b pertf:nece. 

Por consiguiente, tenemos que 

a1 a 1 + 1 
e +10 e +-,-o-

a . < b .,¡;;; a con O < a1;;;;; 9 , a1 natura 1 

El intervalo [e +~O , e +~O +fa) tiene longituC: 0,1. Dividámos 

los en 10 partes iguales. Por consiguiente el intervalo 

a c+-
a. 10 

a 1 e+-·+--
a 10 10) 

qued;:: d·ividido en 10 partes ino neccsari<Hnc:ntc i:;ua1es: b pE:!'tenece 

a una de ellas y só1o o a una. 

e+~+ ~L 
L1 amemos a 1 0 1 o' ( a2 = O, ... 9) el origen del .interva-

lo al cual b t N t 1 · t 1 [ a1 a 2 e + .k + per enece. o e que e 1n erva o . e + 10 + W . 10 

a, 1 ) 
+ 1Ó2 + w tiene ·longitud l/102 

• Reiter·ando este proceso indefinj, 

damente, se construye una sucesión de números a1, a2, . . . tal que 

1) Cada ak es un natural entre O y 9. 
· a¡ ak a, ak 1 

e + 1o + • • • + ..,-r;l<o • e + -10 + • · • + 'V"Ko: + 10k+C 
2) a .;;; b < a 

para cada k 1, 2 •... 

lPero quién es x = lcga(b) ? 

La respuesta es: 

x = supremo del conjunto A donde 

A =·{y _ a¡ a1 ~ 
Y - e + Tii + 102- + • • • + Iü"~< para algún k 1, 2, ... } 

En términos clásicos x e, a,, a2, aJ, 



Para comp1 etar la prueba de 1 teorema, debemos verifica· que 

i) A es acotado superiormente. 

i i) 'ax = b 

i) es fácil ya que por construcción, los números 

pertenece al intervalo [e,. e+ 1) , por consiguiente (e + 1) es 

una cota superior de A. 

Verifiquemos ii) 

a• Como e + TO + 

!!L + + ak 

~/ 
+ 10 ""'X 

para cada k, y a > 1 se tiene que 

e+ 10 • • • lCJK a ..;;; ax para cada k . 

Además, por la construcción de los números 

ne que ... ~ 

. a, ~ 1 ..... para cualquier. r ;;¡,k y que e + 10 + • • • +lO" + TQK"" 

para r ~k puesto que a, . . . ak son números 

no neg-ativos, en consecuencia (por definición de supremo) 

ak 1 + W + W ;;¡, x para cada k. 

Como a> 1 se tiene que 
a¡ ak 1 

e +lo+ ... +-;-o +lQJf 
ax ..;;; a para cada k . 

·En consecuencia, tenemos que para cada k va le 

~ + ~ . ak a 1 · ak 1 

a 
10 + .. • + l01f x e+ 10 + .. • +lQJ< + 1CK < a < a 
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1 
1 
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1 
1 
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1 
1. 
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Buscamos ax = b, para ello basta ver que abx = l. 

Usando las dos desigualdades anteriores se tiene que 

Simplificando, se obtiene 

. 1 1 
a-101< .;; .É.. .;; a Ti5K 

ax 

Razonemos i ntui tati vamente, si k es ~rande ,lO k es.muy grande y en 

k · ±1/IOk consecuencia l/10 es casi cero por lo tanto a es casi l. En 

consecuencia b = ax. 

Formalmente, un modo de proceder es: 

Probemos que supremo [l = 1 donde 

B {y 
. -111 Qk 

Y = a k 1' 2 •... } . 

Como a> 1, entonces ai/IOk > 1 lo cual dice 

1 
> ;tTJOk- = a 

-1/IOk 

Por lo tanto, 1 es una cota superior de A.· Probemo~ que 1 es su 

supremo. Llamemos d a 1 supremo de A . Por ser 1 a menor cota superior 

de A se tiene que d <l. Si d fuera menor que 1, tendríamos que 

para cada k 1, 2 •... 

o sea 10~ .;; d para cada k 1, 2,... elevando a la déci 

ma potencia, se obtiene 

para cada k 1; 2, 
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Como d < 1, d' 0 < d lo cual dice que d10 es una cota superior 

de 11 menor que su supremo, ;absurdo! que provino de suponer d <l. 

Como por (*) a~ es una cota superior de A obtenemos que 

.,;;; a~- < a¡ 1 1 Qk k = 1 • 2 t 

De (*) también obtenemos que 

-111ok b ..: 1 a • ax para k. = 1, 2, ... 

Pero un flcil ejercicio dice .que 

supremo C Si 

e {y y -111ok b 
a ax k 1, 2 •... } 

b-Por lo tanto ¡¡x <;;1 lo cual concluye la prueba de_que b ax. 

Nota 1: Hemos probado que 1 a función x -+ a de R en R> o es 

biyecfiva, su inversa se la ... denota por loga(b). 

Si e denota el supremo d?l l.Onjunto A donde 

1 A = {y : y = 1 + 2 + 
1 

+ ñ:} 

(Pru<;be que A éstá acotado superiormente). La función logaritmo 

loga que se obtiene, si dice el logaritmo neperiano. 

Nota 2: Si a = 2 , b = 5 , e = 2 pues 2' < 5 < 23 

a, = 3 ~u es 22 ~ 3 < 5 < 22 •• (Haga los intervalos) 

continuando obtendr~ 

2' <2''3 <22>32 <2''231 < ... < ·5<2'•321 <2''33 <2''. <23. 

i e logJ{5) = 2,231. ... 

Con u;1a calculadora y usando este método, podrá calcular los logaritmos 

que desee. 
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Nota 3: Ot;-a manera de prrillar. la existencia de x tal que ax b es 

así 

Sea B = · {r re a 1 : ar .:;; b } 

Usando el hecho que .ár < a5 .., r < s 

superiormente. Llaman x ai supremo !le. B. 

bablemente necesite probar que si a >O, 

probar que B esta acotado 

Verificar que ax b. Pro 

e 1 supremo de 

V n = 1, 2, 3, ... 1 · es uno. 

Nota 4: Si usted ha construido los nGmeros reales usando el método 

de 1 os i nterva 1 os encajados, 1 a prueba dada aquí para construir x 

ta 1 que 'ax = b di ce qué x es e 1 número detenni nado por la su ce~ 

si6n de intervalos encajados 
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