>

%

o

@

-

NUMEROS REALES

~ Jorge Vargas

En c'ual_q_uiex? texto de 12 escuela me:di'a se observa el siguiente he-
cﬁo: A parti'r de ciertas afirmacfone“s acéptadas como vefdaderas (Los
Axiomas) se deducen todas las propiedades de la geometria euclideana.
An&logamente, a partir de éiertas propiedades de los nimeros naturjétes

se deducen todas las otras, y ademds se construyen Jos nimeros enteros,

racionales y reales. Lo que haremos en este articulo es de naturaleza sg

mejante. En forma mds precisa, a partir de un cierto nGmero de propieda

des fundamentales de los nimeros reales (Los Axiomas) deduciremos todas

: las otras. .

Hacemos notar al lector que existen varias maneras distintas de enun
ciar "“las propiedades qtje caracterizan los nimeros reales", la que pre-
sentamos aqui es la mds conveniente para nuestres propdsitos,”al ffnal
del articulo indicaremos en forma precisa qué significa la fra_se "las
probiedades que caracterizan los nimeros reales".

Comencemos a enumerar las propiedades que caracteri%an los ndmeros

re:les.

* Llos nimeros reales es un conjuhto R tal que existen dos funciones

(-S'.l:aa) + Rx R =+ R (x,y) = x+y

(Poducto) * RxR -+ R (x,y) -’X.y

que verifican las propiedades siguientes

(Asociatividad) Xx+{y+2z) = (x+y) + 2z ' (x ;y) cz = Xxe(y-2)

(C:nmutatividadj X+y=y+X . X y=y-+x
H -

- {Neutro Aditivo} Existe un nGmero real 0 (cero) tal que

X+0=0+x:=x

(Neatro Multiplicativo) Existe un nimero real 1 distinto de cero tal que
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(Opuesto) Para cada nGmero real x existe un nimero redl y tal que

’ ) ) x+y=y+x=0

«

!
(Inverso) Para cada ngmero real x distinto de cero existe un nimero

real z ta‘i que

Ademas, las operaciones de suma y producto estan ligadas por la pro-

piedad

(Distributividad) x-(y+2z) =X+ y+x: 2

ordemos algunas de las consecuencias de estas propiedades (abrevia

Rec

mos la palabra consecuencia por C).

¢1 FPara cada real x existe un-iinico nimere real v tal que

x+y=0.

Verificacion: Si hubiera dos nameros reales distintos y,z tal

que x+y=0 y X+ z = 0, entonces tendriamos

.

')',A=_y+0 = y+(x+z) = (y+x)+z = (y+x) +z =0+2 = 2.

i -

(Lector! justifique cada paso hecho).
y=2 absurdo.-

DEFINICION. Para cada nimero real x, el Gnico niméro real 2z tal que

x+z = 0, se dice ¢1 opuesto de X ¥ S€ 1o nota por -=X.

De esto, por defim’cic‘m -1 es el opue"stq de 1.

Ejercicio: 0=-0 (Ayuda 0 = 0+0).

€2 Para cada nimero real no nulo x existe un dnico nimero real y

tal que x=y='1.

" -Yerificacitn: Si hubjera dos nimeros reales distintos y,z tal

s

que Xy =Xx-2F% 1, tendriamos que

_y=y-_1"=,y-(x'2)=(y-x)~z='1-'z=z
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estoes, ¥y =2,

DEFIﬂI;ION, E1 Gnico nimero T

Notar que como 1=
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1o cual es absurdo.

eal y tal que x-y=y-x=1 se 1o Na

" ma el inverso de x y se lo nota por

x-! a 1x.

1.1, se tiene que 17t = 1.

Ejercicios

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)
9)

10)

deducir en ejercicios andlogos a estos, por ejem

Pruebe que -x = (-1} . x . Ayuda (1+(-1)) = 0» de esto

x-(l+(-1))=x-0=?

x .0 =0 . Ayuda: como 0 = 0+0, se tiene que x-0=x-(0+0) =

=x-04+x-0, simplificando obtiene ...
Si b+d =b+h, entonces d = h. ]
Ayuda: d = d+0 = d+(b+(-)) L' (d+b) +(-b) = (d+h) +(-D) =
=(h+b)+(-b)=h+(b+(-b))=ﬁ+0=? '

Qué relacion hay entre los tres altimos ejercicios. -

§i brd=b-h ¥ b.fQ, entonces d =M.
0-1=0:-07""227

a-(-b)=(-a)5b=—(a-b).

Ayuda: (0 = (a+(-2)) = (a+(-a))*b= ...

a-b=(-a) (D)
Ayuda: 0 = a+(-a) = (a+(-3))" (-b).

(-1) - (1) = 1.
Qué relacidn hay entre ejercicios 6, 7, 817

iEs cierto que si a+a = 0 entonces a =07

!

Hay muchas otras propiedades de los nimeros reales que s€ pueden

plo

al -b? = ... i

(a+b)? = ..,
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+ 5o 2dxhe (c#0, d#0) ;

3
ol

"Si ¢d=0 entonces ¢=0 & d=0. (Ayuda: si c#0 y
d#0 entonces 1= (cd)™* ~cd = (cd)™ -0 =0 .
Para formular los axiomas de Grden de los nimeros reales recor-

demos que se 1lama relaciébn en R a cualquier subconjunto S de

R xR .
Ejemp]os‘ de relaciones en R son

S; = {{x,x) : X ER}

{
Sy = {{x,y) : x+ty =1}
Sa = {{%y) : x =y}

(

Sa = {(%,¥)}

Recordemos gue s1 X e y sonr niamercs reales _y S es ljna_ rela-
cidn en R entonces sz verifica qut (x,y) €S § (x,y) €S y solo
una de estas posibiiidades, en el primer caso éscribimos xSy y de-
cimos (x estd S-relacionado con y) y.en el segundo casb escribinos

xBy y decimos {x no estd S-relacionado con y).

Por ej‘emp]o

para $, ©  xS,yi siysblosi x =y
para S, xS2y siysSlosi y=1-x
para Si xSsy  siysélosi x =y

' Ejercicio: Invente 20 relaciones distintas en R .

Los axiomas de rden de los nimeros reales dicen:
Existe una relacion <en K (se lee menor) que verifica
a).b),c), d)ye), donde |
a) x<y e y x, esimposible.
b) Si x<y e y<x, entonces' x <zZ.
¢) Dados x,y nimeros d‘\'scintos arbitrarios siempre vale que

x<y &  y<x.

Notar que por a) no puede darse simultaneamente que x <y e y<x.

-

B

>

4

\
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Esta relacion de 6rden interactua con las operaciones de

plicacién de la manera siguiente

d) Si x <y entonces x+z<y+z

suma y multi-

e) Si x<z y O0<u entonces x:u<z-'u.

A partir de estas cinco propiedades se deducen otras propiedades impor

tantes de los nimeros reales, previamente hacemos algunas convenciones.

DEFINICION. Si x e y son nimeros reales escribiremos

indicar que x =y 6 x<y.

€3 Si 0<a entonces -a<o0 .

Si a <0 entonces 0<-a.

© “Verificacion: la primer afirmacion sigue de
-a=-a+0<-a+a=0.
La segunda de

0=a+(-a) <0+(-a) = -a .

(Lector: justifique cada paso).

C4° 1) Si 0<a, 0'<b” entonces 0"<ab
2) Si a<0, b<0 entonces. 0 <ab
3) ST AT < 0F, B0RTh '™ @nitanees ab <10
4) Si 0<a, 0<b entonces 0 <a+b
5) Si a<0, b<0 entonces a+b <0
6) ¢Es cierto que si a+a =0 entonces a =207?

Verificacion. Ejercicio.

c5 [Feiits

Xx <y para

En efecto, por los axiomas de érden se tieneque 0<1 6 1<0

por C4 se tiene que ORsSRER R =S

cé -1<0.
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7 xFO0=0<x ’
x4yl =0 e=x=y=0
Ejercicio: -(-a) =a en particular -(-1) = 1.

Prequnta: ¢Es siempre -a negativo? . ¢ y-al?

Ejercicio: Si x = -x, entonces x = 0.

Hecho fundamental: x<y siysdlosi 0<y-x
Verificacion: Aqui hay dos teoremas a probar (los escribimos en

columnas paralelas)

H) x <y H) 0<y-x
T) 0<y-x T) x <y

Por los axiomas y la hiﬁétesfs Por los axiomas y la hipbtesis

x+(mx) Sy«lx) - 0+x < (y-x)+x
Pero 0 = x+{-x) Pero O+x = x
y+(-x) =y-x : (y-x)ex =y+{-x+x) =y
de esto . ; de esto | o
0<y-x xSy,
FIN

Ejercicio: x <y equivalea 0 <y-x eqivalea x-y<0 equivale
a -y S -x. .
Si no le sale, estudie bien C4, C5, C6 y el Hecho funqam'enta’..

Ademas de estas se puéden deducir muchas propiedades, por ejemplo

0<x sfysélosi 0<x-!
x<0 siysblosi x' <0
.X<y ‘_Sl')'SG]O si X2 <y+2 para algin Q(_z'

0<x<y siysblosi 0<y? «x

si 4,b tienen la misma positividad

~

.

N

-

2<S siysslosi ad<ch

o<x', la igualdad vale s6lo si x =

0.

7
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E1 lector puede consultar E.R. Gentile, Notas de Algebra, Ed. Eu-
deba para introducir los nimeros naturales, enteros y racionales a par
tir de los axiomas enunciados.

Nosotros no 1o haremos aqui y creemos que aunque el lector no ten

ga el libro indicado podrd continuar con la lectura de este articulo.

E1 lector habrd notado que si uno reemplaza el conjunto de los ni
meros reales por el conjunto de los nimeros racionales con sus operacio
nes y relacion de drden usual, entonces se verifican los axiomas hasta
ahora expuestos, por consiguiente surge la pregunta. ¢Qué diferencia
los nimeros racionales de los nimeros reales? Para contestar a esto ne

cesitamos varias definiciones,

DEFINICION. Sea A un subconjunto de R. Una cota superior de A es
un nimero real b tal que todo elemento de A es menor o igual a b.
En simbolos: o es cota superior de A si para cualguier a €A

se tiené que a <b.

Si dibujamos a los nimeros reales en una recta, entonces las cotas
superiores de A son todos los nimeros a la derecha de A. (Para cada

ejemplo que haremos, le aconsejamos al lector hacer un dibujo).

Ejemplos:

Si A es el conjunto de los nimeros negativos 1 es cota superior
de A puesto que cualquier ndmero negativo es menor que 1. También 2,
3, 0, son cotas superiores de A . Pero -1 no es cota superior de A
puesto que -1 < - % esto es, -1 es mds pequefo que algin elemento
de A.

Otro ejemplo: Fijemos un nimero entre menos uno y uno, esto es,

fijamos a tal que -1<a<1,

Consideremos el conjunto de todas las potencias con exponentes na

turales de a, esto es,
AR=E{anRat s ad  at et o one)

Afirmamos que 1 es una cota superior de A.
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En"efecto:
Cago a po.s'itizig
Entonces 0<a<1 y 0<a, deesto 0-a<a-a<l:a
.0 sea a’<$ com 0<a, se tiene a*+a<a-a osea & <al,
com 0<a sec tiene que a®-a<al-.a, es decir a* <a’, proce-

- diendo sucesivamente se 1lega a que

LAt U< Kaf <a? <t <a<]

Pc-~ cbnsigdiente 1 és mayor que cualquier potencia de exponente natu
aj, de- a, lo cual dice que 1 es una cota superior de A. Note que

" la cuenta hecha, dice también que a es una cota superior de A, -

~

Cago a ncgativo, entonces -a es poswtwo an es negatwc s1 n
ey impar  anh = (~a)" y positive si n es par‘

“Por 1o hecho en la primera parte del ejempio pedemos concluir que
-3 esuna cota supericr de A y come -1 <a, imi:-Hca_ -a <1,'se tie
ne también que l.es cota superior de A.

Note que si a es posﬂnvo a® no es cota supemor de A puesto

qué a? <a por consxgmente a no és mayor o 1gua1 a todo e]emento

de A. M1entra., que si a es negativo, a?, si, es cota supenor de A.

_Ej_e;rcicio_s:'

Si A = {-2_ 3 I é, . Entoncesg; 1; 1,5'; 2, 3;6

son cotas supemores de A m1entras que 0 2, 33 ?5 no son cotas supe-

riores de A, Produzca ejemplos de otras cotas superiores de A y de

nlreros que no son cotas superiores de A.

Posteriorm3d e daremos mis ejemplos de estas cosas.

DEF]ZNICION Uri numero real s un supremo del conJunto A si'es una co

Bl

ta .upemor de A y es menor o igual a cualqu1er otra cota superwr
de A.

En-simbolos b es un supremo de A si '

o

”




l

-37-

1) a<b para todo a€A.
2) Si.c es otra cota superior de A, entonces b <c.
1) dice due b es cota superior de Ay '2) dice que es 1a menor.

i dibujamos los nimeros reales en una recta, el supremo de A es

el nimero mis pequefio de los que estdn a la derecha de A.

yvyr ¥ oY
\ \\ !/ /7 'cotas superiores

puntos de A

“supremo

Ejemp'los- si -1<a<1 y A-={a,a,a,a", ...}

0 < a entonces supremo de A es a

a <0 entonces supremo de A es a’.

En ambos casos hemos verificado que los nimeros propuestos para
supremos son cotas superiores de A pero si, ¢ es otra cota supériof
de A, ¢ es mayor o igual a todo elemento de .A, en particular si a
es positivo como a €A se tiene a <c, ysi a es negativo enton-

ces al EA y se tiene a' <c.

€7 Si un conjunto admite un supremo, este es inico.

—

En simbolos

H) b,b* supremos de A
T)- b=0b'

_Firiéb_a: como b y b' son suprémos de A sabemos que b y b' son co
tas superiores de A. Ahora por ser b supremo de A se tiene que b
es menor 0 igual a cualquier cota superior de A, en particular

b <b'. Por otro lado por ser b' supremo de A se tiene que b' es
menor o igual a cualquier cota superior de A, en par“ticular b' <b .

Los axiomas de 6rden implican b =1b'. FIN




€7 permite redefinir 1a nocién de supremo asi:

“"E1 supremo de A es la menor de las cotas superiores de A".

Hecho importante: Si tenemos un conjunto A y una cota superior de - ;
A que pertenece a A, entonces dicha cota superior es el supremo de

A. Simbdlicamente:

H) b cota superior de A T) b es el supremo de A

beA

Verificacidn: Debemos comprobar

1) b es cota superior de A

2) Si ¢ es otra cota superior de A, entonces b <.

1) &s claro por la hipdtesis. Ahora si ¢ es cota superior de A, en
tonces ¢ es mayer ¢ igual a cualquier elemento de A, en particuiar,

corc b € A, se tiene b <c. FIN

5

-

- Después de esto se deduce facilmente que si -1 <a<l1 y
A= {a, &%, 2%, ...}.
0<a, :entonces supremo de A es a

a <0, entonces supremo de A es a’.

En los pocos 'ej’emp]os que hemos hecho es fdcil encontrar el supre
mo del conjunto A. Surge la pregunta: '

¢Cualquier conjunto tiene supremo?

E1 axioma que nos falta para caract_erizar los nlmeros reales nos

dicg

AXI{VA DE EXISTENCIA DE SUPREMO

Cualquier conjunto no vacio dez nimeros reales, acotado superior-

merte admite supremo. Simbdlicamente: Si A CR es no vacio, y A

-

tiese al menos una cota superior, entonces A admite una menor cota

superior, esdecir A admite supremo.

[
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“ En este articulo y siguientes probaremos que en base a los axiowas
1nd1cados es posible deduc1r todas las prop1edades de los nimeros reales.
como por ejemplo, exxstenc1a de rafces n-simas de nimeros pos1t1vos de-

sarrol]os en base diez, etc.

~ Antes de comenzar a desarrollar este programa, hagamos algunas re-

flexiones sobre ecuaciones.

Al intentar calcular la raiz cuadrada, clbica, cuarta, quinta, etc.
de'un nimero a debemos resolver las ecuaciones
i
‘x*=za, x=a, x=a, x=a, etc
Andlogamente, al intentar calcular log:{a), logs(a}, Togio(a}, etc.,
debemos resolver las ecuaciones 2¥=a, 3*=a, 10% = a, etc.
Siempre que se plantea resolver ecuaciones, realmente se plantean dos

problemas
1) <éTiene la ecuacidn solucibn?

2) Sabiendo que la ecuacidn tiene al menos una solucién, icudntas hay

en_tota]?

Pér ejemplo para'cada a >0 fijo, posteriormente probarehos que la
ecuacién ¥ = a tiene af‘éénos una solucibn positiva, ¢Habrd més
so1uciones positivas de x* = a? La respuesta es no y se justifica
asf: |

Si x,y son nimeros positivos tal que x? = y* = a entonces

= x -y! = (x-y}(x+y), lo cual implica que x-y =0 6 x+y =0,
_esto obliga que x =y & x = -y.la condicibn x = -y es imposible

puesto que x e y son positivos, De esto, sélo vale que x =y, .
Por consiguiente hemos probado:

Si 1a ecuacion x* = a (a > 0) tiene al menos una solucibn x>0,

entonces esa soluci6n es la dniea.




Ejercicios:
1) Probar que si a® = b®, entonces a=b 6 a=-b.

2

2) Sila ecuacién x' = a, tiene solucién, entonces tiene exacta-,

mente dos soluciones salvo que a = 0.
_Probemos ahora

C8 Sea b un nimero real positivo, entonces existe un nimero real

positivo x tal que x* =b.

Prueba: haciendo un dibujo el lector se convencerd ficilmente gue
el x tal que x* =b, es el supremo del conjunto que consiste de
~ todos los nimeros positivos cuyo cuadrado es menor o igual a b. La
prueba de la proposicitn consiste en formalizar esta observacion.
Sea A="{y >0 talque .y* <b}
A es no vacio puasto que si b >1 entonces 1 €4 ysi b<1, en
tonces b* < b, por consiguiénte 5 € A,
A es acotado, superiormente: | ‘ ,
En efecto, probamos que (b+1) es una cota superior de A. Is“ea
y € A (buscamos y <(b+1)). Entonces y <b. Por otro lado
(b+1)* =b*>+b +b+1=b +n0 positivo, osea b<(b+1)* por
cénsiguiente ¥y <{b+1)?. Si y fuera mayor que (b+1) tendria-
mos que y = (b+1)+c con c >0, de esto y® = (b+1)’A I
+2 (b+1) ¢ = (b+1)® + nQ positivo, o sea, tendriamos y*> (b+1)?
;absurdo! Lector,luse Tos axiomas y sus consecuencias para justificar
cada etapa de lo hecho. Anali;e cuidadosamente el uso que hemos dado

de la hipbtesis sobre b,

El axioma de existencia de supremo, nos dice que eSd_ste un nime
ro real x tal oue supremo de A es x. Veamos ahora, que x! =b,
Si 'x’ fuera mayor que b, veamos que x no es el supremo de A. Pa-
ra ver que x no es el supremo de A debemos comprobar que algln nd-
mero meror que x es cota superiof de A. Ahora, un nGmero menor que
x esde la forma x-t con t >'0,. por consiguiente, veamds que

x-t es cota superio_r' de A parfa algin t positivo con la hipdtesis

v

N

. . o

’
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que x* >b.

Como (x-t)* = b+{ (x —f)’ -b] , por consiguiente, si somos capa
ces de encontrar un nlmero positivo t té] que x-t sea pgsitivo y o
(x-t)* -b sea positivo, tendremos que (x-t)? >b>y* para cada
'y € A, Pero entonces (x-t) >y (si (x-t) fuera menor que y, es-
criba y = (x-t)+c c.on. ¢ >0, calcule y 1legara a qué y* >b
iabsurdo!) lo cual Hicé que (x-t) es cota superior de A. Por ser
t positivo, x-t es menor que x To cual contradice el hecho de que

x es el supremo de A. Por consiguiente x* <b .

Justifiquemos ahora la frase: si somos capaces ..

- (x2 - b) €2 - 2xc
t
}' :‘( 2x t
!
; ]
(€2 - 2xt) foooD
-(x2 -b

De acuerde al dibujo podemo§ elegir t mayor que cero y menor que Xx
tal que

t-2xt >-(x*-b) osea x-b+t?-2xt>0 .

veamos finalmente que x* no puede ser menor estricto a b. Precisamen

te, si x* fuera menor que b probemos que x no es el supremo de A.

Si x* fuera menor que b, por la definicidn de A tendrfamos que
x € A, veanos ahora que x+t € A para algn t>0. Para esto nece

sitamos que (x+t)? <b pero (x+t)® -b=x*-b+2xt +t* .

De acuerdo al __diEujo de la pdaina siaquiente podemos elegir t >0

tal que t* +2xt >-(b-x*) osea b>(x+t)?, lo cual dice que-



1

17

b

i

x+t . A y ciertﬁamente X+t es mayor que x que es el supremo de

A.

-(b-x_z)__ t2 4 2xt

(t-,2 +2xt)  po----

P e

-2x

b-x

~Esto concluye la prueba aue todo nlimero real positivo admite raiz cua-
drada. Recomendamos al lector analizar cuidadosamente donde se usd el

axioma de existencia de supremo.

Con las mismas ideas pero complicando las cuentas se prueba que
. v .

€9 Sea b un nimero real positivo, y n un nimero natural entonces
existe un Onico nimero real positivo x tal que x" =b.

Para una prueba referimos a Rey Pastor.

€9 nos pe}‘mite -definir b para b > 0, igual al dnico nﬂmerol‘
real positivo ¥ tal que yP =b. Si b es negativo y n par sabemos
que es imposible encontrar so]uc;ones de y* =b. Si b es negativo
y 0 es impar, se prueba facilmente que -Y[-b) es la dnica solucion
de y" = b. Firialmente, se prueba muy fécﬂmente_que si b es positi
vo y a par y" = b tiene exactamente dos soluciones, que son
Vo, -V : v

Definimos para , racional en su minima expresion {es decir, n,

-

coprimo con m y n

313

\Y

0) y para b >0

m

b = VB

Como  (( VBYMP = (VBYPm = ((VEYM™ = 1@ la unicided de la

rajz n-sima, nos dice que
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Usando el mismo tipo de argumento se prueba ficilmente que

Md - ("95)™ para cualquier natural d.

Para éstqdiar la su'ryectivvidad de l’ogw ‘R 0™ R debemos primera:
mente entender qué significa calcular 10X para cuaiquier real x. 0 mas,
generalmente que significa a* para a>0 y x arbitrario. JSixesra
cional ya lov sabemos. Pero équé significan por ejemplo 2[2-, 1,/5

), 107, AT 2

1

DEFINICION. Si a>1 y x €R, definimis

a¥ = supremo {z €R: z = af con r racional y r <x}

S{ 0<a<l y x €R , definimos

a¥ = ()%

0 |r—

Para que la definicién sea correcta debemos verificar que el
{z&R: z=2a" con r racional y r <x} es no vacic y estd acotado

superiormente.
Para esto probemos los siguientes hechos

i) Propiedad arquimediana de los ndmeros reales es decir, si a >0,

b™>0, entonces existe un natural a tal que na >b,

ii) Entre dos nimeros reales siempre hay un racional es decir, si a,b

reales con a <b, entonces existe un racional r con a <r <bh,

iii) i x <y, x,y racionales = ax <ay (a>1).

Veamos crlnno i), ii) y" i11) implican que la definicidn es correc.ta.
Como x-1+x ii)r nos dice qué e#iste un r.‘adionaT r con r<x, de
esto, el conjunto en cuestién es no vacio. Por i) existe un natural n
tal que x <n, por consiguiente, r <n para cualquier‘racional r
con r<x » por iii) se tiene que af <a" de esto, am es una cota
superior del conjunto en cuestion. E1 axioma de existencia de supremo
nos cdice que la definicidén es correcta.

;
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Verificacion de i) Sia >b no hay nada que probar. Si .-

a<b, sea S={x:x=na: n =1,2,3, ...}

Si la afirmacion fuera falsa, tendriamos que na <b para cualquier
natural. Por consiguiente S estarfa acotado superiormente por b .
Sea "s el supremo de S. Entonces (n+l)a<s, para cuaiquier na-
tural n, en consecuencia na <'s-a para cualquier natural n. Es-
to dice que s-a esotra superior qe S como a >0, se tiene que
s-a <s, lo cual contradice que s es la menor de las cotas superi.g

res de S.

Verificacidn de ii) Si a y b son racionales, sabemos que

% (a+b) también es racional. Ademds, 2a = a+a <a+b<b+b =2b
de esto, a <% (a+b) <b, lo cual dice que entre dos racionales

siempre hay un tercer racional,

MCaso general: Entonces, vale que a<0<b 6 0<a<b &
-

a< b. <0. Cdmo' a<b<0, implica 0<-b<-a y el. opuesto de
unéFé:cﬁigonal es racional, basta verificar el caso' 0 <a <b. '

Por la propiedad arquimedeana, existe un natural n tal que
n-1>F: (b-a) o'sea (b-a) >?11' . Nuev.amente por 1a propiedad
-arquimedéana existe al menos un natural m tal que - m 2b.n,
Elijamos k el menor natural tal que k =b-n. Por cbnsiguiente
b.n> (k‘-l). (De 1o contrario seria (k-1) >b-n, lo que cor-

tradice la minimalidad de k).

Por lo tanto b >-k-;—1 . Afirmamos que k—f")l?a. Si 5?"—1-
fuera menor que a, tendriamos k—;—l <a = (sumando % en ambos -

miembros) %<a +%< a+(b-a)=b , ";absurdo!

Verificacién de iii) Nuestra hipétesis es a > 1, x,y nime

ros racionales con x <y. La tesis es aX<aY.

Para probar que aY > aX, debemos verificar que aY - aX es
positivo. Ahora a¥ -aX = aX(a¥"X-1) y como aX >0, debenos ve .
rifjcar que a¥™* -1>0. Para esto, basta ver que si r es un

nimero racional positivo entonces ar' > 1. Por ser r>0, y pode
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mos escribir r == con m y n naturales.

-2 k=1

Por definicion af = (a“‘)”n .V; >1 implica que a® > 1, para com
pletar la prueba basta ver qué'Si h>1, entonces‘ hl/n > 1. Pero si
p'/®  fyere menor o igual a 1. Tendriamos que (h”“)“, seria menor ©
jgual a 1%,0sea h<l, absurdo! Esto concluye la verificaci6n de
iii).

Ejercicios
Sea m natural
1) Si a>1l, m natural, entonces a™ > 1.
2) $i 0<a<b, entonces aV/m<p'/™
3). Qué relacidn existe entre los dos ejercicios anteriores y la veri

ficacion de iii).

Ahora nos proponemos probar:
c10 si a>0; 2 #1 y b>0 entonces existé un Gnico nimero real

b.

x tal que a¥

.

Otra forma de enunciar la conclusién es: "Siempre es posible calcu
lar loga(b)". En la escuela secundaria aprendimos a calcular logio(b)

y écémo lo haciamos? Primeramente usando cierta regla, calculdbamos la

“caracteristi;a“ de 10g10(b) y luego mirabamos en la tabla de Houel en
donde leiamos la "mantisa" de 1oga(b).
En 1o que sigue desarrollaremos los conceptos necesarios para defi

nir caracteristica y mantisa y luego probaremos el teorema enunciado.

parte entera y expresion decima) de un nimero feal

Fijemos ndmeros reales b,c con b <c. Convengamos en denotar

por [b,c} el conjunto de todos los nimeros reales mayores o iguales a

b 'y menores que C. En simbolos

N

{bye) ={x: b<x y x<¢
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Imaginando los nimeros reales como 10s puntos de una recta es facil

convencerse que

,

R-= U [n,(n+])

n entero

Formalmente esto se enuncia asi:

C 11 Para todo nimero real. X, existe ud Gnico entero n (que depen

de de x) tal que n<x<{(n+l).

€n efecto; si x>0, por la propiedad arquimediana de los ni

meros reales existe algin natural tal que x <k-1. Denotemos por

m el menor natural tal que x <m, entonces ‘m-1 <x, si 1lamamos
n<x<n+l. Si x es negativo, ~-x -esposi-

n = m-1- tenemos que
-x € (n+l),

tivo y por consiguiente existe un natural n tal que n<

por tanto -(n+1) <x < (-n). FIN

€1 namero entero n tal n <x < (n+1) se dice la parte entera

de x. Por ejemplo, parte entera de /7 es 1, puesto que

1<v/Z<2.

Ejercicios:
Calcular la parte entera de /Z; V33 /85 ~23 335 -5

o3y -0 T

1)

2) Si parte entera de x es n, calcular parte entera de -x.

3) &éQué relacidn existe entre la parte entera de x+y 0 (x-y) vy

Jas respectivas partes enteras de x e y?

Ahora encontraremos el desarrollo decimal de x. Para esto, note

mos que una manera de dividir [b,c) en 10 partes iguales y disjuntas’

€s: - . .
[b,c) = [b, b+-l—16 {(c-b)) U “’*Tlﬁ (¢-b), bq% (e-b)) U

T 2 PR S J PN S C TR | rh+-.-9, {c-bY. b+-}—9¢ {c-b}) =




- I B EE I S e - I e -E e

- 19—1 10(c b) » b+-(—m—)-(c b)) -

Por ejemplo:

[0,1) =10, )V (5og) U U (ggsD) =
[n, n+1) = [n, n+—1%) U[n+-llo-, n+-1—26)l.| ...U[n+~19—,n+1) =

i+1‘)

"

9
u [n+ s N4
i=0 10

Notemos que si x pertenece al conjunto  [b,c), entonces existe un Gni

co nGrero natural i entre cero y nueve tal que

‘(&I[b?lo Cb 0—) Cb

Para encontrar el desarrollo decimal de x procedemos asi:

$i n es la parte entera de x, entonces x €[n, n+1), ahora divi

dimos [n, n+1) en diez partes iguales, por tanto existe un Gnico en

tero a entre 0 y 9 tal que

;xe[n+a—‘ a'+1 )

0 "t

“esto es, existe un dnico entero a, entre 0 y 9 tal que

n+-1-—<x<n+(a—‘1fo—ll.

S{ ahora dividimos el conjunto [n+—ali0, n +%D-) en 10 partes tene

mos que existe un entero a, entre 0y 9 tal que
a ,a {a; +1 a A
ey (nefatdl (n3) < x < ~

< nedpdagd) o fael) .2,
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Calculando obtenemos que

ay 22 a , (3 +1)
n+T0—+—mT<x<n1 + I

3 , 22 1)enlO

c s as . . ay asz
— + —
Dividiendo el conjunto [n+ I 2 T 11 R i
partes iguales y procediendo sucesivamente, finalmente encontramos
una familia de nimeros enteros n, a,, 32, 33, :.. ay ;...

tal que
a) 0 <a; < 9 paratodo i=1,2,3, ...

a a2 a

ay a a 1
b) nefp ot gt TR S XS IR t tTR TR

para todo k=1, 2, ...

Usualmente se llama a los nimeros n, iy, 3z, ... LR el
g i
desarrollo decimal de x y se escribe

.X ='N, 815 2, a_J: .

'Ejemf};lo: Y72 = 1,41... -

?

Przsto que como 1<2<4 = /T =1</Z</& =2, tenemos que

la pgite entera de raiz cuadrada de dos es 1. Como

. . . 5 '
196 = (1 +.1%?! - (1,4 <2 ST <(1+ ) = (1,5) = 2,25

tenemos que 1,4 <v2 < 1,5. Como

L]
—
—

+

—

o P

+

it

a
2L
9

e ' 4 1
fir,41)? = (1 v+t o) <2 (/7)? < (1,42)?

!
tenoums que 1,41 </2 < 1,42,

Procediendo de esta manera se calculan todos les decimales que

se deseen de V2.

Ejercicio: Calcular decimales de v3; /53 /3 +/5; v3 - /5 .
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C 12 Fijemos un nimero real x y n, &, a2, a5, ... Su desarrolio

decimal. Sea

entonces supremo de B es x

(si x=/2,entonces B = {1; 1,4; 1,41; 1,414; ...} ). *

Prueba: Por lo desarrollado sabemos que x es una cota supefior de B.

Sea d el supremo de B ; (Existe porque...) entonces d <x. Si d fue
ra estrictamente menor que x entonces tendriamos que x-d >0, por tan
to existiria un natural k tal qhe T%F < x-d, lo cual implicaria que

d <x 'T%F . Por otro lado

a3 A 1
<np+ - g -
KSh+g* *JoE * TR

. . . 1 . 3, .ak .
1o cual implica que x MY Sh+gG e tiER o tedo esto mas.".a
; - . . .. . a -
transitividad del orden implicaria que 4 <n + %& oo+ T&i , 12 cual

dice que d no es el supremo de B, absurdo y fin. - .

Notar que geométricamente, el desarrollo en base diez de un nimero es

la interpretacion de dicho nimero como punto de una recta.

Ejercicios:
1) Usando C 11 deducir que entre dos reales siempre hay un nimero ra-

cional.

2) Probar la existencia de un desarrollo de x én base 2.’
Ahora comenzamos a probar que - aX = b tiene solucién y es dnica.
Primero notemos que se puede suponer a > 1. Puesto gue si
0<a<1, entonces -:->1 y si (31)2=b = a“Z =b en conse-

cuencia x = -z es la solucidn buscada.

De ahora en mds supondremos que -a > 1.



Unicidad dé x
Si hubjera x e y tal quei aX=a¥=b, com x<y 6 y<x
65 x=y, si fuera x<y tendriamos'. (tomando r, s racionales ta-

les que x<r<s<y) que aX < af < as < a¥ absurdo. Caso y <x

se trata de la misma manera.

Existencia: Lo que hacemos es construir "explicitamente" la caracte-
ristica y la mantisa de "log,(b)".

~ Consideremos el conjunto

s={z€R: z=al con n entero} =
= {... a"?, at, a, a, a*, ...}
Afirmamos que S no estd acotado superiormente-. Si 1o estuviera, tendria

una menor cota superior s pero entonces

~a™ <5 para todo entero n ,

lo cg,_a_j‘_.idice que
 an<3<s  (pues 2> 1)

Por consiguiente existe al menos un entero n tal que an >b. (De lo
contrario b seria cota superior de S). Liamemos k al menor entero
tal que ak >b, entonces ak! <b . (De lo contrario, ak™' >b, lo

que contradice la minimalidad de Kk ). Por consiguiente, hemos probadé

que existe un entero c tal que a€ < b < ac*! , dicho entero ¢ se lo
11ama la caractertstica de “log,(b)".

Ahora construimos la "mantisa" decimal por decimal. Dividimos el

segmento {c, ¢ +1) en 10 partes iguales

[c, copy) Ulc+0.1, c+1—26) Ulc+0,2, c+l—30~)U '“'”[C*ng* c+1)

Por 1o tanto el segmento [ac, aS*') queda dividido en los 10 segmen-

-
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- queda dividido en 10 partes ino necesariamente iyusies! b pert

tos

[ac, ac+ %!y y [act%! ,act %2}y ... U [aC*eo ,actt) |

Como at <b<ac* , el nimero b estd en uno de estos segmentos.
Llamemos ¢ + & a;- un nimero entre 0 y 9) el orfgen del segmento
10 :

1a cual b pertenece.

Por consiguiente, tenemos que

a, c +a; +1
"6 <b <2 10 con 0<a<x<9, a natural
. _aL~ l_ . A svidimos
E1 intervalo [c + 10 s CHygt 10) tiene long1tud 0,1. 01\1'au S
los en 10 partes iguales. Por consiguiente el intervalo
a ’ a 1 : ’
(af+1o X a°+?5'+1o)v

mn
“r
wn
3
o
O
(17

a una de ellas y sb6lo o 2 una.

a az
a ., &

Llamemos a ' 'O (a, = 0, ... 9) el origen del.interva-

’ a
to al cual b pertenece. Note que el intervalo [c + —% + 1—%% , C+ —lJO— +
+ a0~2 + 757) tiene longitud 1/10® . Reiterando este proceso indefini

damente, se construye una sucesién de nimeros a,, &, ... tal que

1) Cada ax es un natural entre 0 y 9.

a; a ax 1
aC+—-"+...+—LX— ac+7‘—;)~+...+ﬁf+wl
para cada k =1, 2,
iPero quién es X = ‘ucga(b) ?
La‘respuesta as:
x = supremo del conjunto A donde
A=y : 2B gk paraalgin k=1,2, ..
Yy y-= —6 0 e 0 y €3 o

En términos cldsicos X = €, @5, 325 335 «v. -



Para complietar la prueba del teorema, debemos verifica que

i) A es acotado superiormente.

ii) X =b

. . ' :z - a . g
i) es facil ya que por construccion, Tos ngmeros € + —1-5 o v
pertenece al intervalo [c,. ¢ +1), por consiguiente (¢ + 1) es-

una cota superior de A.

Verifiquemos i1)
Como ¢ +-% . +1—a0k—<x para cada k, y a>1 se tiene que

B a
C+—?0— +... 4 'l—ol‘g'
a < ax para cada k.

p ‘= . a a .
Ademas, por la construccidn de los nimeros ¢ + "[16 + . +ﬁk— se tie

ne que
-
N a !
r i
s +E_f' i
oy
- . T a a 1
para cua]qmer} r>k yque C.+l7|5+ +T0’§¢+—1—6E>
. a )
>c +%& +e. 4»1-05r para r <k puesto que & ... 3 son nimeros

no negativos, en consecuencia (por definicion de supremo)

o ay 1
°+T5'+,"‘ tk TR T X peara cada k.

Como a>1 se tiene que

aip ak 1
C+'1_O+. .+B +EE
a* < a para cada k.

-En consecuencia, tenemos que para cada k vale

v

k 1

c+ 2y +i}5k— c+3L 4 + Zp 4
a 10 10 < b <€ a 10 10 10 !
. a : 2
a . k ajy k 1
c+Jg teeet 0K c+ L+ b+ g
a 10 10 < ax<a 10 ) 10 10

»

»

-

. (_—
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" consecuencia 1/10k es casi cero por 1o tanto a
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Buscamos aX = b, para ello basta ver que 'a%" = 1.

Usando las dos desigualdades anteriores se tiene que
{ . g )

a a
ai k ay k 1
—=+.,.+ \ tig teeet TR Y TAK
AT ToX b ST I 10k * 70
a < b2
- . S ax c+dL L X
a®%h0 T ToR T oK ERET IS

Simplificando, se obtiene

Razonemos intuitativamente,si k es grande,lok esmuy grande y en

k R
xi/10 es casi 1. En-

consecuencia b = a¥,

Formalmente, un modo de proceder es:

Probemos que  supremo B =1 donde

C oo k ,
AL

B={(y:y k=1,2, ...}

. . -
Como a >1, entonces a'“o >1 -lo cual dice

1 _ -1/10K :
V> e = @

Por lo tanto, 1 es una cota superior de A . Probemos que 1 es su
supremo. Llamemos d al supremo de A. Por ser la menor cota superior

de A se tiene que d <1. Si d fuera menor que 1, tendriamos que

- (k+1) '
2”10 <d paracada k=1,2,...

0sea 1%71I0Y < ¢ para cada k

ma potencia, se obtiene

1, 2, ... elevando a la déci

-1/10% .
a”! 10 g gro para cada k=1, 2,...



-

Como d <1, d'® <<d 1o cual dice que d'° es una cota superior

de A menor que su supremo, ;absurdo! que provino de suponer d <1. .

Como por (*) g% es una cota superior de A obtenemos que
k.
R AR P
De (*) también obtenemos qué

-. k
VT T

3% para k=1, 2, ...

Pero un fécil ejercicio dice que

i
—

supremo C si

- k
C={y:y=a‘/l°-a%— k=1,2,...}

Por lo tanto £§ <1 1Yo cual concluye la prueba de que b = a*.

B

ﬁpté 1: Hemos probado‘que la funcién x = a de R en R>o es

biyectiva, su inversa se la denota por Tog_(b).
Si e denota el supremo del Conjunto A donde
: 1 1
A=(y:y=1+-2~+...+-ﬁr)

- (Prucbe que A éstd acotado superiormente). La funcién logaritmo

]oga que se obtiene, si dice el logaritmo neperiano.

Nota 2: Si a=2, b=5, c=2 pues 22 <5<2
a, =3 pues 2?7 <5 <1 (Haga los intervalos)

continuando obtendra

22 <L 2213 <2>1,32 <P L '..< 5 <22)$22 <22)33 <22:4 <23 .

ie log, (5) = 2,231... .

Con una calculadora y usando este método, podrd calcular los logaritmos

que desee,

Iy

r,
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Nota 3: Otra manera de probar, la existencia de x tal que a* = b es
asi

Sea B ="{r real: a¥<b }

Usando el hecho que .ar < as = r <s probar que B estd acotado
superiormente. Llaman x a] supremo de. B. Verificar que aX* =b. Pro

bablemente necesite'probar que si a‘>'0, el supremo de

ly:y< a/» ¥y n=1,2,3,...1 es uno.

Nota 4: Si usted ha constru1do los nimeros reales usando el método
de los 1ntervalos encajados, Ia prueba dada aqui para construir x

tal que a* =b dice que x es el numero determinado por la suce-

si6n de intervalos encajados ...

o

a ay. 2k 1
fcaqg+ ...+ Tg% » CHIG* e *ToR * TORT ) -
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