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REFLEXIONES SOBRE LA ENSERANZA DE LA MATEMATICA
Enzo R. Gentile

1. En la Universidad.
La ensefianza de la Matemitica, en todos 1o$-nive1e§ estd en ver-

dadera cr1s1s La razdn no es muy dificil de precisar. En Tos paises

' que no poseen ambiente y trad1c16n matem5t1ca la enseflanza consiste

en repetir ]1bros forma1es, con poca ejercitacion y la mayorfa de las
veces carentes de motivacidn. El alumno es un mero receptacu1o de co-
nocimientos que d1fTC1lnente pueda d1ger1r y que lo llevan rdpidamente
a la frustacién. 0 sea, su participacién es précticamente nula. En ge-

neral el espiritu de Ta Matemdtica Moderna con sus definiciones y méto

dos generales hace que eila1umno desarrolle muy pobremente su capaci-

e trabajo. Por supuesto que en los lugares de fuerte

- ambiente matematico, los ejemplos, problemas e ideas abundan y favorg

cen ciertamente el trabajo personal,

Pero ‘en los lugares que eso no ocurre, la ensefianza de materias

de ese tipo se hace repitiendo libros, que en’ gran nimero son simhIi

cistas" y donde "todo sefentiende" pero.nadie conoce un ejemplo en se
rio. {que no sea- Z) ni sabe como usar esos supuestos teoremas podero-

La crisis se produce entonces, cuando un gran nimero de alumnos
cap, ces, con definida vocacién matemdtica, no 1legan a maneJar resulta
dos e ideas y se convierten en repetidores pes1m1stas, que poster1or-

mente, en sus tareas docentes, transmitirdn ese malestar.

podriamos decir que, en un cierto sentido, muchas Universidades
no tienen capacidad para ensefiar Matemédtica; o seé que en rigor, la
Matemitica es en ellas una verdadera "ilusién". Por supuesto que siem
ucido, algunos jovenes talentosos
para los cuales cualquier tipo de ensefanza les viene bieﬁ. Algunos
de (stos alumnos poseen inmunidad absoluta contra los cursos malos.

Sin embargo, cientos de  jévenes se pierden en el trayecto; cantidad




“fabulosa de dinero se gasta y se desvanecen las esperanzas de usar la
Matemitica en beneficio del desarrollo cientifico del pafs, El matemd
tico profesional, es en buend parte responsable de que se haya 11ega-
do a esta encrucijada. Dificilmente tratan éstos de preparar cursos
motivados, con ejercitacién gfectiva, cursos encadenados que marquen

alguna direccién.

Mieniras que los mateﬁaticos quevhacen jnvestigacién no tengan
consciencia de la importanc{a de desarroliar cursos bisicos efectivos,
encadenados, con meta bien definida, la Matemdtica serd para muy pe-
cos, y muchos jévenes se perderdn irremediabiemente. Sin embargo, es
bien sabido que un nimero grande de estudiantes que no pueden ser
considerados de los excepcionales mencionados més arriba, cuando sa-
Yen a estudiar a otros centros en el eitgrior,‘ﬂgcen trabajos matemd
ticos_respetasleé Yy no pocas veces a?gunbs son verdaderas reveiacio-
nes.

Otra barte de responsabilidad tambign recae en los mismos alumn
nos. Podria@os decir que cuando estos tienen gran interés producen
un fuerte estimulo en la labor de los profesores y generalmente las
.cosas'andan Y4en. E1 profesor se encuentra muchas veces con 1a indi
ferencia del alumnado que ﬂo desea complicarse la vida estudiando
seriamente, ues su interés estd en el titulo que le brindard la po

sibilidad de‘nejorar su posicién econbmica.

No crit’camos ésto, sin embargo estd claro que ello va en detri
mento del niel cientifico, de a formacién de un ambiente de' traba
jo, y termina por desmoralizar al profesor que decide al fin dedicaﬁ

se exclusivamente a su trabajo de jnvestigacién que le serd, sin du-

da, de mayor utilidad.

2.  Enseniw zaq de la Matemdtica a nivel medio

La ens¢ianza moderna de la matemdtica ha buscado remediar la pre

cariedad ccii que el razonzmiento se usaba en 1a ensefianza tradicional.
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Dicha ensefianza tendfa a resolvér "problemas tipo". Esb es Gtil y no

gsta'én nuestro &nimo desmerecerlo. No obstante, el répido avance de

la Maténéfica hacfa dtraé'disciplinas, da 1ugar a una gran variedad
de prob]emas tipo y hace: necesarlo que se desarrolien métodos genera
les de trabaJo. la idea o filosofia es la de "manejar“ mis que “apren
der". Sin embargo la direccibn de la ensefianza no s1gu16 1a via pro-

pia para Tograr ese fin; probablemente, debido a que los mismos profe

_sores de corte clésico hayan tenido que producxr el cambio.

Por puro instinto de conservaci6én, los maestros se sujetaroﬁ a

ciertas tablas de saT»acfén (1a mas tipica de todas: el Algebra de

Conjuntos), para capear el temporal, y si bien ellos se salvaron, mi-

-cha gente joven se perdid y lamentablemente se sigue perdiendo.

Los alumnos de hoy no pueden resolver aquellos problemas tipo;
en verdad, no pueden resolver nada.

Por otra parte los matemiticos activos se lavaron olimpicamente

las manos de este problema y son, en gran parte, responsables del

fracaso.

3. En Matemdtica hay-que hacer.

En toda la historia de la Matemtica los matemdticos han publica

do teoremas y sus demostraciones. En la creacifn matemitica, el mate-

mitico intuye la validez de afirmaciones y teorias, y con su trabajo

trata de dar demostraciones, 0 en otros casos, buscar ejemplos que mues

tren su invalidez. As{ se -hace la matemdtica.

" os matemiticos no estudian" en el sentido que se le da a esa pa

Jabra, pues ain cuando quiere conocer algin tema nuevo el matemdtico

hace . Si se pregunta & un matemitico activo qué es lo que estd hacien-

do sin duda responderd: estoy tratando de resolver e]_siguiente proble

ma ... para lo cual estoy intentando probar tal cosa, de generalizar

tal otra, de buscar algin ejemplo de ..., un contraejemplo a ...; no

cabe que responda: estoy estudiando teoria de distribuciones o teoria




- de Galois ..., si 1o hace deberd ser en un contexto bien determinado,

un medio mé&s que un fin .,

" Ernst Eduard Kummer (1810-1893) dedicé mis de 25 afios de su vida

a la resolucion de la famosa conjetura de Pierre de Fermat (1601-1665):

“S1 n es un entero mayor que 2 no éxisteh enteros positivos x, Yy, 2,
tales que xP+y" = 22" . Como es sabido, esta conjetura sigue adn
sin resolver, Mo obstante, la obra de Kummerven esa direccidn y 1a
de otros matemdticos del siglo pasado constituyen los grandes cimien-

tos de la moderna teoria algebraica de nimeros.

Pensamos que muy raramente en la ensefianza se transmite la_acti—
tud de "hacer". Se ensefia habitua]meﬁte'Matemétic; en la misma fqrma
que historia, literatura, ;..: "informando para memorizar®. No hay por
qué enseflar Matemitica en una forma que no responda 2 la ésencia de
"hacer". Hemos hablado de "intuir®, “demostrer". La ensefanza moderna
ée'la Matemdtica tiene su punto més vulnerabie en que estimula miy po
bremente la intuici6n, e intuicidn es fecundidad. En matemdtica hay

que "hacer". Como en Misica hay que ser ejecutante, en alguna medida.

Pero 1o importante, es que, hay que "hacer” en todo nivel de tra

- bajo matemdtico, aln cuando se estudia o se busca nueva informacidn.

E1 maestro que "no hace” ro transmite el verdadero espiritu de
la Matemitica y entonces la ensefanza "engorda" la mente del joven
cuando en realidad debiera desarrollar misculos. "Estamos intoxican

do al alumno con informacién que no puede digerir y anulando su ca-

pacidad creativa®,

4, Diddetica. ((Qué?).

La acepcion corriente de este término equivale fundamentalmen-
te a "Claridad de exposicién y é&nfasis en el ordenamiento de los te-
mas"., En términos mds pedestres: A exponer con buena 1etfa. Muchas
Véces los alumos consideran "gran" profesor a aquél que 1o hace to

do, ordenada,. prolijamente: Teorema II, 1.a.5, Corolarib 11, 1.a.6,
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etc. aunque en la mayoria de los casos el expositor no presenta ideas
fundamentales, ni objetivos, ni ejergitacién'dura y sus ejemplos estdn
gastadoé,porvel uso constanfe, En verdad esos profesores destruyen la

curiosidad de los alumnos, pues todo estd (tan) clarol... y en reali-

dad son pobres expositores que'facilitan la formaci6n de una conscien

cia equivoca de la Matemdtica. "La Diddctica" en ese sentido es real-
mente un vicio de exposicién, Es también condenable ]a'actitud del
profesor de hacer de la clase un "show" de perfeccién al desmenuzar
un teorema en una serie interminable de lemas para llegar gloriosamen
te al lema n que finaliza la demostracién del teorema, pero donde to
dos olvidaron qué se queria demostrar. Pero que_fue’"Djdéctico" nadie

tiene dudas. Digamos con un poco de ironfa que "Diddctica" en Matemd-

tica es lograr que el alumno resuelva problemas y aln mds, que plan-

tee sus propios problemas! La verdadera potencia de la Matemdtica es,
no olvidar la creacidén, verdadero ejercicio de la imaginacidn; luego,

si se quiere, vienen rigor, didictica, etc:

Serfa pues interesante que en la escuela secundaria se hicieran
cursos mas operativos, pocos temas pero tratados con profundidad, evi
tando toda MATEMATICA ABSTRACTA INMOTIVADA, pero con programaé y ejer
citacidn bien definidos, en el espiritu de “Qacer y manejar". Manejar

para resolver.

5. Materfatica y Textos Clastcos.

Sefalemos la necesidad de consultar y trabajar con libros cldsi-
cos, donde mucha Matemética se hace "a mano”. Libros 1lenos de ideas,
problemas y material para estimular el trabajo creativo. Citemos. dos
po} los cuales profesamos profunda admiracién: Algcbra, An elementary
Text-book, de G. CHRYSTAL (1889_),.)( Pure Mathefnatic.s; de G. H. HARDY
(1908). Si hojea estos libros no tendrd dudas de qué puede significar
Matemitica (dura). (En un nivel mds avanzade nos preguntamos ¢Qué 1i-
bro moderno de §lgebra puede superar al Lehrbuch dbr_élgebra de Hklﬂ

RICH WEBER, publicado en 18947 Respuesta: Ninguno. En un nivel inter




medio el 1ibro Algebra de B.L. VAN DER WAERDEN (1936) no ha sido supe
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rado aiin, a pesar del gigantescd desarrollo del Algebra en los Gltimos

30 afios).

-

“ Nuestra bisqueda de informacién, y la lectura de algunos textos
cldsicos nos ha 1levado continua y sistemdticamente a efectuaf la tal
vez obvia reflexidn, sobre la importancia tremenda que significa apor
tar a la Ensefanza de la Matemitica, el factor histérico. En efecto,
esto no constituye'gran novedad. Sin embargo } a manera de ejemplo,
hotamos que en cualquier curso de Teoria Algebraica de Nimeros rara
vez se pone de manifiesto la obra original de Kummer, Dedekind, Krone

cker, ... p el monumental Zahlbericht de Hilbert. Es Gtil sefalar, en

relacién con este punto, 1a reflexidn de B. Mazur en su comentario de
1a edicién de 1a obra completa de Kummer: "Kummsi™s number-theoretic
Concerns are impressively close to the concerns of modern students of

number theory. The progression of his thought deserves and rewards

»

Close reflection". Pero no sélo para la Teoria de Nameros, sinc en

la ensefianza tradicional de la Matemdtica se observa claramente la omi

.

sidn del trabajo original de los grandes matemdticos, sobre todo en lo

referente al "concern", ..., digamos, a la preocupacién por atacar y

elegir tales o cuales vias de resolucién.

iQué importante estudiar la matemdtica conociendo las marchas y
necesarias contramarchas en cada etapa del deQeni" matemdtico! Obser
vemos que con la moda de la claridad y de la sintesis nos hemos acos
tumbrado a recibir y a su vez transmitir informacién “te]egraficaJ

carente de todo "vibrato".

Por-otra parte es bastante irracional desvincularse totalmente

del desarrollo histdrico. Las definiciones que hoy encontramos escri |

tas con buena letra fueron, en muchos casos, la labor de siglos. La

nocidn de 1imite, por ejemplo. Probar que Q , (el cuerpo racional)

“

no es coordinable con R (el cuerpo real), cosa que se hace hoy en
‘cualquier curso de Anslisis I, le costd a G. Cantor ({1845-1918) nume
rosas demostraciones previas "falsas”. En fin, toda 1a historia del

.
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" ensefianza y la investigacion. Digamos, .

ambién del Algebra hacen sin duda a la salud de la

R

con Goethe,'"la historia de una

ﬁemiaes]ackndamﬁmﬂ.”

‘6. Otros factores relativos a la ensefianzd y estudio de la Matemdtica

~ Es bien sabido que existe un gran temor (o tal vez_diriamos terror)
en el aprendizaje de la Matemdtica. Frecuentemente se 1o atribuye a la
faTté de condiciones "naturales" para estudiar esta disciplina. Nada mis
sin séntido. En efecfo} icomo podemos saber si un alumno no tiene condi
ciones para la.Matematica, si la ensefianza, en especial en su nivel for
ﬁat1vo, ‘se basa exclusivamente en atlborrarle la mente de formulas, sin
dafle 1a menor pOSibilidad de pensar? (Sin mencionar la actitud enfer-
miza de ciertos profesores ene]sentid& de acallar la curiosidad delalum
no, que ridiculizan sus preguntas o se "escapan"” por la tangenté R N
Por otra parte muchas veces se cree queé ciertos a]umnos_tienén reales
condiciones pafa_la Matemitica por el mero hecho de poder memorizar buen
ninero de férmulas y repetir definiciones. Para concluir con honestidad
que un alumno no posee condiciones para estudiar Matematica, habria que

ofrecerle primeramente cursos decentes de Matematica. Y asf, no quedaria

claro que un alumno "no tiene condiciones..."

£n Matematica, mis que condiciones, hacen falta "ganas". Estamos

cansados de ver gente "con condiciones", pero estdtica, que hay que es

.

tar empujando todo el tiempo.

Otra cuestion. Si el que estudia Matemitica espera “a priori” en
contrar resultados trascendentes, segﬂramente terminard en la frustra-
cion. Para el estudio de la Ma;emética no hay receta, excepto la de po
der desarrollar una buena capacidad de trabajo. Con una mente normal,
trabajo serio y prolongado se llega a "entender" (cosa no deédeﬁab]e!),

hacer y manejar una buena parte de la Matemdtica. Creer que la Matemdti

ca es para mentes especiales es una de las causas del deterioro de la

" ensefianza, pues despista a gran cantidad de qente “buena“. Tenemos ejem

plos de gente inteligente, diriamos brillante, que entendia todo, pero
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que nunca hizo nada. En cambio otros, se dirfa pobres, con trabajo se

rio y paciente han logrado resultados importantes. Digamos que Matemd

tica, mis que "virtuosismo" es "transpiracién“ ,

Los alumnos se desp1stan cuando la ensefanza se hace rutinaria,
ocultando consciente (o] 1nconsc1entemente su verdadera fuerza y belle

2a, complicdndola indtilmente con formu]as.que nadie sabe de dénde

vienen. Por ejemplo, en los tektos corrientes (y sobre todo en algunos

de alto predicamento!) la mayoria de los éjercicios carecen de toda-
significacion, y cons1sten en el uso a] azar de las distintas opera-
ciones combinadas con raices, 1ogur1tmos, sin ton ni son. Son eJerc1
cios “"macabros" que han hecho que 2 la mayorfa de la gente, la Mate-
matica le resulte la materia mis odiosa. La verdadera egercwtac1én

atrae y fascina y estoy convencide que mucha gente sin m¢n1flesta vo
cacién matemética,disfru»aria inteligenterente de incursiones en la

aritmética y ia geometria.

La Matem&tica ests al alcance de mucha més gente de 1o que se
piensa, pero no gratuitamente. Requiere una dosis importante de tra-
bajo individual, realizgdo pagsa@amente, sin prisa pero fundamental-
mente sin interrupcidn, Queda sobreentendida la bueng direccién y

orientacién del trabajo.

Hay que lograr, en 1a ensefianza y en la investigacién, que el
alumno sienta la sensaci6n de “estar hatiendo", pues all§ empieza el

trabajo efectivo y que rinde.

La mayoria de la gente que hace Matemitica es gente normal,
pero trabaga todos los dias, enfrenta las dificultades y hace que
éstas sern un desafio antes que un factor de depresién. Este es un
hecho cur1osc ¥ elocuente, el que "estudia" (o sea memoriza) se de
sa]1enta con las d1f1cu1tades, m1entras que el que trabaja siente,
con ellas, la sensacién de estar adelante de algo interesante y es

to lleva a acrecentar sus esfuerzos.

Por otra parte, IabMatemética es de tal vastedad que "hay lu-
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gar para.todos", hay distinios?ni@e]és dE trabéjo pero todos los nive-
les son importantes. Un 1nvest1gador modesto puede producir resultados

importantes y “de ‘gran ut111dad a otros niveles "aparentemente“ mis im-

_portantes, Como ocurre en tbddS 1%5 ciencias, los genios son la excep-

cibn.

7. EZEQuesta

£l profesor, en todo nivel, debe ser un 1nvest1gador dedicado no
exclusivamente a resolver prob?emas espec1f1cos. sino a ampliar deter
minadas 5rea§, profundizando en temas de interés general. Por ejemplo, -
un profesor secundario puede hacer un tipo de jnvestigacidn que podria
mos 1lamar “didictica" (en buen sentido) tomando algln tema como ser:
nGmeros complejos, aritmética, congruencias, ecuaciones, po]1nom1os,
combinatoria. En cualquiera de ellos hay una labor form1dab1e por desa
rrollar, sefialando los resultados fundamentales y sus aplicaciones, reg
niendo y clasificando ejemplos, ejercicios y problemas; consultando la
biblibgrafia pertinente. Eﬁvfés conocidas }evisgas dé ensefianza tales ~
como e] American Mathematjcal Moﬁth]y, el Mathematics Magéz{ne 0 é]
Mathematical Gazette aparecen numerosos trabajos de¢ investigacidn con
resultados originales,-siempre en un plano elemental. Su lectura es al
tamente estimulante“y orightadora en el fkabajo que es aconsejable rea
lizara Estas revistas y otras pueden ser consu]tada§ en las Bibliotecas

de las Facultades de Ciencias Exactas.

Para dar una idea mis concreta podemos agregar que si tomamos u-
no de los temas enumerados anteriormente, las posibilidades de hacer
Matemética sdn jnagotables. Por ejemplo, con los nameros complejos se
pueden hacer cosas tales como: geometria analitica del plano, grupo de -
transformaciones rigidas, inversion, grupo de hemografias, qrupo de- ‘
rafces de la unidad, comstrucciones con regla y compds, poligonos re-
gulares y polinomios ciclotdmicos, aritmética en enteroé de Gauss,_étc.

. y se estd de inmediato dentrc de la (gran) Matemitica. La investi-

gacidn did&ctica consiste en hacer accesible todo ese material, en bus




car 1a ejercitacion adecuada y sobre todo en gnventar problemas y ejer
cicios, en conocer la bibliografia e incursionar posteriormente en te-

mas mds avanzados, "via" las revistas de Matemitica.

En nuestra opinidn, el profesor que {nvestiga tiene la paz que ha
ce que Ta enseflanza sea convincente y penetre sin rebotes. La Matenﬁti
ca es dificil pero no imposib]e,'gs facil plantear problemas pero no
siempre es facil resolverlos. Resolver un problema.elemental puede 1e
var muchas horas y también dias y a veces no sale. Hay que desterrar la
idea en las aulas de que el profesor debe saber y poderlo todo. Eso no
existe. En mi opinién la reforma de la ensefianza de la Matemdtica en la
escuelavsecundaria seria muy facil de hacer. A saber, si se propusieran
probiemas para ir resolviendo durante todo el aflo, 1a funcién del profe
sor seria orientar, escuchar y fomentar 1a discusién. E1 alumno debe sa
ber ﬁue los ejercicios se resuelven pensando mucho y “a priori" no tie-
nen por qué salirle al profesor. Con esta actitud la ensenanza me jora-
ria fuertémente y s¢ lograria desarrollar la actitud creativa de ios
2lumnos. Sin embargo este proyecto es dificil de llevar a cabo. En efec
to, no sdlo los alumnos esperan que los pfofescres lo sepan hacer'todo
sino qU”,‘en general, los mismos profesores lo sienten asi, 6 han termi
nado por sentirlo asi, y entonces los problemas que plantean son sdlo

- ¢ .
los que ellos pueden resolver o resolvieron antes y eso es extremadamen
te poco para alimentar a un climulo de gente joven con gran capacidad de
trabajo y creatividad. Es entonces mucho mis facil dar ]érgasilecciones

y enunciados para memorizar y repetir "a lo Toro". Triste realidad.

El profesor investigador puede orientar las preguntas de los alum
nos, sugerir caminos de ataque y acoﬁpaﬁar al alumno en esta tarea tan
esencial a su formécidn, debe ensefiar a trabajar pausada pero ininte-
rrunpidamente, a agotar instancias, a encontrar no un ejemplo, sino "to
dos” los ejemplos. Forentar la resolucion de problemas, esa es la cosal
Organizar Co]oquio§ para plantear, resolver y discutir problemas, Po-
driamos decir que para los fines de la ensefanza, la Matemdtica es el

vart; de rzsolver problemas, 0 si se quiere, estudiar Matemitica és»el
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arte de entender y manejar 1as nociones teéricas (Teoremas) para poder

resolver problemas. LQUE prob]emas7 Los que aparecen por ejemplo,  en

las revistas que mencionamos antes, 0 en competiciones, 0 en nuestra

propia revista de Fducacion Matemdtica.

8. Un ultimo punto realistico

Finalmente no crea el lector que se nos ha pasado por alto un pun

to fundamental en esta charla. Nada podré hacerse si no se ofrecen a

jos profesores ‘subsidios de jnvestigacidn, licencias con goce de suel-

do para estudiar en 1a Un1vers1dad medios para asistir a cursos y se-

minarics y para proveerse de revistas y libros. Se necesitan ademds sub

cidios para organizar equipos de matematicos y profesores para escribir

y publicar Textos. Destaquemos, NO obstante, 1a encomiable y esforzada

labor que se desarrolia en varias universidades del interior de nuestro

pafs. Por ejemplio, en l1a Universidad Nacional de Cordoba, el IMAF viene

organizando desde hace §1gunos afios cursos y talleres de Matemdtica pa-
ra Profesores de Ensefianza Media que ésisten “con goce de sueldo". Exis
te también un grupo de Profesores de Ensefianza Media "en comision" quef
trabaja con los doctores J. Tirao y J. Vargas en la elaboracién de un

to Elemental de Geometria. En Mendoza y desde hace muchos afios la

aniza y dirige cursos de apoyo a nivel prima-

Tex
profesora J. Cosentino org

rio y secundario. Las Universidades Nacionales de La Pampa y el Comahue

organizan Cursos regionales anuales de 3 a 4 semanas de duracidn para

perfeccionamiento de profesores secundarios. Finalmente el Consejo de

Rectores de Universidades Nacionales ha encarado un serio proyecto de .

dictado de cursos intensivos de perfeccionamiento en diferentes lugares

de) pais en los que los asistentes gozan de una beca del mismo Consejo.

Afortunadamente tenemos ahora nuestra propia revista de Ensefianza e In-

vespiQacién en Matematica a nivel elemental donde es posible publicar

experiencias ¥ canalizar inquietudes. Me refiero a la Revista de Educa-

c1on Matemdtica, publ1cada por el IMAF de 1a Universidad Nacional de

Cérdoba La situacién es propicia para ponernos a trabajar, pero
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ijuntos! pues dispersos no haremos nada.

Facultad de Ciencias Exactas
Universidad de Buenos Aires

Direccion Postal: Anchorena 792, La Lucila (1636) Buenos Aires.




