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GEOMETRIAS NO EUCLIDEANAS

En el libro "El Plano', de J. Tirao, se prueba
que aceptando solamente los axiomas de inciden~
cia, 6rden y congruencias por un punto exterior
a una recta pasa siempre al menos una recta pa-
ralela a la recta dada, en este trabajo reprodu
cimos un modelo de geometria donde por un punto
exterior a una recta pasan infinitas paralelas.
También, este trabajo muestra las bondades de
los métodos zxiomdticos puesto que aqui observa
mos como estudiar varios ejemplos simultdneamen
te, a partir de sus propiedades esenciales.

Hay un axioma de la geometria euclidiana "cuya verdad" o su corres
pondencia con datos empiricos, no es de ninguna manera obvia. Se trata
del postulado de la Gnica paralela que por Euclides fue enunciado asi:
“Si una recta corta a otras dos, de modo tal, que en uno de sus 1ados
se forman dngulos interiores cuya suma es menor que dos rectos, esas
dos rectas prolongadas indefinidamente se encuentran en aguella parte
en la cual los &ngulos interiores suman menos que dos rectos". Hoy se
lo conoce por su equivalentei “por un punto exterior a una recta dada
se puede trazar una sola paralela a 1a misma", expresion mucho mds sim

ple que debemos al matemdtico escocds Playfair.

El aspecto de este postulado lo muestra como una aseveracifn, acer
ca de toda la extensién de una recta, imeginada como extendiéndose inde
finidamente en ambas direcciones, ya que dos rectas se dicen paralelas
cuando su interseccién es vacfa, por muy lejos que se busque la inter-
secci6n. Como la maxima longitud de una regla real, de un hilo, o in-
cluso de un rayo de luz visible con telescopio es ciertamente finita,
se deduce que este axioma nunca puede ser verificado por experimentacidn.
E1 hecho de que el axioma de la paralela no sea experimentalmente veri-

ficable nos 1leva a la cuesti6n de ver si es o no independiente de Tos
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axiomas de incidencia, 6rden y congruencias, pues si &1 fuera un on
secuencia 18gica de estos axiomas, seria posi come tal
Yy considerarlo un teorema#

La QuUeda de esta demostracidon 1levd a los matemdticos varias
centurias de esfuerzo, la mayoria de ellos sglo legaron a “"reempla-

zarlo" por otro axioma equivalente, para lograr la demostracisn.

Un parrafo aparte merece el intento hecho por el Jesuita Gerola
mo Saccheri (1667-1733), que usa POr primera vez unmétodo indirecto

admitir lo contrario v obtener consecuencias absur-

das”, para ello se vale de una figura auxiliar: el Cuadrilatero bi-
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mbién con el nombre de "cuadrilate

o
dab y abc son rectos

I los lados ad y B¢ son congruentes

Aceptando solamente los axiomas de incidencia, 6rden Y congruen-

cia se demuestra la existencia del punto medio m del 32p Y que la
o - * 1 3 . . - o~
simetria axial de eje, la perpendicular a sl

@ at por m, lleva al pun

n ¢ (ver pag. 17 de "1 Plano"). Por 1o tanto. Saccheri

adc es congruente al dEB
y dice: caben aqui tres hipétesis
© ambos son rectos
> ambos son agudos

ambos son obtusos

—_—
*En el Teorema

1.14 de "gj Plano', se prueba que aceptando los axiomas
de incidencia, &rden Y congruencias siempre pasa al menos una paralela.

R,
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Saccheri demuestra que el postulado de las paralelas equivale a
la primer hipétesis y trata luego de probar que las restantes conducen
a un absurdo. En el intento demuestra "Si en el cuadrildtero birrectdn
gulo isésceles abcd se verifica la hip6tesis del dngulo recto, del
dngulec agudo o 1a del obtuso, entonces resultard respectivamente
ab=cd o ab <cd o ab>cd“, en otro de sus teoremas logra demos-
trar "Si se verifica la hipdtesis del &ngulo recto, agudo u obtuso,
en todo triangulo la suma de sus dngulos serd respectivamente, igual,

menor 0 mayor que dos rectos".

Saccheri continla estos desarrollos deductivos hasta que en uno

de ellos concluye que en la hip6tesis del dngulo obtuso "las rectas

deberian ser finitas”. Esto es, en cada-recta existirian un par de
puntos tal que todo otro punto de dicha recta estaria entre ellas dos,
1o que toma como el absurdo deseado y excluye esta posibilidad. En
cambio para la hipétesis del dngulo agudo no consigue llegar a ningu-
na contradiccién y 1levado por su prejuicio, comprensible para la épo
ca en que vivié, declara "La hipdtesis del dngulo agudo es absoluta-

mente falsa poraue repugna a la naturaleza de la linea recta".

De nc mediar ese "prejuicio", quizds Saccheri hubiese sido el des
cubridor de las geometrias no euclideanas, pues estuvo muy cerca de
ello. Pero debi6 transcurrir un siglo mds para conocerse las primeras
publicaciones sobre éstas geometrias, de Lobatchevsky en 1829 y de
Bolyai en 1832, aunque se sabe que 15 afios antes Gauss hizo un manus
crito en que desarrolla este sistema y por primera vez lo 1lama "geg

metrias no euclideanas".

La capacidad intelectual de Gauss, Lobatchevsky y Bolyai, mos-
traron que tal geometria se basa en un sistema de axiomas no eucli-

deano que es perfectamente consistente.

Para mostrar la consistencia de la nueva geometrfa no necesita

mos construir un vasto cuerpo de teoremas no euclideano, como lo hi

cieron Lobatchevsky y Bolyai, sino construir simples modelos geomé-
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tricos que satisfagan todos los axiomas de Euclides, excepto el de la

paralela.

Uno de los modelos mas simples fue construido por Poincaré a fi-
nes del siglo pasado. A continuacién describiremos dicho modelo y ob-
Seérvaremos que se verifican los axiomas de incidencia, 6rden y congruen
cia y continuidad como estan formuladas en el 1ibro “E1 Plano". Como
punto de partida aceptaremos que tenemos un plano euclideano = en el
cual se verifican los axiomas de incidencia, 6rden, congruencia, para-
lelismo y continuidad como estan formuladas en "E1 Plano". Fijemos pa
ra siempre una recta A en = (que 1a pensaremos horizontal) y deno-

temos por H el semiplano abierto superior determinado por A.
Definicidn: Llamaremos plano no Euclideano al coamjunto H.

Definicién: Llamaremos rectas no euclideanas en H a los subconjuntos
de H que se obtienen a] intersectar H con:
a) Rectas perpendiculares a A

0 con

b) Circunferencias con centro en A.

Definicién: El 6rden que fijamos en las rectas no euclideanas es: si
es perpendicular a A, e} 6rden usual, si es una semicircunferencia,

el 6rden natural de giro horario u antihorario.

A continuacién verificamos que este plano no euclideano H junto
con las rectas no euclideanas y el érden fijado en ellas verifican los

axiomas de incidencia y 6rden como estin formulados en “E1 Plano".

El axioma 1.1 para H se verifica pues valen Teorema 1.1 y el

axioma 1.5 para .

E1 axioma 1.2 para H es consecuencia del teorema 1.1 y el axio

ma 1.11 para =,

e
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El axioma 1.3 para H se verifica pues vale para 7 y porque
dados dos puntos exteriores a una recta A por ellos pasa una Gnica

circunferencia con centro en A.

El axioma 1.4 para H se verifica por la definicién de drden

dada en las rectas no euclideanas.

E1 axioma 1.5 para H se verifica por los axiomas 1.5 y 1.11

para ™ y pues H es un semiplano euclideano abierto.

E1 axioma 1.6 para H se verifica por los axiomas 1.6 y el

1.11 para w.

Esto concluye 1a verificacion de que el plano no euclideano H
junto con las rectas no euclideanas definidas en el H satisfacen
los axiomas de incidencia y &rden. Por consiguiente, todos los teo-
remas de la unidad Puntos y rectas en "El Plano” son vélidas en H.
Proponemos al lector hacer los dibujos correspondientes, ademas de
dibujar tridngulos no euclideanos, cuadrildteros no euclideanos, etc.
Ademds, sugerimos que con la ayuda de un transportador calcule la su
ma de los &ngulos interiores en algunos tridngulos. Para esto, le in
formamos al lector que se prueba: 1la medida de un dngulo no eucli-
deano es igual a la medida en el sistema circular del dngulo eucli-
deano, determinado por las tangentes a las rectas no euclideanas en

el vértice del dngulo no euclideano. E1 dibujo es
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Pregunta: {Serd posible dibujar rectdngulos no euclideanos?

Tr’a‘r:sﬁ;.fzqsicrz.e_s rigidas en el plano no euclideano

En "ET Plano" se introducen axiomdticamente las transformaciones
rigidas de #. A continuacign definiremos una familia de funciones bi
yectivas de H en si mismo que verificardn los axiomas 7, 8 y 9 del
plano. Por consiguiente en H, valen (reformulados para este ejem-
plo) todos los resultados de 1a unidad transformaciones rigidas hasta
el teorema 1.14 inclusive. En [2] se hace un estudio exahustivo de 1a
inversién con respecto a una circunferencia. Es facil deducir, de 1o

desarrollado allf que:

Lema: Cualquier involucién con respecto a una circunferencia con cen

tro en A, transforma H en s1 mismo.
Ademds, por Teorema 1.10 de "E1l Plano", se tiene que la simetria
axial con respecto a una recta perpendicular a A, transforma H en

si mismo. Por consiguiente, Ja siguiente es correcta

Lcién: Diremos que una funcién de H en sf mismo €s una trang-

formaeién rifgida no euclideana si la obtiene como cemposicidn de una

0 varias simetrias axiales con respecto a las rectas euclideanas qu
contienen las rectas no euclideanas o involuciones con respecto a cir

cunferencias que contienen rectas no euclideanas.

Simbé7ic>mente, T:H—>H es una transformacién rigida no eucli
deana st y 510 si, existen R L. rectas no euclideanas ta} que
T =5, s ® e SLr » donde SLi denota 1a reflexién con respecto

a la recta euclideana que contienie a Ly o la involucién €on respecto

a la circunferencia que contiene -a L; , sealn corresponda. Por ejem-

Ple, si L es cualquiera recta no euclideana S, es yna transforma-
-~
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cién rigida no euclideana. Tambisn T = a la aplicacién identidad es
una transformacion rigida no euclideana pues T = SL °SL , donde S,
es la reflexidén con respecto a cualquier recta euclideana perpendicu
lar a A. Si ab, ests contenido en una recta paralela a A, la

traslaci6n euclideana que 1leva a en b es una transformacién rigida

no euclideana por ejercicio 1.27 de "E1 Plano".

Dejamos como ejercicio para el lector probar que las funciones
de H en sf mismo que hemos 1lamado transformaciones no euclideanas,
satisfacen los axiomas 1.7, 1.8 y 1.9. Por consiguiente en H valen
todos los teoremas enunciados desde el comienzo hasta, el teorema 1.14
inclusive. Sugerimos al lector reformular cada resultado en este mode

lo. Notemos que el dibujo

nos dice que en H no se satisface el axioma 1.10, puesto que L,B y
C son paralelas a R por 0, por tanto, algunos de los resul tados
enunciados a partir del axioma 1.10 de “F) Plano” valen en H y otros

no. Por ejemplo:

1) El siguiente dibujo




-44 -

muestra dos rectas no euclideanas paralelas (M y N) una recta no eu-
clideana transversal (R) tal que los dngulos correspondientes no son

congruentes.

2) En un paralelogramo no euclideano los lados opuestos no siem
pre son respectivamente congruentes. Ademds, dos dngulos consecutivos,
en un paralelogramo no euclid=ano no siempre son suplementarios, como

el dibujo siguiente 1o muestra.

3) El dibujo anterior muestra oue si a >B , entonces la suma
de los &ngulos interiores de un paralelogramo no euclideano es menor

que cuatro rectos, puesto que
a*5+a+a=;+;—+(%+3)+(;—-ﬂ)=21-(a-5).

Por consiguiente
4) En algin tridngulo no euclideano, 1a suma de los dngulos in

teriores es menor que dos rectos.

Un teorema de Legendre y Saccheri afirma, entonces que la suma
de los &ngulos interiores de cualquier tridngulo no euclideano es me

nor que dos rectos. (Haremos una prueba de esto en una préxima nota).

e
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Finalmente, le contamos al lector que: para cualquier tridngqulo

no euclideano vale

w-suma de los angulos interiores (medidos en radianes) =

= drea no euclideana del tridngulo

Como indicamos al comienzo, este trabajo sirve para mostrar como
manejar en forma simultdnea varias ejemplos, a partir de sus propieda
des esenciales. Proponemos al lector encontrar modelos de la geome-
tria euclideana o no euclideanas, distintos de los dos mencionados

aquf. (Las superficies desarrollables pueden ayudar en algo).
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