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FRACCIONES CONTINUADAS

Oscar A. Cémpolz

Introduceidén

En ésta nota se pretende 1lamar la atencidon sobre un tema muy
importante y elemental que desde hace tiempo no forma parte de la
preparacion bdsicz de la mayorfa de los matemdticos y mucho menos

de un profesor de matematicas secundarias.

El tema general es el de las aproximaciones racionales a un
nimero real irracional dado. Por supuesto que el problema de hallar
nimeros racionales que aproximen mds y mds a un dado ndmero irracio
nal y el problema qe dar la expresién decimal de dicho nimero irra-

cional son equivalentes.

Digamos entonces que se da un ndmero irracional caracterizado
por alguna propiedad y una cierta familia de nimeros racionales.
Uno busca el nimero racional de la familia que mejor aproxima al

irracional dado y trata de estimar la diferencia entre ambos.

Precisemos un poco mds. Digamos que a es un ndmero irracional.
Dado un nimero natural k podemos preguntarnos cudl es el nimero

racional h/k de denominador k que mejor aproxima a « y estimar

|a - h/k]|.

Cualesquiera sean k y «, estd claro que podemos encontrar un
nimero entero h tal que « esté comprendido entre h/k y (h+l)/k
Luego se debe cumplir que

h 1
0<a - F<< 7
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En cualquier caso estdn excluidas las igualdades debido a la irra

cionalidad de «.

Sin embargo para algunos valores de k se pueden obtener aproxi-

maciones mucho mejores.

Para aclarar ésta afirmaci6n usamos una observacién atribuida a
Dirichiet que no necesita demostracién: si N objetos son distribui-
dos en N-1 recipientes entonces al menos un recipiente tiene dos o

mas objetos.

Cenotemos con [x] al mds grande entre los nameros enteros meno
res o iguales que el ndmero real x. A [x] se lo 1lama parie ente-—

ra de x.

Dado el nimerc irracional « y un nimero natural N tomamos co-
mo objetos los N nimeros irracionales nx-[na}] para n = 1,2,...,N.

Se tiere entonces que

0<nx -[m] <1 ,para todo n =1,2,...,N.

Tomemos ahora como "recipientes® a los N intervalos abiertos

de la recta real (0, 1/N), (1/N, 2/N), ..., ((N-1)/N, 1).

Puede suceder que para algin natural n <N se tenga

0 <nx -[na] <1/N en cuyo caso obtenemos

0<a-[£]. <_]:_ 1
n nN n?

En caso contrario los N objetos antes mencionados estdn repar
tidos en N-1 de los “recipientes” ya que ahora sabemos que el pri-
mer "recipiente" no contiene objetos. Entonces uno de los recipientes
debe tener al menos dos objetos. Esto dice que tenemos nfimeros natu-
rales m,n tales que 0 <m<n<N y ademds
1

{na - [na] - (mx - [med )| <:ﬁ
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es decir que

[(n-m)a - ([ned - (ma]| < &

Si 1lamamos k = n-m, h = [na]-[mx] tenemos un natural

k <N yun entero h tales que

‘ 1
lka - h| < N

Nuevamente sigue entonces que

0< la-h/k| < g <t

En cualquier caso hemos entonces aproximado 2 « en menos de

1/k* por una fraccién de la forma h/k.

Mis precisamente, hemos probado que dados N ¥ @ podemos ha

1ar una fraccién de 12 forma h/k con k <N y tal que

(1) o~ h/k| <

Digamos que ademds de la importancia que éste tipo de resul ta-

dos tienen de por si, con una ligera modificaci6n se puede usar p

|

ra probar que si n >1 es un divisor de un nimero de la forma
A* +1, A natural, entonces existen enteros s y t tales que
s’ +t* = n. Este resuitado a su vez conduce a la demostracién de
que hay una infinidad de nGmeros primos de ia forma 4k +1 (mucho

mds ficil es ver que hay una infinidad de primos de la forma

£l tema de fracciones continuadas forma parte del estudio
sistemdtico de desigualdades del tipo (I) y del cdlcule zfectivo

de la fracci6n h/k una vez dados « y N. En éste sentido los

resultados mds destacables han sido obtenidos para el caso de

e
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irracionalidades Cuadraticas, es decir, nimeros reales que son solucio
nes de una ecuacién polinomial de grado 2 a coeficientes racionales (o

1o que es 1o mismo, a coeficientes enteros).

Por otra parte el tema tiene consecuencias tedricas y practicas

muy importantes como puede verse consultando las referencias a] final.

El resto de la nota lo dedicamos a aclarar estas altimas afirma-

ciones.

Antes de entrar en tema digamos que en lo que sigue hacemos uso

intensivo del principio de induccién completa.

A modo de ejemplo, el primer uso que hacemos de este principio
es para dar una definicign (por ello 1lamada de finicién tnductiva):
para definir una sucesign (an} de nimeros reales basta decir quien
€S o y dar la forma de obtener el que sique a los ya definidos,
es decir, como se obtiene el &lemento @, de la sucesion a partir

de Tos elementos ®y ie., @

k=1 °

De manera andloga se usa para probar la validez de una proposi
€ibn para todos los nimeros naturales: se Prueba que vale para 1 y
luego se prueba que de 1a validez de 1a Propesicién para un dado na
mero natural sigue la validez de 1a proposicién para el siguiente

namero natural.

Un enunciado mis preciso del principio de induccién es el que

sigue.

Supongamos que queremos establecer la validez de una sucesidn

infinita de praposiciones matemdticas A,, Ay, A5, ... que juntas
~ 4+ on 12 DrODOSICIAR rammima c a

consty uyen una P2rOpasicidn -J:."\c'ic‘i A . .;u;_'f,:'?giﬂ;‘::S: 3} que 20r un
razonamiento matemitico se Prueba que si m es un iral cualguie

ra; de la verdad de 1a Proposicién A se sigue la verdad de 1la

m
Ansl Y b) se sabe que la proposicién A, es cierta. Entonces
todas las proposiciones de 13 sucesién son verdaderas Y queda pro

bada 1a proposicign A.

R
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El enunciado anterior Junto con ejemplos, aplicaciones y comen-
tarios puede hallarse en el libro de R. Courant y H. Robbins, éQué

es la Matemdtica?, editorial Aguilar.

Fraceiones continuadas

Comenzamos con el concepto de fraccién continuada de un nimero

real y luego probamos sus propiedades generales.

Si @ es un nimero real irracional podemos poner

donde [a] denota, como antes, 1a parte entera de @ y o, >1 es

de nuevo un nimero irracional.

Llamemos a, = [a] (que es un namero entero) y tenemos enton

ces

Como o; > 1 podemos escribir

. 1
o = o $ —

1= ]+
y tenemos nuevamente «; >1 y ahora el nimero 3 =[] es un

ndmero natural.

Podemos entonces definir inductivamente una sucesibn o, @, ...
de nimeros irracionales mayores que 1 y una sucesidn dp, a3, @2, ...

de nmeros enteros, donde salvo 3, 10s demds son naturales, ponien

do
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Asociadas a cualquier sucesién 3, a1, 32, ... de nimeros va-
mos a definir inductivamente un par de sucesiones de nimeros

Pos Prs -..5 Go, Qi, ... de nimeros de la siguiente manera

Po = Po(3, a1, ...) = a

G = Qfa, ay, ...) =1

Para simplificar notacién antes de seguir pongamos

A

= po(ar, az, ... ) = a,

G = qo(a1, a2, ... ) =1 .

Supuestos definidos Py ¥ 9 para k <n y para todas las su

cesiones 23,, a;, a;, ... definimos entonces

©
"n
g
(-]
©

0
=]

"

©

donde nuevamente hemos puesto

Proy = Ppoy (@15 22, .00)
W qn_l(a,, ) I

Notemos entonces que

. . ot
Y que si suponemos cierto que T - [2, a,, ..., a_ ] entonce
n-1
' + '
Pn - %Py -, e 1 [a, a an
S —_—TaA = T - i 1 cvo J
A 0ol * T lana, ] 2 * “n

i
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es decir entonces que pp/q, es una expresidn racional para

ol

s de destacar ademas que Pnh ¥ 4p dependen s6lo de

s 3, ..., ap y no de la sucesidn completa de nimeros a,, d15324..
A continuacidn hacemos una demostracién por induccién de las

férmulas que siguen

(n>2)

(n=>2)

Estas formulas dan un método inductivo de cdlculo para la n-ési

ma convergente (en su expresidn Pn/qp) -

El caso n =2 se verifica directamente. Veamos la férmula

para p;

P2 = api +qf = ao(axpg Ll Py = (a1a; +1) + a, =

= @133 + 3 + A,

Por otrz parte

Analogamente se puede probar la férmula para qa.

Hagamos entonces la hiptesis inductiva de que las férmulas valen

para n-1 (22) y para cualquier sucesién de nameros do, 1, Az,

Queremos de &sto deducir la validez de las formulas para n.

Sabemos entonces que

i
Y
L

n-1 “p

Usando ésto calculemos

R
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Un cdlculo andlogo probaria la validez de la férmula para q,

En 1o que sigue suponemos a;, a;, ... son ndmeros reales posi
tivos como es el caso en la fraccidén continuada de un ndmero irracio

nal.

Una consecuencia importante de las formulas en (II) es que si

ponemos
n = [ak,ak'H T oo an] ~ 0<k<n
entonces
Pn _ ~
q'[aOs alr ey an] '[aOy al) “eey ak'l‘ rk]
Tk %-1 *%-2

y de &sto se puede deducir la unicidad del desarrollo en fraccicnes

continuadas de un nimero irracional.

Precisando, pasamos a probar por induccidn que si 29,3;,...,a_,

n
ba,b,,...,bn son nimeros reales tales que LI RERRL sbi,....b_
son mayores o iguales que 15 a,a1,...53 15 bosby,....b  son
enteros y

[60: Aty «eey an] = [bﬁy bl- Wsiey bn]

entonces a, =bo, 3y =b;, ..., a_=b

como el caso n = 0 es obvio, hacemos s6lo el paso inductivo.

Pongamos

r =[a|, @29 ceeyp an] 21
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Ay + — = by +
- ry .~ S
31 ry =1 entonces — ‘0 entero y como s; =1 si
S - =
gue que debe ser s; =1 = ry do = by Ademds, de 1a hi
rn = S; Ssigue que ai = bi para

i=0,1, ..., n, lo que concluye 1a prueba en el caso r; =

Si tenemos ahora r; > 1 entonces a, +—— no es un entero y como
1
by 1o es, sigue que s;'> 1.
Luego, tomando "partes enteras"
r 1
- 17 _ T 1
ao~yao&—.-:b04--—;:,o
L r"J s 1

entonces sigue nuevamente que r, = s, y usando dé nuevo la hipotesis

inductiva resulta ahora que

a: = b, para i =0,1, ..., n.

Utra consecuencia importante de las férmulas en (II) es
' \ /

-

et

—
—~—
L0

La demostracidn de &

partir de (II).

m
2

lo que se verifica reemplazando po = a0, o

n
—
m
[ad
(2]

e
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Como otra anlica A o enemos
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En &ste caso se tiene

P
n+2
= =
qn+7 [aO: dy, seey n+‘, n+2l
y luego
Pn+s §—1\n+l
n® " Ppy < Y g TPy T q . +q_
: n+2 ) N+2 'n+l n
Esto G1timo puede escribirse
Pna (-1 s

(VII) « - = —
e qn+1(“n+zqn+1+qn)

La férmula (VII) (junto con (V)) expresa el hecho de que la suce-

.z 2 o 3 - o s
sibn E~Q converge en forma mondtona ereciente al numero irracional a
HM2n
i 2n+] - s
y la sucesién T converge en forma mondtona decreciente al nGmero
2N+l

a. Usando que « > a » de (VII) obtenemos la siguiente estima
n+2 n+2

cidn a priori para el error.

(VIII) a - —

desigualdad del tipo de 1a que teniamos en (I) como anticipdramos.

irracionalidades cuadréticas
2 ———-rdades cwaaraticas

Asi las cosas, nos nlanteamos el problema de calcular explicitameﬁ

te Tos nimeros 5 31, &, ... ya que &stos nos dan las sucesivas a-

proximaciones Po/Gos pr/a;, P2/,

En la efectiva computacidn de éstos nimeros 5, 81, 32, ... a
partir del nimero irracional « es donde el Gnico éxito “genérico" des-
tacable es para el caso de irracionalidades cuadrdticas (ver el comenta

rio al final).

—
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A continuacién ejemplificamos y damos el resultado general d

de
Euler-Lagrange para nimeros cuadrédticos.
Comenzamos con el ejemplo « = v2.
La identidad clave es
CAS e B
2+72 - 1
Usando esta identidad podemos “predecir" toda la sucesién
Q, 1, 32, ...
En efecto, estd claro que 1</2<2 con lo que a3, = 1.
Ademds «, = L SR 1 de donde sigue que a, = 2
2 -1

y también que o, = o; .

Estd claro entonces que

o
n

2 para todo i=21.

El caso a = /2 es entonces un ejemplo de desarrollo en frac-

ciones continuadas periddicas no puras.

Si pusiéramos a« = /2 +1 tendriames un caso de periodicidad

pura.

Para a = /3 1la identidad clave es

U T (O, SR
1 —
2+(/3-1)

ya que procediendo como antes se deduce de aqui que

a9 =1
841 =1 para todo i =1, 2,
a,; = 2 para todo {1 =1, 2,




P .
€ donde Si

gue
€ qQue
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a}_alal']»:O

Yy entonces «, es cuadrdtico.

Ademds, reemplazando «, por

ig
o sigue que

0= (a-ao)" - a (cx-ao)'l - 1. Multiplicando por -(x -a5)?

obtenemos

0=-1+a(x-a) + (@a-20)% = & - (22, -a;)a + 3} - a3 -1

y luego o también es cuadratico.

Si uno parte de, digamos, L LS sabe que
¢ =3 + 1 . a_ + 1 =a_ + 1

n ncoe LI + 1 no, |

N+l «a n+l o«

n+2 n

Del primero y Gltimo té&rminos se obtiene la ecuacidn

I a? - a -
( X) aT'H'l n an an+1 n n

que es cuadrdtica en a a coeficientes enteros.

Ahora de la ecuacién

* o+ i
(44
n
uno despeja a . en términos de «, reemplaza en (IX) y obtiens una
ecuacidn cuadritica en o a coeficientes racionales y luego otra a
coeficientes enteros.
Con ésto creemos haber ejemplificado el hecho de que un razona-
miento inductivo en m-n nos puede 1levar a la demostraciSn de que

si n<m y o " Olm entonces @, es cuadrético y luego a es
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cuadréatico.

Ejercicio: iCudl es el nimero a tal que su desarrollo en fracciones con

tinuadas'es

a=1(3,3,3,..] ?

Dar una ecuacién cuadratica para «
Lo mismo si « =[5, 6, 5, 6, ...]
Seguimos con el teorema de Euler-Lagrange.

Digamos al respecto que la demostracién de que si a« es un nimero
cuadratico entonces su desarrollo en fracciones continuadas es periddico

es bastante mds dificil que 1a reciproca que ya vimos.

Damos a continuacidn el esquema de la demostraci6n que puede verse
en Hardy y Wright [2, pig. 144]. El1 lector interesado puede encargarse
de nueve en llenar los detalles que faltan. Se puede también consultar

el 1ibro de Niven y Zuckerman [1], que estd en castellano.

Suponemos entonces Qué a es un nimero real y que existen nimeros

enteros a, b y c tales que

(X) aa® +ba +c=0 > a#o

Recordemos que en 1a notacién anterior teniamos

(XI) @ =[a,,...,2 L

a  +
Pn-1%n p
[+ 4

@ | = rar-

n-1

qn-l n n-2

Reemplazando « en (X) por el tercer miembro de (XI) y eliminando de

nominadores obtenemos

An a; +8, a, +C =0 , para todo n

donde

e —
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Se cumple ademds que An’ Bn’ Cn son nameros enteros y

(XI1) b? - dac = B; -4A C, ., opara todo n.

De la férmula (VII) sigue que podemos escribir
CPaa
n-1 -1

donde & _ es un nGmero tal que )Sn_ll <3
8p-y s
Entonces Ppet "2 9. * 3 y reemplazando en la defi
. n-1 ‘
nicidn de An se puede obtener
Al <2 Jaa] + [a] + |b] .
Com C =A _ sigue entonces que

|Cn] <2 |aa| + |a] + |b]
y usando (XII) y é&stas dos Gltimas acotaciones obtenemos también

18,2 <8 (2 |aa| + [a] + [b])?

De estas tres Gltimas acotaciones sigue que deben existir in-

dices j <k <Z£ tales.que

(AJ’ Bj‘ Cj) = (Ak' Bk’ Ck) = (Al‘ BL’ CE)

A |
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Pongamos

A=A (= A=Ay
B =8 (=8, =8,
=C,(=C =
C=Ci =G =¢p)

Se tiene entonces que aj, ak, @, son raices de la ecuacién

cuadratica

Ax* +Bx +C =0

S i ax, =@ ax, = a 0 a =a, . En

y luego se debe cumplir que § Kk ° . j ? k I
cualquiera de los tres casos sigue que la fraccifn continuada es pe-
riddica.

Para concluir esta seccién digamos que en el libro de D. Shanks
([5, pag. 178]) pueden verse férmulas inductivas para el cdlculo del
desarroilo en fracciones continuadas de los ndmeros cuadrdticos de la
forma a = N donde N es un ndmero natural que es producto de pri
mos distintos.

En dicho 1ibro puede verse una coleccidn muy grande de problemas

resueltos y no resueltos en éste y otros temas junto con aplicaciones,

referencias, etc.

Irracionalidades equiva lentes
———————="tdades equivalentes

En esta Gltima seccign quisiéramos mencionar un concepto que ya

estuvo presente antes alinque en forma veiada. Se trata del concepto de

irracionalidades equivalentes .

Dos nGmeros irracionales « y B se dicen equivalentes (y abre-

viams « ~B) sj existen nimeros enteros a b, c, d tales que

e
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_ax + b
ca +d

y ademds se cumple que (ad-bc)? = 1.

Como se tiene

& l-a+0
"0 ra+ 1

sigue que a« ~a . Esto se expresa diciendo que la relacién ~ es una

relacidn reflexiva.

. ax + b d6 -5 )
= — - = 1 =
Ademds si f =<7, ad-bc =+1 entonces a 2(73——_ ‘ +a}

los signos x se corresponden).
g
Esto dice que la relacifn es simétrica.

si a, b, c,d, e, f, g, h son enteros tales que (ad-bc)?

=1=(eh-fg)) y «,B,7y sonirracionales tales que

ax +b _, e + f _
c@+d " y o

(ae + cf)a +(be + df) _

entonces (ag + ch)x +(bg + dh) 1

con ae +cf, be +df, ag+ch y bg+ dh enteros tales que

((ae + cf)(bg + dh) - (be + df)(ag + ch))® = 1.
Es decir, si a~f y f ~y entonces a ~ 7.
Esto se expresa diciendo que ~ es una relacibn transitiva.

La reflexividad, simetria y transitividad se resumen diciendo

que ~ es una relacidén de equivalencia.

Notemos que como

O-a+1

1 + L 1 -
a " Ta+U el Oa+l ° T ha+1




532"

se tiene que -a ~a, a' ~a, a+l ~a

Ademds, como

_ao'a!*—l

1
o = b BRI
Be a, cay +

sigue que a ~a;. Andlogamente, como

o +1
1 qn-1 n
-1 T Y T T-« +0
n-1 N 5 A

se deduce que « ~ o
e qu n-1 n

Un razonamiento inductivo usando la transitividad nos muestran en-

tonces que

(] an » para todo n.

La importancia del concepto de equivalencia de irracionalidades en
relaci6n al tema de fracciones continuadas se centra en el hecho de que
irracionales equivalentes tienen esencialmente el mismo desarrollo en

fracciones continuadas.

Precisando, se puede probar que si « = {as, 3,

- =eer 8 an+1}
B =[bo, by, ..., bps 5n+1} son dos ndmeros irracionales entonces « ~ 8
si y s6lo si existen naturales n y m tales que o =B
m
Destaquemos el hecho de esi a =3 entonces a =B
q de que s o P onces el o~

Es decir, los desarrollos coinciden desde un punto en adelante para am

bos nilmeros.

La demostracidn de este hecho puede verse en el libro de Lang [ 3,
pdg. 12]. Aunque no la haremos en detalle, nos proponemos indicar a con
tinuacidn un curso posible {que no es el de Lang). Con &sto finalizamos

la seccién.

Ya hemos destacado que dado un irracional « » se tiene @ ~a

s

para todo n. Lyego si tenemos e Bm » usando las propiedades de ~

R R EEE——————
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sigue que a ~f.

La demostracién de la reciproca es bastante mds dificil y profun
da.

Se puede comenzar probando que las operaciones T(a) = a+1 y
S(a) = -1/a  “generan" casi todas las operaciones posibles de eqt va
lencia. Precisando, se prueba que dados enteros a, b, ¢, d tales

tales que ad-bc = 1, entonces existen enteros n,, coesNpy By ..

.» M. tales que se tiene la siguiente igualdad matricial
.  / - .
(XIIT) (a b> (1 om0 -1)\% o 1 n)(0 -1}
c ¢/ \o 1/\1 0 o 1/\1 o

Esto se puede demostrar por un argumento inductivo en las entradas

a, b, ¢, d. Podemos suponer por ejemplo que ¢ >0 y notar el efecto

de multiplicar matricialmente:

/,
CaG (s )

Se ve entonces que si elegimos potencias sucesivas convenientes

m

de las matrices de T y de S y multiplicamos a izquierda a 1a ma-
b

a
triz dada
(c d

) » podemos "llevarla" a la matriz identidad.

Dados ahora dos nimeros equivalentes o« y f digamos que
a, b, c, d son nimeros enteros tales que ad - bc =1 y

aa +b _ 8
cx+d "¢

b

Escribimos la matriz a
c d

) como en (XIII).

Se puede verificar directamente que el miembro de la derecha de
(XIIT) operando en « significa aplicar a « la operacién S mp.-ve-

ces sequida de la operaci6én T n.-veces, ..., etc.

|
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Finalmente notamos que los desarrollos en fracciones continuadas

de « y T(a) coinciden después del primer término, esto es,

@ = (T(«));. Para el caso de a« y -S(«) se puede suponer usando
lo anterior que 0 <a <1 y entonces a; = -S(¢) ypara @ y -«
se ve que a, = (-a), si a >1 yaque a = (-a); si a, = 1.
Comentario

Quisiéramos concluir dando lo que nos parece una razén muy impor
tante (aunque no sepamos si es original o no) para la ausencia total
de resultados en el cdlculo del desarrollo en fracciones continuadas
de otras clases de nameros algebraicos o no, aparte de los cuadriti-

cos.

La razén la veriamos en el hecho de que el desarroilo en fraccio
nes continuadas estd "naturalmente” asociado a ecuaciones cuadrdticas.
Para ecuaciones de grado superior (sin hablar de trascendencia), lo

"natural” seria otro tipo de desarrollo. Ejemplefiquemos.

La ecuacién x* - 2x - 1 =0 (que no tiene al 0 por raiz) es

equivalente a

x|

X =24+

Reemplazamos ahora «x por su igual 2 +

XK |

en el segundo miem

bro y se obtiene

X
Reemplazando de nuevo obtenemos

x~2+41__
&+ —1

2+

e ———



-35-

Asi sucesivamente obtenemos el desarrollo en fracciones continya-
das de la solucion 1 + v2 de la ecuaci6n original x* - 2x - 1 = Q.

De naturaleza muy distinta (y muy dificilmente manejable) seria
el desarrollo que obtendriamos a partir de la ecuacidn

x> -3x* -4x-1=0 con el mismo tipo de razonamiento:

x =3 +4x7" +x7? =3+ 4(3+48x7" +x72)7" 4 (344x7 +x72)? =

Ejercictos.

1) Usando el comentario anterior, calcular el desarrollo en fracciones
continuadas de una raiz -de cada una de las ecuaciones que siguen
a) x* -3x-1=0 |
b) x* -4x -1

0

2) Evaluar las fracciones continuadas que siguen, calcular las prime
ras convergentes y estimar los errores
)RS )
b) t2,1,1, ...]
c)inli2 3, i n ]
din il 25 1502 el
)il 25 150 2 1 )
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