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t cos a +sen a , s = sen a . 

l = (2/3)(s + 1) 

h = (l/3}(t-s)(4s +1) 

0 = 1/(t- S) 

F = (l/2)(t2 -1) 

e= 4(t-s)(s+l)/(-4s3 -s2 +4s+4) 

g = (2/9)(4ts-4s2+t+s+2)2/(tL1). 

C.O.N.I.C.E.T. - U.B.A. 
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FRACCIONES CONTINUADAS 

Osear A. CámpoLi 

Introducci6n 

En ésta nota se pretende llamar la atención sobre un tema muy 

importante y elemental que desde hace tiempo no forma parte de la 

preparación básic ~ de la mayorfa de los matemáticos y mucho menos 

de un profesor de matema t ·cas secundarias. 

El tema general es el de las aproximaciones racionales a un 

número real irracional dado. Por supuesto que el problema de hallar 

números racionales que aproximen m&s y m&s a un dado número irrac i~ 

nal y el problema de dar la expresión decimal de dicho núme ro 'rra-

cional son equivalentes. 

Digamos entonces que se da un número irracional caracterizado 

por alguna propiedad y una cierta familia de números racionales . 

Uno busca el número racional de la familia que mejor aproxi ma al 

irracional dado y trata de estimar la diferencia entre ambos. 

Precisemos un poco más. Digamos que a es un número irracion03 1 

Dado un número natural k podemos preguntarnos cuál es el número 

racional h/k de denominador k que mejor aproxima a a y estimar 

la- h/kl . 

Cualesquiera sean k y a, está claro que podemos encontrar un 

número entero h tal que a esté comprendido entre h/k y (h+l )/k 

Luego se debe cumplir que 

6 

O< h+l <1 
-¡- - a 2k 
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En cualquier caso están excluidas las igualdades debido a la irra 

cionalidad de a. 

Sin embargo para algunos valores de k se pueden obtener aproxi-

maciones mucho mejores. 

Para aclarar ésta afirmación usamos una observación atribuida a 

Dirichlet que no necesita demostración: si N objetos son distribuí-

dos ~n N-1 recipientes entonces al menos un recipiente tiene dos o 

-15-

es decir que 

1 (n- m)a - (1 na) - [roa] 1 < k 

Sillamamos k n-m, h=[na)-[rm:] tenemosunnatural 

k< N y un entero h tales que 

1 más objetos. 1 ka - hl < N 

Denotemos con Lxl al más grande entre los núme,ros enteros meno 

res o i gua 1 es que e 1 número rea 1 x. A ( x) se 1 o 11 ama parte en te-

ra de x. 

Dado el número irracional a y un número natural N tomamos co­

mo objetos los N números irracionales na -[na) paran= 1,2, ... ,N. 

Se tieRe entonces que 

O< m- [m]< 1 ,para todo n 1,2, ... ,N. 

Tomemos ahora como "recipientes" a los N intervalos abiertos 

de la recta real (0, 1/N), (1/N, 2/N), ((N-1)/N, 1). 

Puede suceder que para algún natural n <N se tenga 

O < na - [ m) < 1/N en cuyo caso obtenemos 

O < a - ( na) < J... < ._1_ 
n nN nl 

En caso contrario los N objetos antes mencionados están repa! 

tirios en N-1 de los "recipientes" ya que ahora sabemos que el pri­

mer "recipiente" no contiene objetos. Entonces uno de los recipientes 

debe ter.er al menos dos objetos. Esto dice que tenemos números natu­

rales m,n tales que O <m< n <N y además 

1 na - ( na] - ( nn - ( JTJX] ) 1 < ~ 

Nuevamente sigue er.tonce que 

1 1 
O < 1 a - h/k 1 < kN < F 

En cualquier caso hemos entonces aproximado a a en menos de 

1/k2 por una fracción de la forma h/k. 

,.,as precisamente, hemos probado que dados N y a podemos ha 

llar una fracción de la forma h/k con k <N y tal que 

( I) 1 ja-h/kl < kN 

Oigamos que además de la importancia que éste tipo de resulta-

dos tienen de ro si, con ur.a ligera ~dif'cación se puede usar pa 

ra probar que si n > 1 es un divisor de un número de la forma 

A1 +1, A natural, entonces exist¿n enteros s y t taler que 

s1 +e = '1. Este resultado a su •1ez conduce a la demostración de 

que hay una infinidad de númet·os primos de la forma 4k + 1 (rr: •cho 

r:1ás f¿ci es ver qJe hay una infinidad de primos de la forma 

4k +3\. 

El te~ de fracciones con~inurtda$ forma par~e del estudio 

sistemático de desigualdades del tipo (1) y del c¿lculc : ... c-:ti•o 

de la fracción h/k una v~z dados a y N. En éste sentido s 

resultados más destacables han sido obtenidos para el c~so de 
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irracionalidades cuadráticas, es decir, números reales que son soluci~ 

nes de una ecuación polinomial de grado 2 a coeficientes racionales (o 

lo que es lo mismo, a coeficientes enteros). 

Por otra parte el tema tiene consecuencias teóricas y prácticas 

muy importantes como puede verse consultando las referencias al final. 

El resto de la nota lo dedicamos a aclarar estas últimas afirma-
ciones. 

Antes de entrar en tema digamos que en lo que sigue bacemos uso 

intensivo del principio de inducción completa. 

A modo de ejemplo, el primer uso que hacemos de este principio 

es para dar una definición (por ello llamada definición inductiva): 

para definir una sucesión {an} de números reales basta decir quien 

es a¡ Y dar la forma de obtener el que sigue a los ya definidos, 

es decir, como se obtiene el elemento ak de la sucesión a partir 
de los elementos a¡ , ... ' ak -1 . 

De manera análoga se usa para probar la validez de una proposj_ 

ción para todos los números naturales: se prueba que vale para 1 y 

l~ego se prueba que de la validez de la proposición para un dado nQ 

mero natural sigue la validez de la proposición para el siguiente 

número natural. 

Un enunciado más preciso del principio de inducción es el que 
sig1,1e. 

Supongamos que queremos establece:- la 'faliéez de una sucesión 

1nfinita rle pro.oosiciones matematicas A A A 
1 , 1 • ) • que juntas 

constituyen un;;. p:-opt>sición renera1 A. Supongamos·. ) 
" a que ,JOr un . 

razonar~iento m~tem tic o se prueba que si m es un natura 1 cua 1 qu i~ 

ra, de la verdad de la proposición Am se sigue la verdad de la 

~1 Y b) se sabe que la proposición A1 es cierta. Entonces 

todas las proposiciones de la sucesión son verdaderas y queda pr~ 
bada la proposición A. 
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El enunciado anterior junto con ejemplos, aplicaciones y comen-

tarios puede hallarse en el libro de R. Courant y H. Robbins, ¿Qué 

es la Matemática?, editorial AguiJar. 

Frocc:iones continuadas 

Comenzamos con el concepto de fracción continuada de un número 

real y luego probamos sus propiedades generales. 

Si a- es un número real irracional podemos poner 

a = [a] 1 +­a¡ 

donde [a) denota, como antes, la parte entera de a y a.> 1 es 

de nuevo un número irracional. 

Llamemos a0 = [a) (que es un número entero) y tenemos en ton 

ces 

1 ao +­a¡ 

Como a 1 > 1 podemos escribir 

y tenemos nuevamente a1 > 1 y ahora el n~ro a. 

número natura 1 . 

[a1 ] es un 

Podemos entonces definir inductivamente una sucesión a., ~, ... 

de números irracionales mayores que 1 y una sucesión ao, at, a2, · · · 

de nG~eros enteros, donde salvo a0 1os demás son 1atura1es, ponie~ 

do 

an=(a -a )-1 n-1 n-1 
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Es decir, hemos dado los primeros términos de ambas sucesiones y 

en las fórmulas anteriores está dicho como se obtienen, a partir de uno 

cualquiera, los que s1guen. 

Tenemos entonces que 

1 + 1 1 O' a o +- = ao ao + a, ---r a,+- a, + 1 al 
a1 + 

IXJ 

1 ao + -----,------
a1 + -=a-1-+:-------

A esta última expresión la abreviamos 

y es igual a a 

Escribimos también simbólicamente 

a [ ao , a1 , a1 , ... J 

para d 'lOtar la sucesión infinil:a óe coc1entes y la llaman:os fracción 

continuada de IX (algunos la llaman fracción continua). 

Al número racional 

se 1 o 11 ama n-ésir..o cont>Grgente prir.cipal. de a y a 1 número a
0 

se 

1 o 11 ama n-~aimo cooiente parcial. de o: • 

Para ~stimar la diferencia entre a y el n-ésimo convergente prin­

cipal de IX necesitamos algunas fórmuas inductivas para los numeradores 

y denominadores de las expresiones racionales [ a0 , a1 , ••• , anl . 
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Asociadas a cualquier sucesión a0 , a,, a1, . . . de números va-

mos a definir inductivamente un par de sucesiones de números 

Po , Pt , ... , Qo , q, , . . . de números de 1 a sigui ente manera 

Po ( ao , a, , ... ) 

Qo ( ao , a, , ... ) 1 

Para simplificar notación antes de seguir pongamos 

1 

Supuestos definidos pk y qk para k < n y para todas las su 

cesiones ao, a1 , a1 , • • • definiros entonces 

donde nuevamente emos puesto 

Pn-¡ (a¡ , a1 , ... ) 

qn-¡ ( a1 , a2 , ••• ) 

Notemos entonces que 

p~-1 y que si suponemos cierto que ~ 
qn-t 

p a.,p' +q' ¿., n-1 n-1 
qn P~-1 

[ '!, , a1, ... , anl entonces 
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es decir entonces que Pn/qn es una expresión racional para 

[ ao , a. , ... , anl . 

Es de destacar además que Pn y qn dependen sólo de 

ao, a¡, ... , an y no de la sucesión completa de números a0 ,a
1
,a

1
, ••• 

A continuación hacemos una demostración por inducción de las 

fórmulas que siguen 

(II) 
an Pn-1 + Pn-2 

an qn-1 + qn-2 

(n ;;> 2) 

(n > 2) 

Estas fórmulas dan un método inductivo de cálculo para la n-ési 

ma convergente (en su expresión Pnlqn). 

El caso n = 2 se verifica directamente. Veamos la fórmula 

para Pl . 

para 

Por otra parte 

Análogamente se puede probar la fórmula para <ll. 

Hagamos entonces la hipótesis inductiva de que las fórmulas valen 

n-1 ( >2) Y para cualquier sucesión de números 

Queremos de ésto deducir 1 a validez de 1 as fórmulas para n . 

Sabemos entonces que 

pn'-1 =a p' + p' n n-2 n-3 

Usando ésto calculemos l 
l 
1 

-21-

P a p' + q' = ao (a p' + p' ) + a q' + q' n ° n-1 n-1 n n-2 n-3 n n-2 n-3 

a("'·P' +q' )+ap' +q' n ....., n-2 n-2 ° n-J n-3 

Un cálculo análogo probaría la validez de la fórmula para qn. 

En lo que sigue suponemos a1 , a1 , • • • son números reales posi_ 

tivos como es el caso en la fracción continuada de un número irracio 

na l. 

Una consecuenc ~ importante de las fórmulas en (II) es que si 

ponemos 

entonces 

rk Pk-1 + Pk-2 
rk qk-1 +qk-2 

O<:k<:n 

y de ésto se puede deducir la unicidad del desarrollo en fracciones 

continuadas de un número irracional. 

Precisando, pasamos a probar por inducción que si ao ,a., ... ,an , 

b0 ,b1 , ••• ,bn son números reales tales que a1 , ••• ,a
0

,b1 , ••• • b , 

son mayores o iguales que 1~ ao ,a., ... ,an-1, bo ,b¡ •... ,bn-1 son 

enteros y 

entonces ao = bo , a¡ 

co~~ el caso n O es obvio, hacemos sólo el paso inductivo. 

Pongaroos 
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s1 = I b1 , ~, ••• , bnl > 1 . 

Por hipótesis tenemos 

Si r. = 1 

que debe ser 

1 bo+­
S¡ 

entonces 1 
St 

es un 

St = 1 = r. y luego 

número 

que 

entero y 

ao =bo. 
pótesis inductiva aplicada a r. = S¡ sigue que a. 

1 

como St ;;a. 1 

Además, de la 

bi para 

i = O, 1, ... , n, lo que concluye la prueba en el caso r1 = l. 

si 

hi 

Si tenemos ahora r 1 > 1 entonces ao +_!_ no es un entero y como r. 
b0 lo es, sigue que s. · >l. 

Luego, tomando "partes enteras" 

entonces sigue nuevamente que r1 s1 y usando de nuevo la hipótesis 

inductiva resulta ahora que 

para O, 1, . ..• n. 

Otra consecuencia importante de las fórmulas en (II) es 

( I II) para todo n > l. 

La demostración de ~sto se puede obviamente hacer por inducción a 

pa rt i r de ( I I ) . 

El caso n ~ 1 dice 

q1 Po - Pt Qo ~ - 1 

lo que se verifica reemplazando Po = a0 , Qo " 1, etc. 
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Para el paso induct~vo notemos que si multiplicamos miembro 

miembro 1 a primera fórmula en ( I I) por 1 d q0 _1 , a segun a por Pn-¡ 

Y luego restamos miembro a miembro se obtiene 

De ésto sigue claramer:te la vaiiáez de (III). 

Las formulas en {III) expresan el necho de que pdra todo n ~ 1 
los números s.n coorimos y 1uegc que la expresión racio-

na l Pr/Qn para la n-e~ .... a o ergente prir.cipai del número ,r .. ~ ,, 

na 1 a es una expresión i rredu.:i b 1 e. 

Siguiendo en e1 caso de 1= fracción continuada de Jn número 

irracional a, la fórmula (III) se puedt: reescrib1r como 

{IV) para todo n> l. 

Destacamos el hecho de que {IV) tiene sentido para cualqu1er 

irracional a ya que además de no anularse ningún denominddor se 

ct.:mpl e 

{V) 1= Qo < q¡ < ql <lb.< . . . 

En efecto, qo = 1 y además q1 = pJ = a1 > 1 = ~ . 

Para n > 2 usamos ( I I) y un argumento inductivo y ootenemos 

aq +q >aq >q n n-¡ n-2 n n-¡ n-¡ 

Como otra aplicación de ia fórmula (111) obtenemos 

(VI) 

Esto se puede lograr aplicando (III) a la sucesión 
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s1 = I b1 , ~, ••• , bnl > 1 . 
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1 bo+­
S¡ 
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St 

es un 
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número 
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1 

como St ;;a. 1 
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si 

hi 
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En éste caso se tiene 

y luego 

Pn+2 
q q Pn+t n+t n+2 

Esto último puede escribirse 

(VII) 

La fórmula (VII) (junto con . (V)) expresa el hecho de que la suce-

sión P
2

R converge en forma mor4tona creciente al número irracional a q2n p 
l . _ 2n+t 

y a suces 1on -- converge en forma monótona decreciente a 1 número q2n+l 
a. Usando que a >a , de (VII) obtenemos la siguiente estima n+2 n+2 
ción a priori para el error. 

(VIII) 
1 

p 1 

a - qnn 1 < __ 1_ 
qn+tqn 

desigualdad del tipo de la que teníamos en (I) como anticipáramos. 

Irracionalidades cuadráticas 

As1 las cosas, nos rlanteamos el problema de calcular expl1citame!!. 

te los números ao, a1 , a1 , • • • ya que éstos nos dan 1as sucesivas a-

proximaciones ~/Qo, pdq1 , pdq,, 

En la efeetiva computación de éstos números ao. a,, a1 . . . . a 

partir del número irracional a es donde el único éxito "genérico" des-

tacable es para el caso de irracionalidades cuadráticas (ver el comenta 

rio al final). 
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A continuación ejemplificamos y damos el resultado general de 

Euler-Lagrange para números cuadráticos. 

Comenzamos con el ejemplo a = 12. 

La identidad clave es 

1 
2+12-1 

Usando esta identidad podemos "predecir" toda la sucesión 

ao , a1 , a1 •... 

En efecto, está claro que ~~ 1 < "'<2 con lo que ao =l. 

Además a 1 1 = 2 + 1'[ - 1 de donde sigue que a, = 2 
12 - 1 

y también que a1 = a¡ 

Está claro entonces que 

ao = 1 

para todo > 1 o 

El caso a = 12 es entonces un ejemplo de desarrollo eo f rac-

ciones continuadas periódicas no puras. 

pura. 

"' 1 tendr,·amos un caso de periodicidad Si pusiéramos a = ~~ + 

Para a 13 la identidad clave es 

13 - 1 1 
1+-----

2+(/J"- 1) 

ya que procediendo como antes se deduce de aquí que 

ao .. 1 

azi-t = 1 para todo = l. 2. 

4 zi 
:: 2 para todo = l. 2. 
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Eje~~: Calcular el desarrollo en fracciones continuadas para 15, 

/6, r'í. En cada caso calcular los valores de las primeras convergentes 

p.,/Qo, p,/q,, pdq1 , acotar el error y comparar con (Y1II). 

En todos los ejemplos anteriores está presente el hecho de que para 

un par de índices n <m se tiene Cln = a
111 

• Cuando tal cosa sucede se 

d~ce que la fracción contin.Jada es periódica. 

En el cá.culo de expresiones decimales para un número real se ve 

que la pel"iodicidad del desarrollo .... orregponde exactamente al hecho de 

que el número sea raciondi. 

Ahora, en el caso del desarrollo en fracciones ccnt1nuadas, se pu~ 
de ~er que la periodicidad corresponde eractamente al hecho de que el 

número sea cuadrático, es decir, solución de una ecuación de grado 2 il 

coeficientes enteros. Este es-un teorema que se llama de Euler-Lagrange. 

A continuación damos alqunas ooservaciones y un bosquejo de la 

prueba del mencionado teorema. 

Notemos primero que si n <m y 
a = a entonces n m 

an+I =am+l ,an+2 = am+2 • · · ·' Clm = an+(m-n) = am+(m-nj 

am = am+(m-n) y de (\quí la periodicidad. 
esto es 

Digamos entonces que a es un irracional tul que a, = a
1 

• Busca­

mos una ecuación cuad1·ática a coeficientes enteros satisfech<1 por a. 

Tenemos 

donde 1 a <: erce¡·¿~ igualdad 

l uego 

ao +_!_ 
a , 

de donde sigue que 

sigue de '<' 

ao + 1 
1 a, +-

<X¡ 

ao + - --.-­
a, +...!... 

a: , 

hi p6tes i s hechil :;obre a 
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y entonces a1 es cuadrático. 

Además, reemplazando a, por 

o = (a- ao )-
1 

- a, (a- do r' - l . 

1 
si~ue que a- ao 

Multi p 1 i cando por -(a - ao )1 

obtenemos 

y 1 uego a también es cuadréHi co. 

(IX) 

Si uno parte de, digamos, an = a n+2 sabe que 

a = a + - 1- = a + - --1--r--
n n an+l n 

1 a + ----.-­n a +-­. n+l an+2 

Del primero y últi mo térmi nos se obtiene la ecuación 

o 

que es cuadrá ti ca en an a coeficientes ent eros. 

Ahora de la ecuación 

a = 1 ao + ------r----
a,+------

· té rmi nos de a, reemplaza en (I X) y ottiene una uno despeJa an en 

ecuación cuadr!ti ca en o: a coeficien tes raciona 1 es y 1 uego otra a 

coeficientes enteros. 

Con ésto creemos haber ejemplificado el hecho de que un razona­

miento inductivo en m-n nos puede llevar a la demos t ración de que 

si n<m y es cuadr!tico y luego a es 
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cuadrc!tico. 

Ejercicio: leuAl es el número a tal que su desarrollo en fracciones con. 

tinuadas es 

a=[3,3,3, ... ) 1 

Dar una ecuación cuadrática para a 

Lo mismo s i a = [ 5, 6 , 5 • 6 , ... ) 

Seguimos con el teorema de Euler-Lagrange. 

Oigamos al respecto que la demostración de que si a: es un número 

cuadr!tico entonces su desarrollo en fracciones continuadas es periódico 

es bastante más dificil que la rec1proca que ya vimos. 

Damos a continuación el esquema de la demostración que puede verse 

en Hardy y Wright [ 2, pág. 144) .. El lector interesado puede encargarse 

de nuevo en ~lenar los detalles que faltan. Se puede también consultar 

el libro de Niven y Zuckerman [ 1], que está en castellano. 

Suponemos entonces que a: es un número re a 1 y que existen números 

enteros a, b y e tales que 

(X) 

(XI) 

aa1 + ba: + e O a t- O . 

Recordemos que en l a notación anterior teníamos 

Pn-¡ an + Pn-2 
qn-la:n + qn-2 

Reemplazando a: en (X) por el tercer miembro de (XI) y eliminando de 
nominadores obtenemos 

A al + B a: + en O n n n n para todo n 

donde 

(XII) 
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A " a : + b q + e q1 
n Pn-1 Pn-1 n-1 n-1 

8n .. 2a Pn-¡ Pn-2 + b(pn-1 qn-2 + pn-2 qn-1) + 2 e qn-1 qn-2 

en = a P~-2 + b Pn-2 qn-2 + e q~-2 = An-1 

Se cumple además que An' Bn• en son números enteros y 

b1 
- 4ac B~ - 4 An en , para todo n . 

De la fórmula (VII) sigue que podemos escribir 

Pn-1 

donde 6 es un número tal que l6n_1 1 <l. n-1 

Entonces y reemplazando en la defi 

nición de An se puede obtener 

!A 1 < 2 laa:l + lal + lbl • n 

Como e - A n - n-1 sigue entonces que 

IC 1 < 2 jaa:l + la! + lbl n 

y usando (XII) y éstas dos últimas acotaciones obtenemos también 

lB 12 < 4 (2 jaa:l + lal + lbl) 2 
n 

De estas tres últimas acotaciones sigue que deben existir in-

d1ces j <k <!. tal es .que 
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Pongamos 

A = Aj {= Ak = A¿) 

B = Bj {= Bk B¿) 

e = cj {= ck el) 

-30-

Se tiene entonces que aj, ak, a! son raíces de la ecuación 

cuadr~tica . 

Ax2 + Bx + C ~ O 

y luego se debe cumplir que aj = ak o _aj =a! o ak =a!. En 

cualquiera de los tres casos sigue que la fracci6n continuada es pe­
riódica. 

Para concluir esta sección digamos que en el libro de O. Shanks 

(( 5, pág. 178)) pueden verse fórmulas inductivas para el cálculo del 

desarro 11 o en ft·acciones continuadas de los números cuadráti e os de 1 a 

forma a = Af donde N es un número natural que es producto de pr! 
mos distintos. 

En dicho libro puede. verse una colección muy grande de problemas 

resueltos y no resueltos en éste y otros temas junto con aplicaciones, 

referencias, etc. 

Irraci.onaZidarks equivalentes 

En esta última sección quisiéramos mencionar un concepto que ya 

es tuvo presente antes at.:oque en forma ve 1 a da. Se trata de 1 concepto de 

1rraciona1idades equivalentes. 

Dos números i rraciona 1 es a y f3 se dicen equivaZen~s {y abre­

viamos a - fJ ) si existen números enteros a, b, e, d tales que 

aa + b 
tl=ca+d 
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y además se cumple que (ad- bc) 1 

Como se tiene 

1 ·a + O 
a=o·a+1 

l. 

sigue que a -a . Esto se expresa diciendo que la relación - es una 

relación reflexiva. 

Adem~s si aa + b ad - be = ± 1 P=ca+a· (
dP - b ) entonces a = ± -=c¡r-+a 

(los signos ± se corresponden). 

Esto dice que la relación es simdtrica . 

Si a, b, e, d, e, f, g, h son enteros tales que (ad- bc}1 

,. 1 = (eh_ fg}l y a, 11, 'Y son irracionales tales que 

y 

entonces 

con ae + cf, be + df, ag +eh Y bg + dh 

((ae + cf)(bg + dh) - (be+ df)(ag + ch))2 =l. 

enteros tales que 

Es decir • si a - 11 Y (J - 'Y entonces a - 'Y • 

Esto se expresa di cien do que - es una re 1 ación transitiva. 

La reflexividad, simetría Y transitividad se resumen diciendo 

que - es una relación de equivalencia. 

Notemos que como 

1 O·a + 1 a,. r:a+rr 1·a + 1 ('( +1 " lf.Ci+T • 
-1·a +O 

-a "U·a + 1 
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se tiene que -a -a, a-1 -a, a+ 1 -a . 

Además, como 

sigue que a -a1. Análogamente, como 

a 
n-1 

se deduce que 

1 a ·a +1 n-1 n 
an-¡ + a = 1 . a + o 

n n 

a -a 
n-1 n 

Un razonamiento inductivo usando la transitividad nos muestran en-

tonces que 

a -a 
n para todo n . 

La importancia del concepto de equivalencia de irracionalidades en 

relación al tema de fracciones continuadas se centra en el hecho de que 

irracionales equivalentes tienen esencialmente el mismo desarrollo en 

fracciones continuadas. 

Precisando, se puede probar que si a= [ao, a1, ... , an, an+ll 

tJ = [ bo, b1, ... , bn, fJn+l 1 son dos números irracionales entonces a- f3 

si y sólo si existen naturales n y m tales que an = fJm. 

Destaquemos el hecho de que si an =¡3m entonces an+l = fJm+l . 

Es decir, los desarrollos coinciden desde un punto en adelante para am 

bos números. 

La demostración de este hecho puede verse en el libro de Lang [3, 

pág. 12]. Aunque no la haremos en detalle, nos proponemos indicar a co~ 

tinuación un curso posible (que no es el de Lang). Con ésto finalizamos 

la sección. 

Ya hemos des tacado que dado un i rraci o na 1 a , se ti ene a - a , 
n 

para todo n. Ll(ego si tenemos an = fJm, usando las propiedades de -
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sigue que a -(J. 

La demostración de la recíproca es bastante más difícil y profu~ 

da. 

Se puede comenzar probando que las operaciones T(a) = a+ 1 y 

S(a) = -1/a "generan" casi todas las operaciones posibles de eou va 

lencia. Precisando, se prueba que dados enteros a, b, e, d tales 

tales que ad-bc = 1, entonces existen enteros n1, ... ,nr, m1, ... , 

... , mr tales que se tiene la siguiente igualdad matricial 

Esto se puede demostrar por un argumento inductivo en las entradas 

a, b, e, d. Podemos suponer por ejemplo que e >O y notar el efecto 

de multiplicar matricialmente: 

( ~ :) (: ~ " ( a : ' 

(~ -.') (: :) . ( -: -:) 
Se ve entonces que si e 1 egimos ¡:ootenci as sucesivas con ven· entes 

de las matrices de T y de S y multiplicamos a izquierda a lama-

triz dada 
(

ac :) , podemos "llevarla" a la matriz identidad. 

Dados ahora dos números equi va 1 entes a y ¡J di gamos que 

a, b, e, d son números enteros tales que ad - be = 1 

aa+b_
13 ca+a-

Escribimos la matriz (~ ~) como en (XIII). 

y 

Se puede verificar directamente que el miembro de la derecha de 

(XIII) operando en a significa aplicar a a la operación S mr-ve­

ces seguida de la operación T nr-veces, ... ,etc. 
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se tiene que -a -a, a-1 -a, a+ 1 -a . 
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a 
n-1 
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1 a ·a +1 n-1 n 
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n n 

a -a 
n-1 n 

Un razonamiento inductivo usando la transitividad nos muestran en-

tonces que 

a -a 
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Finalmente notamos que los desarrollos en fracciones continuadas 

de cr y T(cr) coinciden después del primer término, esto es, 

Cl¡ = {T(cr)) 1 • Para el caso de cr y -S(cr) se puede suponer usando 

lo anterior que O<cr<l y entonces cr, -S{cr) y para cr y -cr 

se ve que a. = { -cr )4 si a, > 1 y que ClJ = (-ah si a, = l. 

Comentario 

Quisiéramos concluir dando lo que nos parece una razón muy impo~ 

tante {aunque no sepamos si es original o no) para la ausencia total 

de resultados en el calculo del desarrollo en fracciones continuadas 

de otras clases de números algebraicos o no, aparte de los cuadráti-

cos. 

La razón la ver1amos en el hecho de que el desarrollo en fracci~ 

nes continuadas está "naturalmente" asociado a ecuaciones cuadráticas. 

Para ecuaciones de grado superior {sin hablar de trascendencia), lo 

•natural" ser1a otro tipo de desarrollo. Ejemplefiquemos. 

la ecuación x2 
- 2x - 1 = O (que no tiene al O por raíz) es 

equivalente a 

Reemplazamos ahora x por su igual 

bro y se obtiene 

X a 1 
2 +:-! 

2+­x 

Reemplazando de nuevo obtenemos 

X • 2 + 1 
2 + 1 
~ 

X 

1 2 + -
X 

en el segundo miem 
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As1 sucesivamente obtenemos el desarrollo en fracciones continua­

das de la solución 1 + 12 de la ecuación original X
1 

- 2x- 1 =O. 

De naturaleza muy distinta (y muy difícilmente manejable) sería 

el desarrollo que obtendríamos a partir de la ecuación 

x3 
- 3x2 

- 4x- 1 =O con el mismo tipo de razonamiento: 

x = 3 + 4x-• + x- 1 

Ejercicios. 

1) Usando el comentario anterior, calcular el desarrollo en fracciones 

continuadas de una raiz de cada una de las ecuaciones que siguen 

a) x2 
- 3x - 1 = O 

b) x2 
- 4x - 1 = O 

2) Evaluar las fracciones continuadas que siguen, calcular las prim~ 

ras convergentes y estimar los errores 

a) [ 1' 1, 1' . .. ) 
b) [2, 1, 1, ... ) 
e) [2, 3, 1' 1' ... ) 
d) [ 1, 2, 1' 2, ... ) 

e) [2, 1' 2, 1, ... ) 
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GEOMETRIAS NO EUCLIDEANAS 

En el 1 ibro "El Plano" , de J. Tirao, se prueba 
que aceptando solamente los axiomas de inciden~ 
cla, órden y congruencias por un punto exterior 
a una recta pasa siempre al menos una recta pa­
ralela a la recta dada, en este trabajo reprodu 
cimos un modelo de geometría donde por un punto 
exterior a una recta pasan infinitas paralelas. 
También, este trabajo muestra las bondades de 
los métodos "omá ticos puesto que aquí observa 
mos cómo estud id r va r1 os ejemplos simultáneamen 
te, a partir de sus pro p iedades esenciales. -

Hay un axioma de la geometría euclid~ana "cuya verdad" o st. corres 

pondencia con datos emp1ricos, no es de ninguna manera obvia. Se trata 

del postulado de la única paralela que por Euclides fue enunciado as·-

"Si una recta corta a otras dos, de modo tal, que en uno de sus 1 ados 

se forman Angulas interiores cuya suma es menor que dos rectos, esas 

dos rectas prolongadas indefinidamente se encuentran en aquella parte 

en la cual los ángulos interiores suman menos que dos rectos". Hoy S" 

lo conoce por su equivalentli: "por un punto exterior a una recta dada 

se puede trazar una sola paralela a la misma", expresión mucho más sim 

ple que debemos al matemático escoc~s Playfair. 

El aspecto de este postulado lo-muestra como una aseveración , acer 

ca de toda la extensión de una recta, imaginada como extendiéndose i nde 

finídamente en ambas direcciones, ya que dos rectas se dicen paralelas 

cuando su intersección es vac1a, por muy lejos que se busque la ínter-

sección. Como la mAxima longitud de una regla real, de un hilo, o in­

cluso de un rayo de luz visible con telescopio es ciertamente finit • 

se deduce que este axioma nunca puede ser veri-ficado por experimentación. 

El hecho de que el axioma de la parale1a no sea experimentalmente veri­

ficable nos lleva a la cuestión de ver si es o no independiente de los 


