Gustavp Corach y Horaero roria
Resumen: Designemos con £ y h, respectivamente, el promedjo de

a circunt

se CO e

3 3 1 < -~ Nl 1 0.

tura que el minimo valor de e scbre los tridnguios acutanguios es
(4/41)(3 +5 /2), que se obtiene para el isdsceles rectdnguio Se
studian otras desiquaidc.ss relacionadas, en las que aparece tam

londe F es el drea del tridnguio.
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§1. Designaremos los lados y alturas de un triangule ABC por sus s
bol
0

serén su radio y su dismetro (que se 1laman también el “circun-

habituales a,b,c y ha,,h .h., respectivamente. Ademds

o
w

erd el centro de la circunferenci:

w

=

radio" y el "circundidmetro”).

(1.1) Desigualdad bisica: b+c < hy+D.

Demostracién. Observamos primero que el dngulo
dngulo < AOC, por ser el tridngulo AOC isdsceles. Pero entonces

. e ey e
B =w yaque w es también Ta mitad de <AOC, el dnguic centra
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cuyo arco es AC. Ent

son semejantes y por lo tanto
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Sea Y as aritmé Cas, ':!:?(T | 1
sea 7 la media geométrica de p-a,

de




p-b y p-c. Entonces vale:

e = 2780 (a7)p/2

6 ayd+ gy

(2.8) Ejercicio. Para todos les tridrgules pitagéricos

a=m?-n?, b=2%wm, ¢=m2+n?, donde Rn<m son entg
ros positivos, el valer de e es raciomal. Para los tridngules
a=3, b=4, c=5 y a=8, b=12, ¢ =13 (que correspon-
dena m=2, n=1 ya m=3, n=2) seobtiene e = 60/61 =
=0.983603 y e = 195/197 = 0.989848 respectivamente.

Come segunda aplicacién escribamos, usardo nuevamente (1.4):

8<b-hy<D-¢,

0<a-hy <B-c .

Multiplicande

(b-h3)(a-hy) <(B-¢)?
de donde
(2.9) ab+hahy <& 4+ (D-c)?

(la igualdad vale para el tridngulo rectdngulo isdsceles).

Andlogamente, multiplicando las desigualdades a+c < hy +9
y b+c<hy+D, de (1.4), obtenemos

ta+c)(b+c) < (hy +D)(h, +D)
0 sea

ab +ac +bc +c2 <hbha"’hbo + Dh, + D2 |,

Pero de (1.2) resulta que ac = hyD s bc = h.D y por lo tanto
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¢ +ab < D4 +hahb

Podemos ahora combinar (2.9) y (2.10). Sumando ab a(2.9) y desa-

rrollando el cuadrado obtenemos

2ab +hhy < 4F + D2 - 2Dc +c2 +ab,

y utilizando (2.10) para reemplazar los dos dltimos sumandos, tendremos

después de simplificar hahb y de dividir por 2:
(2.11) ab +cD < 2F +D?

Sumando (2.11) a las dos férmulas andlogas que se obtienen permutando los

lados a,b,c. tendremos

ab +ac +bc +LD < 6F +3D2
y como (usando 1.2):

3Dh = D(ha+hb+hc) = Dha +Dhb+DhC = bc +ac +ab ,
concluimos que vale

D(h+2) < 2F +D2 .
Esta desigualdad se puede escribir también

D2 -(h+2)D + 2F 2 0

Observemos que esta desigualdad seria automatica si el discriminante
(h+2)2 -8F de la ecuacién x2 - (h +£)x +2F = 0 fuera <0, lo que

no sabemos si ocurre alguna vez. Es claro que (h+2)2-8F <0 siy

solamente si (h+£)2/F <8; pero tampoco conocemos el valor minimo




(2.12) g = (h+2)2%/F .

Es posible que sea (1/3)(12 +7/3) = 8.041452, que se obtiene para

los tridngulos equilateros (ver el Ejercicio (2.15)).

(2.13) Ejercicio: Con la notaci6n utilizada en (2.3) demostrar que

para tridngulos rectdngulos se tiene

g = (t2 +4t +1)2/9(t2 - 1)

¥ que el minimo valor de g para ellos es el del tridngulo rectan-

gulo isésceles, es decir
g = (1/9)(41 +24/2) = 8.32679 .
(2.14) Ejercicio: Deducir de (2.1) que vale
gF > (3¢-D)2.
(2.15) Ejercicio: Utilizar la desigualdad isoperimétrica
3L > 2/aF y (2.14) para concluir que para todo tri&nguio
vale

D> (/7 - fg) F .

Considerando el caso mds desfavorable, que es el del tridngulo equi

1&tero, concluir que también vale

D > (4/3) A3 /F

La primera desigualdad es mejor oue la segunda para los casos

en que

/g <2/7 - (8/3) W3 =1.790142
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Sospechamos, sin embargo, que esto no ocurre para ningén tridngulo.

Recordemos 1a noci6n de "tridngulo dual®: decimos que el tridagwlo
ABC es dual si sus alturas son los lados de un tridngulo. Naturalmente
todo tridngulo equildtero es dual; a =3, b = 4, ¢ =5 es dual; sin
embargo,.si a=65 b=156, c =169 entonces hy = 186, hy = 65,
h. = 60 y como ha >hb”'c » estos no pueden ser los lades de un trién
gulo. Mis generalmente, si G+vhy , u+vhy y u+vh. forman un trida

gulo, se dice que ABC es “(u,v)-dual”.

(2.16) Ejercicio: Utilizar (1.4) para demestrar que tode tridngulo es
(B,-1)-dual.

§3. De las preguntas sobre el tema que no sabemos responder, las siguien

tes nos parecen interesantes.

(3.1) ¢Qué propiedades geométricas tienen en comin dos tridnguloes con el

mismo valor de e = 2L/(h+DB) ?

(3.2) lQué propiedades geométricas tienen en comdn dos tridngulos con los
mismos valores e = 2¢/(h+D) y g=(h+2)2/F 7 (Conjetura: sea

semejantes).

(3.3) iCus es el mfnimo valor que toma e = 2¢/(h+D) sobre los trisn-

gulos acutdngulos?

(3.4) Cu&) es el minimo valor que toma g = (h+£)2/F sobre todos los

tridngulos?
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§4. En esta Gltima seccién transcribimos algunas tablas significa-

tivas.

(4.1) Triangulo equildtero: a=b=c=1

L=1 = 1.000000
h = (1/2) /3 = (.866025
D=(2/3) /3 = 1.154701
F=(1/4) /3 = (0.433013
e=(4,7)73 = ().989743

g = (1/3)(12 +7 /3) = 8.041452

(4.2) Tridngulos rectdngulos: a =cosa, b = sena »y €=1

para 0 <o <w/2. En estas formulas se abrevia

t = cos @ + sen @ , que satisface 1<t </Z.

L= (1/3)(t+1)

h = (1/6)(t2 +2t - 1)
D=1

F = (1/4)(t2-1)

e = 4(t +1)(t2 +2t +5)

(1/9)(t2 +4t +1)2/(t2 -1)

[t=
"

Para el caso especial del tridngulo isdsceles (a = v/4) tenemos:

L = (1/3)(1 +/2) = 0.804738
h = (1/6)(1 +2 /2) = 0.638071
D=1 = 1.000000
F=1/8 = 0.250000

e = 4(1 +/2)/(7 +2 /7) = 0.982543
g = (1/9)(41+24 ¥Z) = 8.326792

(4.3) Trisnqulos isésceles: a = 2sena, b =c =1 para

0 <a <x/2. En estas férmulas se abrevia

|
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