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UNA SUCESION Y SUS SUMAS PARCIALES

A. DiSchiave y H. Porta

Consideremos los nimeros

St
S2
S3

Sy

Sn

Como s, +

= 1 q
= l +2 =3
= l + 2 0-3

1
=)}

= 1+2+3+4:=10

=142+ ...4+4n.

s; =142+ ...+ (n-1) +n+1+2+ ...+ (n-1) +n,

sumando en esta expresién el primero y G1timo términos, el segundo y

peniiltimo términos, etc., tendremos 2s, = (1+n) + (1+n) + ... + (1+n) =

= n(l+n).

(*)

De aquf resulta

Sp = %-n(n+1)

como es bien conocido.

Puede pensarse aue los valores s;, s,, ... se obtienen como

los resultados de incrementar el nimero 1 = s; sumando sucesivamen

te 2, 3, 4, ...

Supongamos ahora gque queremos repetir este procedimiento con la

modificaci6n siguiente! todo mimero que aparece como resultado de ura

de las sumas queda deacalificado y no podrd ser utilizado como tincre

mento - en la formmacidn del téimino correspondiente.

Tendremos, como antes, los dos primeros términos:
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(1) a =1
(2*) a, =1+2=3, ' t
Pero ahora la préxima linea ser§
(3') a3=1+2+4=7
ya que 3 fue el resultado en (2')-y por lo tanto no puede volver

a usarse: 4 es el menor nimero disponible en este momento. Lo mismo

ocurrird mds adelante con 7, que aparece en (3'), de manera que ten

dremos

(4') a, =1+2+4+5=12

(5') ag =1 +24+4 +54+6=18

(6') 3¢ =1 +2+4+54+6+8=26

(7') "a;=1+42+44+54+6+84+9-= 35.

La taﬁla continfa con los valores 45, 56, 69, 83, 98, 114, ...
que se obtienen con el mismo procedimfento.

La principal diferencia ente s;, s, ... y a,, a3, ... es
que para el nimero s, tendremos Ya férmula (*) que nos permite
calcularlo cualquiera sea el valor de n : s, = 210, s;9q = 5050,

etc. Cada a, en cambio, se obtiene del anterior a incremen

n-1
tdndolo en un nimero que depende de los aj anteriores. Por lo tan
to es bastante laborioso calcular ay= 260, a g = 5764. M&s aGn
poco nos ayuda conocer a;73= 16749 para calcular a7y, y2 que
para obtener a,,;, debemos sumar a 16749 el menor incremento dis-
ponible (es decir el menor nimero que no fue usado adn como suman-
do ni aparecié entre los 2y anteriores): iCudl es ese nGmero?

El objetivo de esta nota es mostrar que a veces la falta de
una férmula explicita para los términos de una sucesidn no impide

hacer algunos cdlculos con ella. Hemos elegido la sucesién ap,

a3, ... ¥ nos proponemos demostrar que vale?

1
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PROPOSICION

n -

Este enunciado no tiene ninguna importancia en sf, pero es opor-
tuno pretexto para lo deseado.
Usaremos 1a notacién by =1, by = az-3; =2, by = a3-a, = 4,

y en general: b = a A,

n n . De aquf resulta que a = b_+a =

1.

= by +b,_,*3,_, = ... y por lo tanto

n-2
¢

para n=1, 2, ...

(**) an = b] + bzA* ..; + bﬂ

Andlogamente, pondremos ¢) =1, ¢ =bs-by =1, c3 =by-b, =
=2, ... €= ,bn'bn-x . Luego

(r2r) bp=¢ +¢c3 + ...+, para n=1,2, ...

Lema A. bn>n para n=1, 2, ...

Demostraci6n: Como ningin incremento se repite, bn~1 < bn , 0 sea

¢, = b, -b,_, > 1. Pero entonces b =) +c; + ... +¢ >14+

n n

+...+1=n, como queriamos,.

De este lema resulta que nunca ag, y 3n4p SON nlmeros conse-
cutivos. Por lo tanto en el paso n+1 el menor incremento disponi-
ble seréd b, 41 o, si bn +1 es un éj , bn +2 que seguramente

serd nuevo. Luego c, <2 y usando (***):

Corolario 1 del Lema A: Para todo n, 1<c, <2 y ademds by < 2n.

Por otra parte tenemos:

. ' 1 ap 1 1
Corolario 2 del Lema A: a, >2- n{n+1), o sea 2Tt
Demostracidn: Del Lema A resulta que

- .
annbl +bhy+ .4 b 2142+ ., +n=sn=2n(n+1)
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Luego

como se querié demostrar,
Paré cada j, designemos ahora con el stmbolo d = d(j) al
myor n tal que a < j. Por ejemplo, d(15) = 4 porque <15
y a; >15. Es claro que d(Jj) cuenta el nimero de términos de la
sucesibn a, comprendidos entre 1 y j;‘tendremos ;(1) = d(Z) =1,
\

d(3) = d(4) = d(5) = 2, etc. Ll

Lema B. bn =n-1 4+ d(b") para n=12, ... .

Demostracidn: Consideremos los b, nimeros 1,2,3,..., b, . Este

conjunto de nimeros se descompone en dos partes: los n-1 que son

de 1a forma bi y los d(bn) que son de la forma 34

by , by ,..., bn

a; A2 4...9 A .
J * 24(b,)

Pero entonces bn = (n-1) + d(bn) como se queria.
1 i -
Lema C. d(j) < 3 (8j+1) para § = 1,2, ... .

Demostracién: Escribamos d para designar a A(J). Segln el Corota-
rio 2 del lema A tendremos j = ad.>-% d(d+1). Pero entonces
d’+d-23<0 y por 1o tanto d debe estar entre las raices de
xT+x-2j =0, que son
, H
‘ R L
1
X = -+ 2(1484)

. .
Esto significa que d < x, = - %-+% (1+83) h y el lema C estd pro

bado.,’

Lema D: a ;

""'".-' —D-<-%-4-‘1: para n=12, ... .
§ n? /M

e A - ——————
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Demostracion: Del Corolario 1 del lema A y del lema C resulta que

(o) <a(2y) <,:,(1'5j+1)"/" : ¢

Usando ahora (#**) y el lema B tendremos

3, =b, +...4 bn =0 +d(b)+1+ d(b’) +ias
. 1

coot (n-1) + d(b) SO0+ 1w (n-1)r J(1601) Aa

Loadaeney B <dinen + ageney 2 <

,L}n’ +%fi(1sn+1)'/* <ints ) L4

Dividiendo por n? se obtiene

| DU
o 1, ey =1+2_[’_+" T l, 4
n? 2. n? H \ﬁ z ﬁ

como se queria.

+

. Podemos ahora dar la demostracién de la Proposicién que se

enuncid anteriormente. Del Corolario 2 del lema A y del lema Dre

sulta
1 .1 <31 4
. 2 Ks 4 e
2—"5‘ n? YNNG
. R
y tomando limites es claro que 1lim —~ =3 con 1o que queda
n ~+ow n

establecida la proposiciﬁn.'

Es oportuno comentar que de las Oltimas desigualdades re-

sulta

1 . 124

€ v &

LI Ay

y.por lo tanto
a

(n lim n° l—3-~ 1 } =0

n-+e n? 2 '

para 0< u‘i% + esto describe en cierta medida 1a velocidad

de convergencia de an/n’ hacia el limite 1/2.




- Pregunta NO 1: éiPara cudles valores de a es vdlida la formula
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t
(#)? '
Pregunta NO 2: Si designamos con a el cociente _an/nz , Les la
sucesibn ag, a;, ag,... decreciente?
La evidencia numérica as{ lo indica, ya que
a) < a; < a3 > as < ag I.u7 >...> aj59. . Obsérvese que adn cuan-
do un'sea decreciente a partir de n = 6, no puede serlo demaéig

do bruscamente, porque vale

¢
Ny
() T % AT
Esto se demuestra probando primero por induccién que
a_ +n < (n+l)bnﬂ y usando bn+l =3 T2, para obtener

(n+2)an + n<(n+ l).an”

de donde, dividiendo por (n+1)3 resulta

>_Nn__, (ne2)n2
(n+1)3 (nnap@ "

“n4

que implica (s).

Para concluir, recordemos que una forma de estudiar una su-
cesifn es observar que los nbnnrps del conjunto referencial que
en ella aparecen o no aparecen definen, respectivamente, una "fi
gura" y un "fondo", de manera andloga a lo que ocurre en un cua-
dro. E1 caso particular considerado aqui aparece en la pigina 73
de [ 1) precisamente para ilustrar estos conceptos.

Tendremos, para el conjunto de los enteros no neaativos, la

particion:

Figura: 1, 3, 7, 12, 18, 26, 35, 45, 56, 69,...
Fondo: 0, 2,4, 5,6, 8, 9, 10, 11, 13,...

T

e e+ e =



Dl N

e
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Por definici6n, las sumas parciales de los términos del fon-

do, aumentadas en una unidad, son los términos de la figurJ. Por

- lo tanto estas sumas no estan en la figura.

Pregunta NQ 3: iCuiles sumas parciales de los términos de la figy
ra_estan en el fondo?
‘La evidencia numérica indica que para todon 1, la suma
n
£J=| a, estd en el fondo. ‘
Como toda suma parcial del fondo pertenece otra vez al fondo,

. .
podemos comenzar el proceso nuevamente utilizdndolo como conjunto

referencial. Esto significa que definiremos una segunda figura

mediante B
el=2,
9232*‘1=6,
ey =2 4445 =11,
e, =2 +4 +5 +8=19,
eg =2+ 4+54+8+.9-=28,
sucesién que continga con 38, 51, 65, ... . Tendremos por lo tan
to: ‘
Segunda figura: 2, 6, 11, 19, 28, 38, 51, 65, ..

Segundo fondo: 4, 5,8, 9, 10, 13, 14, 15, ...

Pregunta NO 4: (Cudles sumas parciales del segundo fondo pertene-
cen nuevamente al sequndo fondo? ¢{Cudles sumas parciales de la se-
gunda figura pertenece nuevamente a la segunda figura? iCudles ni-
meros son al mismo tiempo sumas parciales del segundo fondo y de

la segunda figura?
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Comentarib sobre la nota "Algunas desigualdades geométricds" (de
Corach y Porta), REM - Vol 1 N 3, pdg. 3 . Por Fred Perticani -
UBA.

Utilizando 1a notacion de la nota demostramos aqui que para

todo tri&ngulo acutdngulo vale

(n _ e > (2/3)(3- /3) =0.8453 . .

Esto no resuelve la conjetura de los autores (vef (2.5) de su no-
ta) pero provee una cota inferior no obvia. '

' Para demostrar (1) observamos primero, que si ABC y AB'C
son tridngulos acutdngulos inscriptos en una circunferencia de
dismetro D y si AB'C_ es rectingulo (en A o en C), entonces.

los perimetros respectivos, L 'y L*', satisfacen
(2) ‘ L' <L

En efecto, el 4rea F de ABC es mayor o igual que el &rea
F' de AB'C (por ser la altura correspondiente a AC mayor o

igual en ABC que en AB'C). Pero

F = (1/2)ac sen g , F' = (1/2)a’'c' sen 8

asf que ac > a'c'. Por otro lado, a2 + c° + 2ac cos 8 = b2 =

= (a')2 + (c¢')? + 2a'c' cos g de modo que

(a +¢)?=a% +c2+ 2ac cos 8 + 2ac(l -cos B) =
= (a')2 + 2a'c' cos B +2ac(l-cos B)
> (a')2 4 (¢')2 + 2a'c' cos B + 2a'c'(l-cos B) =

= (a' +c¢")2 . -

Eliminando cuadrados resulta a 4 ¢ > a' + c¢' de donde t >1L°.
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De (2) obtenemos )
- {
(3) D <(1/2)L , y 1/2 es la menor constante posible.
Para demostrarlo, consideremos el tridngulo rectdngulo con base AC
y utilicemos (2): S , o
2D = 2¢' <c' +a' +b = L' <L

Por otravparte.'cuando C' tiende a A, L tiende a 2D de‘manera
que la‘constante no puede ser mencr que 1/2.

Finalmente mencionamos 1a desiquaidad de Erdss:

(4) 0 < (F72)L

La demostraci6n de (1) es ahora muy facil utilizando (3) y (9):

e = 2L/(H+30) >2L((/3/2)L + (3/2)L) = (2/3)(3-Y3)

Observemos que también vale (1/2)L <H. En efecto de 1a defi-

nicién de e y (3) obtenemos

2L = e(H+30D) <e(H + (3/2)L)

pero e <1 y por lo tanto 2L <H + (3/2)L  de donde resulta 1o de

seado. A4

B T
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