NUMEROS COMPLEJOS Y GENEMLIZACIONES

Enzo R. Gentile

EL objeto de este trabajo es dar una' ﬂmda;nentacién natural de
la definicidn de Nimero Complejo. él problema princeipal;, como esg
bien adbido, es tratar de resolver" la ecuacién X2 #1 =0, caren-
te de solucidn en el cuerpo de los nimeros reales. Reaolve.r la ecua
etén significa extender el cuerpo real a wn cuerpo que contenga un
elemento £ que satisfaga la ecuacién £2 +1=0 o equivalentemente
£2 = -1 . Este problema no es otra cosa que wn caso particular del

sigutente problema general: dado wn cuerpo k y wn polinomio p(X) con

coeficientes en k e trreductible sobre k se pide construir un cuerpo
A , extensidn dé k » que contenga un elemento £ que sea rafs de p(X),
o gea Pp(£) =0. ’

Por supuesto que esta es tarea habitual en los cursos de Algebra
IT & III, 8in enbargo es nuestra pretensidén al escribir estas Notas
mostrar que por el miamo precio, la fundamentacién naturél del proble
ma sobre lus nimeroe complejos permite resolver el problema general.
0 sea, pretendemos sevialar el carécﬁer elemental de estas construcoio
nes Yy es nuestra esperanza que estas ideas puedan incorporarse a cur

sos elementales de Algebra.

1. Introduccion .
Los nimeros complejos suelen introducirse sistemdticamente comd

pares ordenados de nimeros reales (x, y) con las operaciones de

suma: (x,y) + (x',y") (;(*X'-‘.Y*Y')

(0)

]

producto: (xy) « (x'ay') = (xx" = yy' ,xy' +k'y)

S
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La definicion de suma es "natural™. No es asi con el producto:
Cfertamente ningln alumno curioso puede aceptar gratuitamente ega de t
finicidn de ﬁroducto. Sin embargo; en Tos cursos de &lgebra o andli
sis, al introducir de esta forma los complejos, raramente alguien pre
gunta el motivo de esa definicidn. Veamos entonces primeramente cui)
puede ser una motivacidn razonable de la definicidn (o).

v Un problema fundamental cldsico lo constituye 1a resolucidn de

las ecuaciones a\gebraicas'

n n-~1
+
3. X" +a X

\ +oob X +ag=0 , a £0

donde 4, »eee0 85 sON coeficfentes\numéricos y se trata de hallar un

0
*nGmero* digémos x que satisfaga la ecuacién anterior, o sea tal que

n, < n-1
+ ...+ 2
ax’ +a  x

1 : X *Vao =0.

Por ejemplo 'si 1a ecuacidn es de primer grado: a,X + a5 =0 y
los a, son elementos de Q & de R, la ecuacién tiene Gnica solucitn
X = -35.3, .

. En el caso de la ecuacidon de segundo grado, escribamos como es

habitual,

i

(1) aXx2 +bX4+¢=0 , af 0 , abc en QdenR.

Completando cuadrados resulta

b 2 _ b? _
a(X+—2—a- —G+C-o
0 $2a
b 2 _b% - dac
A ) SR
() x+2)?- b2 - dac p

22

De aqui se sigue inmediatamente que la ecuacion de segundo gra-
3

do es resoluble (en Q 6 en R) sf y s6lo si b2 - dac es un cuadrado.

Ll
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En efecto, escribimos

b2 - dac = t2 i

y entonces )
L2ty b _, .t
(X+za) -(2a) es decir X+~2—a- i?a'
' b .t _-bxt
Por lo tanto, x“zatza' m

y esta es la clasica formula general ‘de resolucidn por radi_caies.

de la ecuacidn de segundo grado. En general, traba,jandd en el cuer

po de nlmeros racionales un gran nimero de elementos ho_ son cuadra-

dos, de manera que 1a resolucion de la ecuacién de segundo grado pue
de no ser posible. En el caso real sabemos bien que "un nimero real
;' es un cuadrado sf y sblo sf . r = 0",

Entonces si b® - 4ac es un cuadrado en R, la ecuacién (1) es
resoluble. O equivalen;emente. cuando b2 - 4ac >0 . Enla situa
cion b2 - dac <0 podemos escribir (2)

2 - b2 2
X+ ) =-1, (4—39;?"-—) <ol G
con t2 =4ac - b2>0.

Se sigue de esta discusién 1a siguiente observacidn fundamental:
Las ecuactones cuadrdaticas con coeficientes rgaiea son todas resolu-
bles st podemos eumcrgir a R en w01 cuerpo donde -1 sea un cuadrado.

Nuestra primer tarea serd swmergir 2 R en un anillo conmutativo
donde -1 sea un cuadrado;, o sea,simbolicamente, encontrar un ani-
110 conmutativo K que contenga a R y donde exista un elemento £ tal
que £2= -1, Por supuesto que enpedir queexista unanillo.conmutati-
vo K que contenga a R enfendemos que lasv operaciones de anillo de K
restringidas a R coinciden con las operaciones de anillo de R (o sea
R es un subanillo de K) Podemos debilitar la condicidn de que X sea
un anillo conmutativo pidiendo .que R esté sumergido en un a'nind K_
{no necesariamente conmutativo) pero donde exista un elemento £ tal

que satisfaga las dos condiciones siguientes:
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£2 = -1 y-VreR , r.f o for

. {

Para el lector inquieto conocedor del anillo de matrices le pode

mos mostrar un ejemplo transparente de esta inmersidn. A saber, sea K
el anillo de matrices de 2x2 con coeficientes reales. La inmersisn na

tural de R en K esta dada por

L

y el elemento £ que buscamos es (por ejemplo): o A

;Eﬂ

_Por ahora no nos'interesa1conOCer la existencia efectiva de un
fhabitat" para R. Lla idea es suponer'1a éxistencia:de]'anillo Ky de
ducir 1a posible estructura de un aniltlo que extienda a R y contenga
el elemento £ . 4

Es claro que un anillo K al conbener a R y al elemento £ debe con
tener todas las cqmbinaciones de estos via el producto y 1a suma, por

ejemplo_debe cpntener

£ 4£2,123,...

rt o 82 .rf’..Q rye R

y en general a expresiones polinomiales

n

2
Fo + ML + rpl 4.4 rn£ . r‘ e R

La totalidad de tales expresiones polinomiales es un anillo con-
mutativo que denotamos por A (en este punto es necesaria la hipotesis
que r.L==£%.r ,si reR). .

Se tienen entonces las inclusione§ RCA C;K .‘ El1 anillo A

contiene aalt, es por.lb tanto suficiente limitarnos q‘trabajar en el’

~



th

-7-

anillo A. No nos interesa en este momento saber si A es ‘un cuerpo.
Queremos conocer un poco mds de la naturaleza de los eleﬁentos de A.
Hagamos, a tal fin, 1a siguiente observacién: las potencias £j cuan-

do J recorre los nGmeros naturales no son todas distintas entre sf:

o sea hay periodicidad médulo 4. Se sfigue que la forma m&s general
es ahora ‘

1

a+b.t con a,be R, 4
Pero algo mis. Tal escritura €s inica: sea en efecto,

a+bt=c+dt "en A, ab,c,d en R
Si a = c entonces b.£ = d.£ y multiplicando por £ resulta
-b = -d , 0 Sea b=d. Pof lo tanto 1a unicidad. Si a £ c = (d-b).£.

Se sigue que d-b # 0 y siendo d-b ¢ R se concluye que

un absurdo. Se sigue la unicidad afirmada anteriormente. En concly

si6n, dentro de K hemos encontrado un anillo A, que contiene a R y

al elemento £ . Sus elementos se escriben unfvocamente en la forma
a+bf , ayb enR., Notar que esto conficre a A cierto viso de
unicidad. No costarfa nada probar que A es ademds un cuerpo. Nos

contentamos con haber encontrado un anillo, extensién de R donde -1

es un cuadrado. La suma y producto en A no son otra que operar con

polinomios.
Veamos : ($+b.£) + (c+d.£) = (a+c) + (b+d).£

(a+b.L) . (c+d.L) = a¢ + ad.L + b.L.c + b.L.d.L

y utilizando la propiédad asociativa y conmutativa resulta,

= ac + ad.£ + bc.L + bd.c?

= (ac-bd) + (ad +bc).L

Fa
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y en algin sentido observamos que hemos recuperado las operaciones
primitivas (D).
Eptlogo: Si "los complejos" existen, su definici6n tiene que estar
dada por las relaciones que acabamos de encontrar._ Por 1o tanto el
proximo paso es sacar de esta discusién las ideas fundamentales.
Por ejemplo; los elementos de A estan representados unfvocamente por
binomios a +b.L . Por lo tanto definiremos un conjunfo de pares
brdena&os de nameros reales, o sea consideraremos el conjunto
C=RxR. Las operaciones de suma y producfo se hardn a la manera
de Vo que acabamos de hacer. Estas son las clisicas férmulas deqsuma
y broducto (D). Todo ei ﬁrabajo se reduce a ver que estas definicio
nes "funcionan". Pero este trabajo es simple. Esperamos que ahora st
el lector se sienta motivado y acepte las definiciones de suma y produc
to y algo mds, icontranquilidad ! .

El tratamientb que sigue es ahora formal. Por supuesto que al ele
mento £ To indicaremos como es usual utilizando 12 notacién de Euler
(1707-1783) £ = i: 1lamada unidad imaéinaria. Las derominaciones de Na

meros Complejos es debida originalmente a Descartes (1596-1650) y adop

_ tada por C.F. Gauss (1777-1855).

2. Nomeros Comple jos

Def.: Sea € = RxR = {(a,b)/a,b ¢ R} = Pares ordenados,de NGmeros Rea

les.

=1 (a,b) = (a', b') sfysélost a-=a' y b=0b

(+): suma: (a,b)+{c,d) = (a+c, b+d)

(.): producto: (a,b).(c,d)

(ac-bd, ad+bc)

Troposicién: € dotado de suma (+) y producto (.) es un anillo conmutati

vo con
(0,0) por elemento neutro de 1a suma

(1,0) por elemento neutro del producto.

Dem.: Ejercicio.

Notennsaque todo elemento (a,b) en € puede escribirse en la forma
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(a,b) = (a,0) + (0,b) 4

Los elementos de € con segunda componente nula, o sea los ele

mentos (a,0) satisfacen las propiedades

(a;0) + (a',0) = (a+a',0)
(a,0) . (a',0) = (aa',0)
(1,0) . (a,0) = (a , 0)

de manera que si definimos la -aplicacién

R —C

a "' (a,O)

R ce identifica a los pares en € con segunda componente 0 .

Entonces si  ae R

a.(b.é) (a.O).(b,cj = (ab,ac)

a.(0,1) = (0, a)

(a,0) + (0,b) = a.(1,0) + b.(0,1) =
a.l +b.(0,1)

n

Ademés (a,sb)

Por lo tanto si llamamos, como es habitual,

= (0,1)

se tiene

u

(G

En resumen, los elementos de € se representan en la forma

a + b.i] a,b en R

a+b.di con a,b en R

Ademis a+bd=a+b.i sfys6lost a=a' y b=b

(a+b.d) + (3’ +b'.i) =(a+a') +(b+b').1

(a +b.i) . (a' +b'.9) = (aa' - bb') + (ab' + ba').{

12 a -1

=

Sea a+b.i #0=040.1, porlotanto a#0 6 b # 0. Por

1o tanto, en R!
aZ + b2 £ 0

e
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Se sigue entonces que

(asbi) (22— 2 ) oL a2, p2) 2
a%+bh2? av2+b2 aZib?

0 sea (a + b.1) es inversible en C. Hemos probado entonces que C
dotado de suma y producto como indicamos mas arriba, es un cuerpo:

el Cuerpo de los Nimeros Complejos, 0 Cuerpo Complegjo.

3. Digresidén para conocedores de matrices i
La discusién inicial referente a la definici6n de nimeros com
plejos sugiere una realizacién de los mismos como un tipo particular

de matrices reales de 2x2. Sea, en efecto, M(R) 1a totalidad de

matrices

’ aijeR

con suma y productos ordinarios. M,(R) es un ariiilo con elemento

neutro la matriz identidad

Los nGmeros reales admiten, en forma natural, una representa-

cibn dentro de M,(R) a saber

reR — (1)

Esta representacién permite identificar a R¢on 1a-totalidad
de matrices del tipo (1) denominadas escalarcs. Dentro de M,(R)

vive 1a matriz
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que satisface:

-1 0 {
£2 = = -1 (poniendo en funcidén la identi-

0 -l ficacion precedente)

y verifica: r.£ = £.r, Vre R,
Podemos analizar la discusion inicial en este nuevo contexto
para descrubir dentro de Mz(R) un anillo cuyos elementos son de la

forma

a 0] 61 0 -1 2 o] [o -b -
a+b.g= + . - + |- (2)
0 a 0 b 1 0 0 a b 0 b a
Esta es 1a realizacibn buscada!: los complejos se identifican a

Tas matrices reales de 2x2 del tipo (2). La correspondencia es:

. a -
a+bt —
. b a

4, Generalizacibn 1

La discusién precedente no utiliza nihguna propiedad relevante
del cuerpo R en cuanto se refiere a la construccidn del anillo A de

expresiones polinomiales
a+btf , a y b en R

La propiedad del cuerpo real que se utiliza es que, en R:
"a2 + b2 =0 st ysdlosi a= b= 0". De aquil se sigue que A es
un - cuerpo. '

Sea en general k un cuerpo conmutativo. Podemos construir un
anillo A que contienc a k y contiene un elemento £, £ ¢ k tal que

£2« -1, La construcci6n es simplemente la dada por los pares
a +b.L ; a, be k , £2= -1

como hicimns anteriormente. La cuestién pertinente es ahora determi
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nar en que condiciones‘ gobre ¥ es el anillo A un cuerpo. En caso
afirmativo habremos sumergido a k en un cuerpo A que resuelve la
ecuacién X2 + 1 = 0.

La forma de resolver este problema se logra considerando la

éxpresion cuadritica
N(a+b.£) = (a+b.£),(a-b.£) = a2+ b2

11amada 1a norma del elemento a+b.L de .A . Es un ejercicio sen
cillo probar que la norma es una funcién mu]tiplicat{va: ‘
H(x.y) = N(x). N(y). Ademds N(1) = 1. Entonces afirmamos qué un
elemento a+b.Le A es inversiblé sf y s6lo si N(a+b.;‘.) £0.
En efecto, si (a+b.£).(c+d.£) =1 (o sea a+h.f es inversi-

ble) entonces
1 =N(a+b.£).N(c+d.£)

con lo que - N(a+b.£) £O .

Recfprocamente st N{(a+b.L) = a% + b? £ 0, entonces e) ela-
mento —2_ 4_b ¢
aZ+b?  a24h2
queda probada.

es fnverso de a+b.£ , La afirmacién

Se sigue como corolario fundamental que: A es un cuerpo s y

s6lo si se satisface en k la siguiente propiedad:
a2 +b2 =0 = a=b=0

Podemos dar ejemplos de cuerpos con esta propiedad
i. k =123 el cuerpo de restos mddulo 3

i, k

1, &k

i

Z; el cuerpo de restos mddulo 7

Q el cuerpo racional

Ejemplos que no sat{sfacen esta propiedad

t. k =12, el cuerpo de restos modulo 2 (12+12 = 0)
1. k =25 el cuerpo de.restos mbdulo 5 (12422 = Q)

1. ki =€ el cuerpo complejo (12+12 = 0)

Notacidon: k(i) = A
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Entonces Zé(i) es un cuerpo de 9 elementoes. :Uua tahla de

multiplicacion en Za(i) es la siguiente: t
0 1 2 i)2i i j1ezid bk 2471
ojojoJojoJo]lojoiolo
1o v |2 i |2i J1eifuszil2si (2424
2102 | 1]o2i]ileeifeiln2ilni

i Lo i f2i | 2 | 1 fesi freifeaijries
2i jolat | 1] 1|2 |wifs2ifiei l20i ]
1 | 0 | 1ei foe2if 2¢if1e2i] 20 | 2 | 1Y _
1421 0 [1e2i fo+i [0 4if2vi| 2 |3 |2i | 1|
fzei | o foni isifzezifiei | 1 f2i | 5] 2
2421 | 0 |2e2i f1wifawiferi | i [0 | 2 |&

Al igual Z (i) es un cuerpo.de 49 = 7 elemocntos.  Deja-

mos a cargo del lector calcular una tabla de multiplicacion nara

este cuerpo.
La pregunta natural que uno se foimula entinces <s: lara que
primos p es lp(i) wr cuerpo?

La respuesta estd dada en el siguiente teorema:

Teorema: Sea p un primo positivo impar. Las condiciones siyuientes
et . -

son todas equivalentes entre sf:

i. p no es suma de dos cuadrados
ii. Zp(i) es un cuerpo
A4if. X2 z -1 (mod p) no admite solucion en Z (0 sea -1 no es
residuo cuadratico modulo p)
iv. Existe me Z tal que p =4m + 3

v. p| a2+ b2 en Z=pla y pib

La demostracion de este teorema la omitiremos aqui, puede con-
sultarse en cualquier libro de Teoria Elemental de Nlmeros o también

en un articulo pr6ximo sobre Divisibilidad en csta Revista,
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5. Generalizacibn 2

La construccidn original de € que efectuamos en la primera parte
de este artfculo podemos ahora generalizarla si abandonamos el poling
mio X2 + 1, o equivalentemente la ecuacién X2 + | = 0, Hay razo-
nes para ello. En efecto, sobre el cuerpo Q no es posible resolver,

por ejemplo, 1a ecuacién X2 - 2 = O,.dado que e! nimero real v7 que

" resuelve esta ecuacién no es rnciona1; En nuestra discusién deberemos

entonces reemplazar la condicion £2a -1, por £2= 2 , gf tratamos de
extender Q de manera tal de: resolver la ecuacifn X2 - 2 = 0, Obten-
dremos un anillo A cuyos elementos tienen 1a representacién a + b’t R

a,be Q , £2«2 y las operaciones son

(a+hb.£) + (cfd.£) = (a+c) + (b+d).£
(a+b.£) . (c+d.£) = (ac+2db) + (adsbc).L

Si a+b.fe A’y af0 6 bAO entonces aZ-2.b2 A0

pues X2 - 2 = 0 carece de solucién en Q. Por lo tanto

-b
(a +b.£) ., (—2— ‘L) =1
2a2-2.b2  a2+2.b2

‘de manera que A es un cuerpo. Lo denotamos con Q(/Z) y en lugar de £

usamos +Z de manera que Tos elementos de A se escriben en Ta forma
unfvoca a+bh. /2, a, be Q.

Por supuesto que en el caso de Q tenemos un "habitat"'natural que
es el cuerpo R de nimeros reales o también el cueréo C de nlmeros com-
plejos. v

Esta generalizacion 1a podemos aplicar al cuerpo k = Iy para
construir un cuerpo de 25 = 52 elementos. En efecto, la ecuacitn
X2 -2 =0 no aduite solucién en Z5 , dado que los cuadrados en 2
son 0,1,4. Repitiendo 1a construccion obtenemos un cuerpo denotado
por 25(vZ) cuyos elementos son las expresfones a+b.f con a yben
25 ,£7=2.

fo~tor: construya una tabla de multiplicacién en zg(%f)i.
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€1 caso de Z, también iiene una solucién. Un polinomio sobre
7, que no admite ninguna raizen Z, es X & X+ 1. Po: lo
tanto hay que repetir la construccidn primitiva pero ahora £ de-
be sqtisfacer la ecuacién £%= £ +1. Se obtiene un cuerpo de 4

elementos cuya tabla de multiplicacidn es:

£ 1+£

.1 0|1

0 0 0 0

1 0 1 1+£

£l o | £ 1+ ] 1 .
1+£) 0 j1+£ 1 £ ’

3. Generalizacion 3

Esta generalizacidn consiste en abandonar el grado 2 que usa

mos en los polinomios para buscarles raices. Por ejemplo podemos

‘tomar k =Q el cuerpo racional y buscar una soluci 6ne de la

ecuacibn X3'- 2 = 0. Entonces el andlisis del procedimiento nos

revela que las expresiones polinomiales seran ahora del tipo
£ £2 .,
P R P v Ty € Q

y el producto debe hacerse reduciendo segln la ecuacion £3= 2.
£s claro qué ce obtiene un anillo conmutativo A. No es tan inme
diato ver que A es un cuerpo. Pero 1o es !. Se trata de probar

que si z = ro * rlL + r2£2 F0 (o sea (ro. o rz) # (0, 0, 0)

entonces 2 adnite un inverso en A, Trabajemos con polinomios so-

bre Q[X] . El elemento z da lugar al polinomio de grado < 2,

r2x2 + rlX + T Puesto que X3 - 2 es irreductible sobre Q [X],

el maximo comin divisor de ambos polinomios es 1 y podemos escri-
bir

(P22 + 1 X x v ).aX) + (X3-2).8(X) = 1

para polinomios q(X).t(Xj e QIX] convenientes.
Especializando el valor de X en £ , se sigue que

(r2£2 +rlos ro).q(L) =1 en A Esto demues§ra que A es un
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cuerpo. Es bien claro que la propiedad esencial a pedir al polinomio

de partida (como lo fue x} - 2) es la de ser irreductible. ¢

En general: st k es un cuerpo y p(X) un polinomio mdnico:
p(X) = X"-q»an_lX".l +...42, con coeficientes en k, podemos construir

.un anillo A de expresiones polinomiales

v 2 n-1 R
rot rfertieer £ » orye ks, yi
donde se onera con la regla que
P I ¢
"n-1 o

La propiedad de ser p(X) irreductible sobre k implica de inmediato que
el anillo A es un cuerpo (1a misma demostracion precedente).

Siguiendo la idea de usar el anillo de matrices como hicimos al
princioio hay una forma de darle naturalidad a nuestra construccién.
Sea M = M (k) el anillo de matrices de nxn. Al polinomio
n-1

+ an-lx +o.o4 2y le asociamos la matriz C(p(X)) 1la-

p(x) = X"

mada "matriz compariera de p(X)".

0 -0 . . -a,
1 0 -a,
0 32
Lp 0 .1 -an_lm

Por ejemplo

C(X-1) = (11 ,  C(X+1) = [-1]

0 -1 0 -1
C(X2+1) = , C(X24X 1)
- 1

1

0 1 -1




bﬂmu

-17-

0 0 2 1
c(x3-2) = |t 0 O

0 1 0

Un ejercicio elemental en teorfa de matrices nos muestra que la

matriz C(p(X)) satisface la ecuacitn
p(C(p(X})) = O

o sea la matriz C(p(X)) es "rafz" de p(x) o tambign p(X)

anula a C(p(X)). Lo importante es para nosotros que en nuestra

inmersidén de k en un anillo, el anillo M es un grah candidato y
precisamente C(p{X)) es el 2lemento £. _

Estamos en condiciones de situarnos en un contexto completa-
mente general de exfensfoﬁes. .Dado un cuerpo k, 1o pensaremos su
mergido en el anillo Mn(k) de matrices, para todos los valores
de n.' Dado yn_polinomio {rreductible p(X) ek IXI mbnico y de gra
do n construfmos dentro de Mn(k) un cuerpo A generado por k y por
una raiz de D(Xj dentro de Mn(k). La rafz es precisamente la
matriz compaiera de p(X). Este cuerpo consiste de todas las expre
siones polinomiales de C(p(X)) con coeficientes en k. Lo intere-
sante de esta construccién es que esta extensidn de k esté realiza-
da por un conjunto de matrices. Por ejemplo en el caso original de
los complejos la realizacion de C es la totalidad de matrices de

Mz(R) del tipo

Si consideramos el polinomio X3-2 sobre Q se obtiene dentro de
M3(Q) el cuerpo formado por todas las matrices del tipo

a +b.C(x3-2) + c.(C(X3-2))2 o sea

[== 2 -]

0 0 0 0 2 0o 2 0

o
o
o
—
=
(=]
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a 2¢ 2b .
= b a 2c
c b a

donde a,b y ¢ recorren 1a totalidad de Q.
Las posibilidades de efectuar extensiones de este tipo a partir

del cuerpo Q de nimeros racionales son infinitas. En efecto, para

" cada n existen infinitos polinomios irreductibles (y ademds, cqprimos

de a dos) de grado n. Por ejemplo si p denota un ndmero primo, para
todo n natural el polinomio xn—p es irreductible sobre Q. Eﬂ,este
caso la extensién produée una rafz n-sima de p.

Si p(X) es un polinomio irreductible sobre k y a es una rafz
en alguna extensién de k como acabamos de ver, denotémos la extensién
por k(a). Si p(X) tiene grado n entonces k(a) consiste de la to-:
ta]idag de combfnaciones lineales de las potencias 1, a, a%..., an_l
de a con coeficientes en k. Es f&cil ver que k{a) es un espacio
vectorial sobre k de dimensién n{= grado de p(X)). Es posible demos-
trar que esta extension k(a) es dnica, salvo isomorfismos, o sea que
1a construccién que hemos efectuado ro depende del elemento L que elé-
gimos para efectuar la extensi6n.

Digamos que esto es s6lo el principio de una parte importante del
Algebra que es la teoria de cuerpos y que conduce a la teorfa de ecua-
ciones algebraicas y a la teorfa de Galois. Lo interesante serfa que
el lector que no tiene mucho entrenamiento en Algebra formal gastara
algunos pensamientos en el tipo de construccion que hemos descripto.y
experimentara con algunos ejemplos, particularmente con cuerpos Zp,
matrices, etc. Que lo que hemos hecho es realmente importante para
prestarle alguna atencién se basa en que todas las extensiones finitas
de k se logran por este método.

Como corolario se sigue que todas las extensiones de un cuerpo k
de grado n estdn contenidas en Mn(k). En un préximo artfculo utiliza
remos estgs construcciones para referirnos al problema geométrico de
construcciones con regla y compés.

Universidad de Buenos Aires.




