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TEOREMA DE PITAGORAS 

a 

Por semejanza de triángulos 

X = g e y = f. 
b a e a 

o sea 

xa = b2 e ya = c2 

y sumando 
a2 = xa + ya = b2 + c2 

DETERMINAR EL AREA SOMBREADA 

(Enza R. Gentile) 
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AW.ISIS C<NBINATORIO II 

~r.<.o R. Gentile 

en este artículo continuamos el trabajo iniciado en Análisis 

Combina¡or~o I, publicado en el nGmero anterior (Vol. 2 - N° 3) de 

esta revista. 

1 • Teorema Binomia 1-

Sean z1 , ••• , ón nún~ros (reales o complejos). ronsideremvs el 

productJ de expresiones binomiales 

donde Á denota ta~ién un n(nero o si el lector esta inforwado x deno 

ta ~~a inceterminada en sentido de la teoría de polinomios. El desa-

rrollo de la expresión an!erior produce una expresi6r. polinomial 

Co.xn + c 1 .xn-l + c2 .xn- 2 + + e x +e 
· · · n-1 · n 

(Nota: destaquemos el carácter formal- de este desarrollo polinomial, 

el carácter de x es el de una variahle independiente, o libre, todo es 

formal, no simplificafllOs nada). 

-Analicemcs los coeficientes c0 , c 1 , etc. Se tiene obvi~nte: 

1< i < jc;; n 

( 1 < i < j < k < n) 

Cada coeficiente ck se forma con la suma de todos los rosihles productos 

de k factores cuyos índices determinan una sucesi6n estrictamente ere-

ciente de k elementos de 1,2, ... , n. O sea 
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productos, cada producto detcnni nado por Wla combinación de k en n. 

Si en particular a
1 

= ~ 2 = an = a se tiene la fónnula 

(x+a).(x+a) ... (x+a) ( ) n ,J1 n en n-1 en n-2 2 x+a = L 0 .x + 1.x .a+ .x .a + ... 

en n- k k+ .~ n + k.x .a . . . r.·a 

Utilizando el signo de sl.mlatoria 1: y conviniendo en escribir x0= a
0

= 1 

se obtiene la clásica fónnula del binomio 

obviamente equivalente a 

n cJJ n k n-k 
(x+a) = Lk=O k ).x .a 

(pernutando el papel de x y a) . 

Una demostración inductiva de esta fónnula puede hacerse como sigue. 

Proharemos priT"eramente el caso 

(1) 

Si n = 1 es Klar. Surongamos válida la fó~la anterior. Se tiene, 

escribiendo (1+x)n+l = (1+x)n.(1+x), 

(1+x)n+¡ 
= ~=O 

n 
k ) .X 

k+! 
+~=O ( ~ ).x 

k 

n•t n k 
+ ~=1 ( ~ ).x 

k 
= 1: k-l).x + 1 

k=1 

n+l 
+ ~=1 (( n n k + 1 = X k-1)+( k )) .X 

= xn+J 
+ ~=1 ( n+1) k + 1 k .x 

~+¡ n+1 ) k 
k=O k .x 

O sea la fórmula es válida para n+l. Invocando el PI queda probada (1). 

Sea a # O, sea y = ~ a 

n n n n yn ( n k _ ~ n k n-k 
(x+a) a .(1+y) =a. I<=O k ).y - K=O k ).x .a 

1 7 

y hemos probado la fórnul:~ en ger.eral. (Nota: Jarvis nos observa que 

e.1 realidad hemos probado la fónrula del binomio sólo para dominios 

donde es posible dividir , o sea en cuerpos. La fórmula del binomio 

es válida en cualquier anillo con la Cmica condición que x.a = a.x, 

por lo tanto es vál1da en todo anillo conmutativo. le he prohibido 

a Jarvis que me haga ous~cvocione s con el calor que hace (enero S, 

1983) 

Consecuencias de ~ fórmu la deZ binomio . 

i) (a - b) n ~=O ( - 1)k. ( ~ ) .~n-k.hk 

i i) o 1:n ( - 1).(~) zn - ~ ( n 
k~O 

. - ·=O k 

iii) Sea JI. UTk'l indetenrinada y sean n, m en N. La identidad 

(1) 

da lup,ar en cada ll'iembro a un polinomio en x. nos polinomios 

son iguales si f sólo si poseen los mismos coeficier.tes. Esta 

es la propiedad esencial consecuencia de ser x una indetennina 

~a o sea un elemento algebraicamente libre. 

Si 1 ~k < n+m el coeficiente de YK en a~s ~iembros ~e (1) 

es n+m _ _x n m 
C k ) - ~i=o C i ).( k-i~ 

fórmula que ya conocemos. 

ivj Sea x uno ;ndettrminada y sea n E N. A ~'lrtir de la fórmula del 

n k 
k ).x 

obtenemos deri ''ando 

, n-1 _ ~ . n k-1 
n.~1+x) --¡.¡=1 k.(k) . x 

~sar~o 1~ fórmula del binomio zn el miembro de la izquierda y co~ 

parando e! ~oefir.iente de xr, 1 ~ r < n 

n-' n. ( r , = ( ; + 1) , n ) 1 ' r+ 1 

o sea 
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fórmula fácil de verificar directamente. 

Veamos una aplicación de este resultado. 

n 1 n-1 1 n-1 1 n-1 
O ) +n · ( 1 + 2 ( 1 ) + 3 ( 2 ) + · · · + K k -1 ) + · · · 

1 n-1 ) ) 
••• + n n-1 

n 1 n 1 n 
0 sea ( O )+ 2 ( 1 )+ 3 ( 2 )+ 

1 2n+l_1 
+- n 

n+1 n = -n+1 

En forma análoga se r.rueba que 

( n ) _ .!. ( n ) 1 ( n ) ( 1)n 1 ( n 
O 2 1 + 3 2 -. · .+ - • ñ+T n = ñ+T 

Notar que si en la expresión de la derivada reemplazamos x por 1 

resulta la identidad n.2n-l = ~= 1 k.( ~ ) . 

v) Sea x una indetcnninada y sea n E N. A rartir de la fórmula del 

biromio resulta ror "integración 

i+l 
--1-- (1+x)n+l ~ ( n ) X e (C ) n+ 1 = .z..i=O i 1+T + : = constante 

Haciendo x = O resulta la identidad 

--1--1 = o + e, por lo tanto e n+ = ñ+T 

l~ciendo x = 1 resulta la iQentidad 

2n+J -1- ~ 
1..-.- • ( ':1 ) 

n+1 i=O i+1 1 

Se obtiene otra demostración de resultados en iv. 

vi) Dejamos como ejercicio para el lector obtener una identidad corn 

binatorial igL~lando los coeficientes de x11 en la identidad 

(1+x) 211 = (1+2x+x2) 11 = (1+(2x+x2)) 11 = (1+x.(2+x)) 11 

2. EjePc:icios 

1) Hallar el coeficiente de: 

19 

i. x5 en (x + _1_) 1 u 
2x 

ii. x8 ep (x + 2x2) 5 

i ii. n 
X en (x 2 +2x) 11 

iv. x3 y6 en (x+y)9 

v. x2 y2 en (x+y+z)~ 

vi. x11 en (x 3 +x- 3
) 11 

2) Sean a,b,c números reales (o ele~ntos de un anillo conmutativo). 

Probar que Vn, n E N 

(a+ b + c) 11 = 11 ~ • aibjck 
O<i,j,k~n i!.j~.k! 
i+j+k = 11 

La suma debe entenderse tomada para todas las posibles ternas o~ 

denadas i,j,k de números no ne~ativos que suman n (particiones 

ordenadas de n en tres suFnndos). l~s coeficientes 

i! . j ~ . k! 

son nÚJ,leros enteros. (Pregunta: ¿Cuántos sumandos tiene aquella 

suma?). 

3) Hallar el valor de k para e 1 cual ( 1~ ) es máxiJTK>. 

4) Probar las identidades: 

i. 

ii. 

ii i. 

iv. 

V. 

vi. 

n n n n n n n-1 
( O ) + 2 . ( 1 ) + ( 2 ) + 2 · ( 3 ) + ( 4 ) + 2 · ( S ) + · · .= 3 · 2 

n n n n-2 2. 1. ( 2 ) + 3. 2. ( 3 ) + 4. 3. ( 4 
) + ... =n. (n -1) . 2 

n 1 n 1 n 1 n-1 n 
1).T-(2)·z+C3).3-···±C-1) .(n). 

+ 
1 
n 

- = 
n 

rn-1 ( n-1'.(- 1)k. _1_ =.!.. ( 1 + 1 1 1 
k=O k · (k+J) 2 n z-•1• ... +n) 

( n )( n ( n ) ( n-1 ) ·c'2 )(r = ~) n n-k) k n 
o k + • . .. +(J.,Ho =2.(k) 1 k·1 

n )( n ) - ( n )( n-1 ) + ( n )( n-2 k n n-k 
o k 1 k·l 2 k-2 )- ... +(- 1) (k)( O) =o 
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vii. Probar e interpretar conjuntisti caJTICnte, la fónrula 

~n (2n+l) = 4n 
~i=O 2i . 

3. Combinatoria con elementos indistinguibles (Hosones) . 

Se trata de determinar, dados k el c~entos indi s tinguibles entre si 

y n cajas , el número total de formas de ubicar los k objetos en las 

n cajas. Por e jemplo k palomas y n jaula s (k j aponeses en n tinto 

rerías!). Tratemos de esquema ti zar racionalmente una tal distribu 

ción. Veamos un par de ejemplos. 

Y obJetos en 6 cajas 

Podemos representar esta situación en la forn~ siguiente 

••• 1.111 •••• 1. 

denotando las cajas con barras e indicando con el núme1u a izquie~ 

da el número de objetos en esa caja, salvo en la caja de la extrema 

derecha que no es necesario escribirla. Por ejemplo 

111 •• 11 ••• 

describe la distribución de S objetos en 6 cajas de esta forma: las 

tres primeras vacías, la cuarta tiene 2 elementos, la quinta esta 

vacía y la sexta contiene 3 elementos. 

Por lo tanto en esta representación aparecen n-1 barras y k puntos. 

En definí ti va se trata de hallar todas las perniUtaciones de k+n-1 

objetos k iguales entre si y n-1 iguales entre si. Este número es 

(k+n-1)! 

k!.(n-1)! 

k+n - 1 
n- 1 

k+n - 1 
n-1 

A manera de rccaritulación di~amos que hay nk fo~s posibles de di~ 

tribuir k objetos distintos entre si, en n cajas (totalidad de apli­

caciones de l1,nl en l1,kl). Si ahora los objetos son indistinguibles 

21 

el n~ro ~otal de posibles distribuciones es 

= ( k+n-1) 
n-1 

NOTA (Ver W. Feller: An introduction to ProbabiU ty Theory and its 

applicatioPs, Pcig. 53). En t-4ccánica Estadistica una situación corrien 

te es considerar siste~as de k r~rtículas indistinguibles (electrones, 

fotones, protones, .. ) en un cierto espacio. Dicho espacio es dividido 

en un núnero grande n, de pequeñas regiones o celdas, de manera tal 

que cada partícula tiene ubicación en una celda. En esta forma el 

sistema pretende describirse co~ una distribución al azar (random 

distribution) de k partículas en n celdas. Se trata ahora de asignar 

una probabilidad a cada distribución. En la estadística de Maxwell­

Boltzmar. se considera la posibilidad de nk distribuciones equiproba-

bles. Mientras que en la estadística de Einstein-Base se distinguen so 

1 ( k+n-1) 'bl d' 'b · Cada d' t 'b '6 t' amente k pos1 es 1str1 uc1ones. 1s r1 uc1 n 1ene 

da bab . ' dad. 1 ( k+nk-1)-l. asigna entonces una pro 111 1p,ua a Se delllJestra en 

Mecánica Estadística que fotones y núcleos se comporta!' según este úl­

timo esouema. Hay o~ra posibilidad según la estadística de Fermi-Dirac 

en la que es iJ!Iposible para dos o mas partículas pertenecer a la mism 

celda. Es claro que esto requiere que k < n. El ríunero posible de 

distribuciones de k objetos indistinguibles en " cajas de mnera que 

haya a lo suro un elemento en cada tila es obviamente ( ~ ) . O sea cada 

distribución tiene la misma probabilidad ( ~ ) -l. El modelo de Fermi­

Dirac se aplica a electrones, neutrones y protones. Es costumbre re­

ferirse a bosones como elementos indistinguibles que pueden ocupar cel 

das sin restricción en su número, mientras que fermiones son elementos 

indistinguibles que pueden ocupar celdas pero a lo SUIOO WlO por cacia 

celda. 

Ejemplos 

1 . Un ascensor lleva 1 O pasajeros y puede detenerse en cualquiera de 

12 pisos. 
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i. ¿En cuántas formas pueden descender los 10 pasajeros si no se ha 

cen distinción de personas? 

Respuesta. ( lO+ 11 ) = ( 21 ) = 3S2. 716 
1n 10 

ii. ¿En cuántas formas pueden descender si en cada piso dese iende a 

lo SllllO un pasajero? 

Respuesta. ( ~ ~ ) = ( 1J ) = 66 

2. ¿En cuántas formas pueden asignarse, en un examen, 30 puntos a 8 

problemas con la condición que cada problern reciba al menos 2 pun 

tos? 

Respuesta. ( 1i ) = 116.280 

3. i. ¿En cuántas formas pueden distribuirse 8 palomas y 9 canarios en 

10 jaulas? 

R ( 88+ 9 ) . ( 9+99 ) espuesta. 

ii. ¿En cuántas fonnas pero tal que no ha}'a dos palomas en la misma 

jaula? 

Respuesta. ( 9~9 ) . ( 1~ ) . 

iii. ¿En cuántas formas pero tal que haya a lo SUITX> una paloma y un 

canario en cada jaula? 

10 10 Respuesta. ( 8 ) . ( 9 ) . 

4. Calculemos todas las aplicaciones crecientes de 11,kl en l1,nl . 

(Una aplicación f: l1,k) ~11,nl se dice creciente si: 

1 "'i < j "'k - f(i) "'f(j)). 

Solución. VeaJTDs coro dar una tal aplicación es dar exactamente una 

distribución de k bosones en n celdas. 

Se ve fácilmente con un ejemplo, sea k = S, n 4. A la distribución 

. . 1.1 .. o sea 

le haceros corresponder la función creciente 

1 1 2 4 4 o sea f(1)x1,f(2)=1,f(3)=2, f(4)=4, f(S)=4 

Por lo tanto hay: 
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( ~) aplicacion0s estrictamente crecientes de 

l1,kl en l1,nl y 

k+n- 1 ) 1 · · · d 11 kl 11 1 k ap 1cac1ones crcc1entes e , en ,n . 

S. (Particiones ordenadas) 

i. ¿En cuántas fo~,s es posible descomponer al número natural n 

en suma de k sumandos enteros :> O. Por ejemplo si k = 2 y 

n = 4 se tienen las particiones: 4 =0+4 =4+0 =1+3 =3+1 =2+2 

El problema admite solución inmediata si distinguiros el orden 

de los sumandos. Oc otro rodo el problema es difícil. 

Se trata entonces de colocar n objetos en k celdas~. Su núme-

ro es 

( n + k - 1) 
n 

ii. ¿En cuántas formas es posible descomponer al número natural n 

como suma de k números naturales?. 

En este caso los sumandos no pueden ser O. Se traduce en apl.!_ 

car el caso anterior a k y n-k. Su número es pues 

( n-k +k-1 ) = ( n-1 ) . 
n-k k-1 

Aplicación: El número total de formas de distribuir n banderas 

distintas en k mástiles (se permite mástiles vacíos) es 

( n+k- 1 ) .n~ = k.(k+1) ... (n+k-1). Si no se pemiten másti­
n 

n-1 
les vacíos el número pedido es ( k-l ). 

iii. ¿En cuántas formas pueden n personas desfilar en grupo no va-

cías de k personas? 

n-1 
n~ · ( k-1 ) · 

iv. ¿En cuántas formas pueden disponerse n libros distintos en k 

estantes de una biblioteca de manera tal que no quede ningún 

estante vacío? 

6. Consideremos el plano reticulado (ver figura). Se trata de cal 
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i. ¿En cuántas formas pueden descender los 10 pasajeros si no se ha 
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1n 10 
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cular el número total de caminos siguiendo se?mentos del reticul~ 

do y en las direcciones rositivas de los ejes X, Y, eue puede re-

correr una partícula que sale de (0,0) al runto (p,q), p,q ente-

ros. Vearos como resol vem:>s este problema con "bosones" 

q- - - - ¡-

1 
(p,q) 

-- -

r-
1 

- - t - -J 
p 

o 2 o o o 

Cada punto del reticulado sobre el eje X es una celda, r+1 en to-

tal. Se distribuyen q bosones en estas p+1 celdas. Esta distri 

bución se traduce en un camino tal 0ue se recorre , k sevmentos 

en la dirección positiva del eje )' en la abcisa i, si la celda i 

cnnticne k bosones . 

El dibujo adjunto muestra claramente este relato. 

Se sigue entonces que el n(~ro total de caminos es ig~,¡ al núm~ 

ro de distribuciones de q bosones en p+1 celdas . Este Púmero es 

( q + p ) = ( p + q ) 
q p 

Ejercicio . Dibuje los 15 caminos de (0,0) a (2,4) del tipo sera 

lado anteriormente . 

4 • Aplhtdice . Calcularemos para n, k e N el número sn , k de aplica-

ciones de 11 , n 1 sobre 11, k) . Obviamente S k = O si n < k. n, 

Se tiene la siguiente fórmula 

El método que u&,remos para obtener esta fórmula es de inversión . 
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LO pasamos a detallai-

Sabem:>s que ha y k'1 
.. pl icac i _ nes de 1 1 , ni en 11 , k) . Las mismas se 

clasifica" en, ar.licaciOnes de l 1 ,n) sobre 11 ,k) , aplicaciones de 

11, n) sobre subconj .. mt:'JS de 11, k) de k-1 elementos, etc. de mane-

ra que se ti¿ne la fó --,totu ¡¡ 

(2) kn ~ sn,k ··( ~ ) .. \,k-1 + ( ~ ).sn,k-2 + ... 
k 

+( k-1 )sn,1 

Obtener (1) de (2) o vlCe\"ersa es lo que se denomina una "inver-

s!ón" y tien¿ que ver con la inversión de matrices. 

Supondrerus al lector fa.roili:tri:u.do con la teoría elemental de ma 

trices. 

La fórmula (2) escrita para k, k-1, k-2, ... , 2,1 se expresa matri-

cialmente en la fonna 

[ o 

1 

k ( k ) ( ~ ) ... l k S kn 
1 2 k-1 P,.<: 

k-1 k-1 ) ... ( k-1 S (k-l)n 
1 2 k-2 n,~-1 

(3) o k-2 ... ( k-2 
) . S (k-2)n 

1 k-3 n,k-2 o 

o o (. S n, 1 

La matriz cuadrada ~e v~k precedente es inversible y su inversa 

lOS 

-( k :< - ( k ) ... (- ,k k 
1 2 3 k-1 

( 
k-1 k-1 ~ ... (-1)k-1 k-1 o - 2 k- 2 

- ( k-2 k-2 ( k-2 
0 o 1 ) ... (-1) k-3 ) 

B 

o o o J 
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En efecto, esto se si~e de la identidad nostrada anterioJlilente: 

( n)(n) (n)(n-1) {n){n-2) ( 1)k{n)(n-k) 0 o k - 1 k-1 + 2 k-2 - ... + - . 1,. o = 

~lUtiplicando la ecuación matricial (3) a izquierda poT B result1 la i-

dentidad (1) buscada. 

Aplicación El número total de formas posibles de distribuir n objetos 

distintos en k cajas, de ~1nera que no quede ninpuna caja 

vacía es S k. n, 

Por ejemplo el número de formas en que pueden distribuirse 

5 libros distintos entre 3 personas de ~1ncra tal que todas 

recihan al menos un libro es S = 35 -3.2 5 +3.15 = 150 
5,3 

El número de formas posibles de envolver S libros en tres 

1 paquetes es 3 ~ . S5, 3 = 25. 

Sea P k el número de particiones de un conjunto de n elementos en k pa~ n, 

tes no vacías. Dejarros a cargo del lector probar que 

k~ P = S · n,k n,k 

Otra aplicación del método de inversión permite calcular el número Pn de 

permutaciones f de l1,nl tales que f(x) F x cualquiera sea x e: l1,nl, 

o sea, las permutaciones que no fijan ningún punto. 

En efecto, a partir de la fórmula evidente que clasifica las n~ permut~ 

ciones de 11 , ni 

n ( n n~ = Pn+( 1 ).Pn-¡ + 2 ).rn-2 + ... + 1 

obtenemos, por inversión, la fórmula 

Pn n~-{~){n-1)~+ {~)(n- 2)~ 

Referencia 

N. Bourbaki , Thcoric des Enscmhlcs, rhap. III. Enscmblcs ordonnés, cardir.aux, 
nombres enticrs. 195(1 
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ACERCA DE tuMEROO PALINDROOca:; O CAPil1.JAS 

O.A. Cámpoli y A.~l. Niell 

El propósito de esta nota es hacer al3UJlos canentarios y observa­

ciones acerca cie un tir,o particular de números naturales que son consi 

derados por mucha gente como un augurio de buena suerte; nos referimos 

por SUJ:X.Iesto a los ruíueros capicúas o palinlránicos. 

Se entiende canúmtente por número capicúa un ruínero natural d<: 

más de un dígito tal que eH su escritura reducida (<:sto es, sin ceros 

a la i;:quienla) se lec i¡,oual de izquierda a derecha que al revés. Por 

supuesto Gue si tomamos esto con~ ciefinición entonces un número ternli­

nauo en O (cero) no pueue ser capicúa. Está claro además c;ue el núne­

ro 4343, por ejanplo, tampoco es car-icúa. 

Si tanantos lo anterior e~ definición de níínero capicúa, dauo que 

esta defil1ición se refiere no al número en sí sino a su representación 

en una cierta base (la decimal), está claro que podemos extender el con 

cepto a núneros escritos en cualquier base y así lo haremos. 

En lo qu~ sigue, c...tando representamos un niÍitero en una base menor 

que 10 empleamos los <.iígitos usualc::. y con el mismo significado, y en­

tonces, cuanoo escribimos 

40eremos significar el número I~tural que tiene a 111 por representa­

ción en la base 3, esto es, el número cuya repres~ntación decimal es 

Es claro que para tocio Jlúmc\o natural x (mayor o igual que 3) 

se tiene: 

x " llx-l 


