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GEOMETRIA HIPERBOLICA II
Areas, férmulas trigonométricas y congruencia de tridngulos

J.0. Boggino y R.J. Miatello

En esta nota continuamos el estudio de la geametria hiperb6lica
iniciado en la nota anterior Geometria Hiperbélica I (GHI), ya publi
cada en ésta Revista. En ese trabajo se demostraron diversas propie
dades de las transformaciones de Mobius y se determinaron las rectas

hiperbdlicas.

la presente, estudiamos en primer lugar el 4rea hiperb6lica
de algunas regiones. Como caso particular (ver lema 1.3) establece
mos que el &rea de un tridngulo, y por ende la de un poligorno, estd
determinada por sus &ngulos; resultado curioso en extremo si el lec
tor estd predispuesto a dejarse guiar por la intuicibn formada sobre

la geometria euclidiana.

En la segunda seccién (ver 2.1, 2.2, 2.3) se encuentran férmulas
trigonométricas anéloéas a las de la geometria euclidiana, en estas
intervienen las funciones hiperb6licas cosh, senh,ademds de las trigo
nométricas. Finalmente el teorema de congruencia de tridngulos marca
nuevamente la notable diferencia con la geometria euclidea, al con-
cluir que dos tridngulos que tienen sus &ngulos respectivamente igua

les son congruentes.

Utilizaremos las notaciones y resultados de Geometria Hiperb6li
ca I. Recordamos que C y E son los conjuntos de nmeros complejos Y

reales respectivamente.
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I=(ti|t cE}, I* = {ti|t >0} y H={z e C|Imz>0}. Al conjun

az +b
cz +d ?

to de transfermaciones de Mobius A(z) = con a,b,c,d e E vy
ad -bc = 1 1lo denotamos por G. Estos son movimientos rigidos del se-

miplarno superior H.

1. Circunferencias y Poligonos.

Consideremos la circunferencia hiperb6lica

Clzy, ) ={z e H | d(z,2p) = 1}

Z Cos 8 +sen 6 - e
SeaAe(z) -zsen8+cosa’0<e<2"‘ LomereG )'Ae(l)-l

d(i,Ae(z)) = d(Ae(i), Ae(z)) = d(i,z), es decir AO(C(i,r)) C C(i,r). De

igual forma A_e(C(i,r)) C C(i,r), o Cli,r) C Ae(C(i,r)) . Luego

Ag(C(i,1)) = C(i,1).

Lemma 1.1. SizeHyz#i, existe 6, 0 <8 < tal que Ae(z) = si,

5 22 e

Demogtracidn: Si z eHy z # i, existe 8 , 0 <8 < tal que Ae(z) e1t
(ver nota posterior a la prueba del lema 1.10, GHI). Es claro que

Ae(z) #1i. Si Im Ae(z) > 1, la prueba termina. Suponemos Ae(z) = ti,
t<1. Seas =3, luego Age Ag(z) = t7'i y t71 > 1. Ademds Ag°Ag=

= A completando asi la demostracidn.

B+e ’
si cos 6 +sen 6
-si sen 6 +cos® ’

Por el lema anterior C(i,r) = {z|z = Ae(si) =
zZ +si -

por o O L verifica que
m

B(tg(e -m)) = A (si), si 2<e <my B(tg o) = A (si), si0<e <5- .

0<9<n}, paras = ef. Sea B(z) =

Luego.

C(i,r) = (z]lz =B(tg o) | - <0< Frucl,

(notar que si bien B es una transformacién de Mobius, B £ €).

Por otro lado E = {y = tg 8| - %< 8 < -'21 }, asi C(i,r) = B(E) U{fi—}
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B(E) es una circunferencia perpendicular a I, sus puntos verificardn
una ecuaci6r de la forma x? +(y -yp)2 = p2. Como i(y, +p), i(yo -¢)
pertenecena C(i,r), tenemos que y, + p = el, yo*t o= e’T, de donde

Yo = cosh r, p = senh r. Luego

C(i,r) = {z = x +iy |x? +(y -cosh r)2 = senh? r}
T -T r__-T
Recordamos: cosh r = e_+2e_ y senh r = e_zg_

senh r

C,r)

coshr{ti

Ejercicio: Si z = a +ib, pruebe que la ecuacién de C(z,r) es

(x -a)2 + (y -b cosh r)2 = b2 senh? r.

Lema 1.2: La longitud hiperbdlica de C(z,r) es 2n senh r y el drea

hiperb6lica del circulo limitado es 2w (cosh r-1).

Demostracién: Sea Ae G tal que A(z) = i (ver demostracién lema
1.10(b) G.H.I.). Se tiene que A(C(z,r) = C(i,r), luego es suficien

te calcular la longitud hiperb6lica de C(i,r).

Sea o(t) =senh r.cos t +i (coshr + senhr.sent), -1 <t< .
De 1la ecuacibn de C(i,r) se sigue que la curva o(t) recorre C(i,r).
Asi,

o
(senh? r (sen? t +cos? t))l/2 dre r dt

L(o) = I cosh r +senh r sent , cotghr+sen't
- -

donde cotgh r = —‘51;-'-51}}:——;— (igualmente usaremos tgh r = z—(‘:—sn%—; ). Sea

u=tg ( %), luego du = ’]Z (1 +u?)dt y sen t = 1%—3!-; de alli que
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+ ® ©
Z(U) =I 2 du = - r du

@ (1+u?) (cotgh r + 7 BUZ) cotgh r u2+2u tgh r+l

4+ d
=2 tghr I =
-=  (u+teh r)2 +(1-tgh?r)
Sea v = LTt , dv = — ; con este cambio de varia-

Vi -tgh? r 41 - tgh? r_

bles completamos el cédlculo.

+
2 tghr Vi-tgh? r I gy

- (1-tgh? 1)v2 +(1-tgh? r)

£(a)

= _—Z_tgh—rarc tg (V) I+: = 27 Senh r,
-tgh? r

senh?r _ _ 1 .
cosh2 r  cosh?r

ya que arc tg (i= ) =:-’21, 1-tgh? r = 1-

Definimos el &drea hiperb6lica de una regién R C H como

ARR) = ” dx oy
y
(Recordemos que el drea euclidea estid dada por ”dx dy). A la expre
sién dx_yc;z se la suele llamar elemento de 4rea. Las motivaciones
que conducen a la definicién de 4rea hiperbblica, asi como la inter-
pretacidn del elemento de 4rea requieren de otros elementos no pre-
sentados aqui y escapan al objetivo de estas notas. Ellos pueden

encontrarse en los textos usuales de geometria diferencial.

Se puede demostrar usando la f6rmula del cambio de variable,
que un movimiento rigido preserva el 4rea de una regién. Utiliza

remos este hecho en lo que resta de estas notas.
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Completamos ahora la demostraci6n del lema. Debemos calcular el
srea hiperbdlica del circulo limitado por C(i,r).

Sea as(t) = senh s.cos t + i (cosh s + senh s sen t),

0<t<2m; os(t) recorre la circunferencia de centro i y radio s,

luego

r r
A(C(i,1)) = I t(og)ds = I 2n senh s ds = 2s(cosh r-1).
0 0

Nota: Observe que para circunferencias ''pequefias' de radio r 1la lon-

gitud y el 4rea hiperbSlicas se pueden aproximar por:

rz

3 S
L-Z(r+§1—+§,—+,,,)~z,_r,
ré .
A'ZI’(‘Z- %#ﬁ*...)‘“ﬂrz

las férmulas de la geometria Euclidiana.
Definicién: Se dice que dos regiones R; y Rz de H son congruentes
si existe un movimiento rigido B, tal que B(R;) = Rj.

Algunos ejemplos:

4i

7
7/ 4.

21% z + 2z 174

M
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Veamos que las regiones T, y T, de la figura siguiente son con-
gruentes. Por el lema 1.10(a) existe B ¢ G tal que B(zo) =0,
B(z;) = y y B(z3) =u,. B transforma el arco de circunferencia
Zoz, en un arco de circunferencia o en una semirrecta vertical. Es
claro que una semirrecta vertical no puede ser, pues deberia contener
a uy u; luego es un arco de circunferencia con centro en E y de

. P ~ — ) Y
be unir usy u. Asi B(zozz) = usu. Anidlogamente B(2) %) = Uy,

y B(z:zz) = \ply; de donde no es diff il concluir que B(T,) = Tz.

Zo Y u; V2 7) E2)

Ejercicio: Analice la congruencia entre figuras poligonales de cua-
tro lados.
Ejercicio: DEé varios eje@los de regiones congruentes y no congruen
tes.
Ejercicio: Dada R = {z |- 1 <Re (z) <1, |z| 1} determine B(R)
si B(z) =4z +1,B(2) =35 yB(2) = o3y -

Nuestro préximo objetivo serd calcular el drea de regiones

poligonales, por ejemplo:

A A

tri4ngulo cuadriléatero hexégono




Consideremos prirero la figura

A(R)’”'d—x;gz;r - & -

. -a -(x-¢) 2 -a

= arc sen (h%c-)-arc sen ( ;C’)=(% -B)*(%-c)-t-(u*ﬁ)

Sea ahora una regi6n del tipo

y luego via S3(2) = - &




v, /)

4y

p ——

obteniéndo asf una regi6én limitada por dos rectas verticales como R, con

dngulos internos a y 8. Concluimos que
A(R') = n-(a+B)

Por subdivisién en regiones similares a R' podemos calcular las si

guientes 4reas:

AA AN

Consideremos ahora un tridngulo T de &dngulos internos a,8 , Y y
vértices z, z;, 2. Prolongamos- el lado Z,z) hasta que incida en

E en X5, unimos el vértice z, con X, mediante un arco de circunferen-

cia con centro en E.




Denotamos con T, la regién determinada por ZoZ1s ZTXO Y z?xo.

A(M = A(T1)-A(T2) = [n-(axy+e)] [n-(e+8)] = w-a-Y-(n-6)

= - (a+B+s).
Asi hemos demostrado:
Lema 1.3. Un tridngulo hiperb6lico de angulos internos a, B y Y
tiene 4rea hiperbdlica A = n-(a+B8+Y). En particular a%B+Y <T7.

Corolario 1.4. Un poligono hiperbSlico de n lados, con dngulos inter-

nos aj,...,a,, tiene drea hiperb6lica A = (n-Z)t-(a1m2+...+§n).

El corolario se demuestra subdividiendo en tridngulos interiores

y aplicando el lema anterior. Por ejemplo, en el caso

o

A(R) = A(T;) + A(T2) + A(T3) + A(T4)

Sugerimos al lector como muy interesante, leer el punto 7ol
Area del triingulo. Santals L.A. "Geometrias no Euclidianas (Cua

dernos, Eudeba N° 45).
)



2. Férmulas Trigonométricas.

En esta seccibn establecemos férmulas trigonométricas para triédn
gulos hiperb6licos. Serdn consecuencias de éstas los distintos crite

rios de congruencia de triangulos.

Sea T un tridngulo hiperb6lico con &ngulos internos a«,8 y y. Me-
diante un movimiento rigido podemos 1llevar uno de los vértices a i y
otro vértice a si, s > 1 (ver demostracién lema 1.10, GHI y lema 1.1).

—

Luego un lado del tridngulo se transforma en el segmento i,si. Como

si

los movimientos rigidos preservan &ngulos y longitudes, podemos traba

jar con el nuevo tridngulo en lugar del original.

Los lados no verticales del tridngulo son arcos de circunferen-
cias. Sean x e y los respectivos centros en el eje real y sean b y ¢
los respectivos radios. Sea a la distancia entre los centros y zy el
tercer vértice del tridngulo hiperb6lico. Aunque en el dibujo el vér

tice z, tiene parte real positiva, el razonamiento siguiente es vdlido

aln cuando sea negativa.

En la figura anterior observamos que: en el trifingulo ioy,

i _1 _ 1 : 1 — .
sena = -, tgu—ﬁ,es dec1rc=my oy= cotg a. En el tridn

L]

-
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S
sen B

guloxosi,sen8=ls;,tg8=%,esdecirb= Yy X0 = s cotg 8.

Luego a = s cotg B + cotg a.

En el tridngulo xyz,, el teorema del coseno asegura que
a2 =b% +c? - 2bc cos y. Reemplazando a, b Y C por sus respectivos

equivalentes resulta
s?(sen a sen B)-25(cOs a cos B + cOS Y)+ sen a sen 8 = 0.
Esta es una ecuaci6én de segundo grado en s, con coeficiente de s2 y
témmino independiente iguales; asi, si s es solucibn, s7! también
lo es. Por otro lado, recordando la expresién de la suma de las rai-

ces de una tal ecuacidén en términos de los coeficientes, se tiene

S 2(cos a cos B + cos Y)
sen a sen B

Si d = d(i, si), por los cdlculos de la seccién 2 ([HI) d = log(s)

e*ed COS a COS B + COoS vy ,

- )

2 sen a sen B
tenemos asi probado el siguiente lema:
Lema 2.1. Dado un tridngulo hiperb6lico con lados de longitud a,b,c y
angulos opuestos A, B y C, se tiene
@) . sen A sen B cosh ¢ = cos A cos B + cos C

Corolario 2.2. Dado un tridngulo rectdngulo (hiperb6lico) de hipote-

nusa c y catetos a, b, con adngulos opuestos A, B y C se tiene

(2) cosh c = cosh a. cosh b

(3) cosh ¢ = cotg A. cotg B, cosha=§2—§§vc°5hb'§:rsui |

Demostracién: En este caso cos C = 0, asf de (1) resulta
cosh ¢ = cotg A.cotg B. Intercambiando ¢ con b y c con a en (1) se

obtienen las relaciones para cosh a y cosh b. Finalmente (2) es con



secuencia de (3).

Lema 2.3. Dado un tridngulo hiperb6lico de lados a, b, c y &ngulos

opuestos respectivos A, B, C, se verifica
(4) cosh ¢ = cosh a2 cosh b - senh a senh b cos C

Demostracién: Trazamos la perpendicular desde el vértice del dngulo C
al lado c, o a su prolongaci6n (esta construccién es vdlida en la lla
mada geometria absoluta, pues en su demostracién no se hace uso del

5° postulado) .

Se tiene C= ¢} + C; 0 C= () - Cp, seglin el caso. Suponemos que
€= ¢ + ¢. El otro caso es andlogo y queda como ejercicio para el
lector. Se usardn las férmulas (1), (2) y (3) aplicadas a los triadn-
gulos rectdngulos hiperb6licos resultantes de la construcci6n, d deno
ta el cateto comin a los dos tridngulos recténgulos hiperb6licos cons

truidos. De (2)

cosh a cosh b.= cosh? d cosh ¢; cosh cj;

Utilizando las identidades cosh (x+y) = cosh x cosh y + senhx senh Yy

cosh? x - senh? x = 1, se tiene:

(1 + senh? d) cosh c, cosh c; - cosh (c,+cy)

ccsh a cosh b - cosh ¢

senh? d cosh ¢, cosh ¢, - senh c, senh c,.

Trabajamos sobre el Gltimo miembro de la igualdad anterior. Por (3)

~

28 - 2 2 g . 2
senh2 d = S0S° A - sen® (; y senh? d = SOS B - sen® C,

sen? C, sen? ( ,
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(nStese que, en particular, en un trifingulo rectédngulo hiperb6lico

de dngulos no rectos a y B, siempre es cos? a - sen? g >0).

En consecuencia

senh? d = V cos? A-sen? C, Vcos2 B-sen2 C)

sen C; sen C;

Andlogamente se obtiene

- T T Ch-sen?
senh c, Senc2=Vcos Cy-sen” B . Vcos® C2-sen® A _

sen A .ser B

_ Ycos? B-sen? C; . Vcos? A-sen? (2
sen A . sen B

Usando ahora que ¢ = ¢, + c, y (3) se obtiene

senh? d cosh ¢, cosh c, -senh ¢, senh c; =

. Ycos? A-sen? C2 . Vcos? B -sen?
sen A.sen B.sen C;.sen C;

L1 (cos C; cos C, -sen C, sen Cz)

_ Vcos? A - sen? C, . Vcos? B -sen? C;
sen A.sen B.sen C;.sen C;

. cos C.

Por otra parte

senh a . senh b = Vcosh? a-1 .Vcosh? b-1

= Vcotg? C, . cotg? B -1 .Vcotg? C, cotg A-1

. Ycos? C, cos? B -sen? C, sen? B . Vcos2 C; cos? A -sen? C, sen? A

sen A sen B sen C; sen C;

_ Vcos? C, -sen? B . Vcos? Cp -sen? A
sen A sen B sen C; sen Cp

De donde senh? d cosh c, cosh c, -senh c, senh c, = senh a senh b cos C,

lo que completa la demostracién del lema.




Enunciamos ahora el teorema fundamental de congruencia de tridngu

los.

Teorema 2.4. Dos tridngulos hiperb6licos T: y T2 son congruentes si se

cumple una (y por lo tanto cada una) de las siguientes:

(a) T, y T, tienen sus lados respectivamente iguales.

(b) T, y T, tienen dos lados y el &dngulo comprendido respectivamente
iguales.

(c) Ty y T, tienen un lado y los &ngulos adyacentes respectivamente
iguales.

(d) Ty, y T, tienen los tres dngulos respectivamente iguales.

Demostracién: Veamos primero que (a), (b), (c) y (d) son equivalentes.
Se debe tener presente que las férmulas (1) y (4) siguen siendo vdlidas
si permutamos las letras; es incluso conveniente que el lector escriba

las tres posibles versiones de la férmula (1) y de la f6rmula (4).

Seglin notamos en el lema 1.3, los &ngulos internos de un tridngu-
lo hiperb6lico son menores que w; ademis cos o determina a a, Si

0<a<m.

De las férmulas (1) se deduce que los 4ngulos determinan los lados;
anidlogamente por las f6rmulas (4), los lados determinan los angulos.
Por otra parte, conocido un lado (digamos c) y los 4ngulos adyacentes
(A y B), por (1) queda determinado C; nuevamente (1) con las letras per
mutadas determinan a y b. Si por el contrario, se conocen los lados
a, b y el angulo C, por (4) queda determinado el lado c; nuevamente (4)
con'las letras permutadas determina los &ngulos A y B.

Veamos ahora que Ty y T2 son congruentes'. Sean ajs Py» 34, los
dngulos, vértices y lados respectivamente de T, (i=1,2,3); Bi» Qj»
bi’ los &ngulos, vértices y lados respectivamente de T, (i =1,2,3).
Suponemos a; = B}, a; = b,.

Existen movimientos rigidos Bj’ (3=1, 2) tales aue:

-
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B (P;)
Ba(q;) =

i By(Pp) =si, s >1
B2(qz) =

|
b

1
+
-

-

ct

V
—

(ver demostracién lema 1.10, GHI y lema 1.1). Como d(p;,ns) =
= a), d(q1, q2) =b, y a; = b , resultas = t.

Sean Ty = B;(T;), Tb= B,(Tz). Ty y T, tienen un lado en
comGn, el lado isi.

si
b, az
] 1
TZ T
L b3 B1 o) as u
1

Sean u y v los vértices de T} y T, respectivamente que no perte
necen a I'. Si Re(u) y Re(v) tienen signos distintos, podemos aplicar
la reflexién S(z) = -z (que es un movimiento rigido y fija los puntos
de I*) al tridngulo T, , asi S(T}) tiene un lado comGn con T; y el
vértice S(v) con parte real del mismo signo que Re(u). Podemos supo

ner entonces que Re(u) y Re(v) tienen el mismo signo.

Las semirrectas hiperb6licas que nacen en i y pasan por uy v,
son coincidentes, pues forman el mismo 4ngulo a; con 1t. Luego u y v

estdn sobre la misma semirrecta y ambos a distancia a3 = b de i,

asi u=v. Luego T} = T, y por lo tanto T; y T, son congruentes.

Ejercicio: S(z) = - z es un movimiento rigido. Para esto verifique

que conserva las longitudes de las curvas.

Corolario 2.5. En un tridngulo equildtero T, el valor de un lado a

estd univocamente determinado por el valor del &ngulo A. Se tiene que

cosh a = 122 A con 0 <A < /3 (pues el drea de T = v -3 A > 0).
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Demostracidén: Si un tridngulo es equilitero, sus dngulos son iguales,
por la férmula (4) aplicada a A, B y C. De (1) resulta

sen? A . cosh a = cos? A + cos A, o cosh a = S2S A(l*cos A) _ cos A |
1-cos? A 1-cos A

(Notar que si A tiende a % , a tiende a 0 y si A tiende a o, a tiende
a=).
r

Ejercicio::Fijar el dngulo A (0o <A< 3 ) y construir tridngulos equi
lateros con 4dngulos iguales a A.

Nota: En tridngulos hiperbdlicos "pequefios" las fémmulas (1), (2), y

(4) poco difieren de las férmulas de la trigonometria plaha. Por ejem
2

plo, si x es pequefio podemos aproximar cosh x ~ 1 + -)2(—

2 2 2
Luego en (4) 1+37—~(1+l—)2—)(1+c7)-bccosA=

b2c?
-bccosA)+T—,

2 42
=1+(b G

e igualando términos de grado 2 resulta a? = b2 + c2 - 2bc cos A, la

ley de los cosenos.
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