
Se invita a escribir artfOJ.los sobre los distintos tipos de rectl!. 

sividad, sugerirla c6ro enseñarlos usando mateuática u otra cieocia. 

iHBLIOGlAFIA 

-Aranega - Vargas. Didáctica de la matemática. A aparecer. 

Facultad de Matemática, Astronanía y Física. 
Universidad Nacional de C6rdoba. 

iES TRIVIAL! 

El Profesor está dano~... su clase de Matemática. En un manento 

dado hace una afirmación. Piensa 10 segundos y exclama: ¡Es Trivial: 

... Sigue su exposición. Minutos más tarde un estudiante insatisfecho 

lo intenunpe Y le pregunta si esa afirmación era realmente trivial. 

El Profesor lo mira, mira la pizarra y contesta: Sí, ¡Es trivial!. Si

gue la clase. Más tarde, cuando está por finalizar la hora de clase , 
el alumno vuelve _a interrumpir con la misma pregunta, esta vez dicien

do que no le parecía trivial. El Profesor se fastidia, le vuelve a de

cir que es trivial y deja la clase para un intervalo. Es hora de canen

zar la segunda parte, pero el Profesor no aparece. Pasan 1 o minutos, 20 

minutos, y nada. A los 30 minutos aparece el Profesor. Se dirige a la 
clase y dice: 1 Era Trivial! 
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GF.CM:'IRIA HIPEROOLICA Il 

Areas, fórmulas trigonométricas y congruencia de triángulos 

J.O. Boggino y R.J. ~tiatello 

En esta nota continuamos el estudio de la geometría hiperbólica 

iniciado en la nota anterior f'..eametría Hiperbólica I (QH), ya publi 

cada en ésta Revista. En ese trabajo se demostraron diversas propi~ 
dades de las transfonnaciones de Hobius y se detenninaron las rectas 

hiperbólicas. 

En la presente, estudiamos en primer lu~ar el área hiperbólica 

de algunas regiones. Como caso particular (ver lema 1.3) establee~ 

JOOS que el área de W1 triángulo, y por ende la de W1 polífOn:>, está 

determinada por sus án¡rulos; resultado curioso en extreJOO si el 1~ 

tor está predispuesto a dejarse guiar por la intuición formada sobre 

la geometría euclidiana. 

En la seyunda sección (ver 2.1, 2.2, 2.3) se encuentran fórmulas 

trigo~tricas análoFas a las de la geometría euclidiana, en estas 

intervienen las funciones hiperb6licas cosh, senh. adeJllás de las trig~ 

norrétricas. Finalmente el teorema de congruencia de triángulos marca 

nuevamente la notable diferencia con la geometría euclídea, al con

cluir que dos triányulos que tienen sus ángulos respectivamente igll! 

les son congruentes. 

Utilizaremos las notaciones y resultados de r~ometria Hiperb6li 

ca l. Recordamos que C y E son los conjuntos de números complejos Y 

reales respectivamente. 
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1 = {tilt EE}, ¡+"' {tilt>O} y H = {z ECIIm z>O}. Al conjiJ!!. 

to de transfornaciones de ~bbius az +b 
A(z) = cz +d , con a,b,c,d E F. y 

ad -be = 1 lo denotaros ¡:x>r G. Estos son movimientos rígidos del se

miplano superior H. 

1. Circunferencias y PoUgonos. 

ConsidereJOOs la circunferencia hiperbólica 

C(z
0

, r) {z E H 1 d(z,Zo) = r} 

SeaA(z) =zcose+sene o..; <2 Co A ,.. A(.) · 
e -z sen e +cos e ' e 11 • mo e E ,. Y e 1 = 1 

d(i,A6 (z)) = d(Ae(i), A6 (z)) = d(i,z), es decir Ae(C(i,r)) e C(i,r). De 

igual forma A_ 6 (C(i,r)) e C(i,r), o C(i,r) e A
6
(C(i,r)). Luego 

A6(C(i,r)) = C(i,r). 

Lemma 1.1. Si z EH y z i i, existe e, O~ e< n tal que A
9

(z) 

S> l. 

si, 

Demostración: Si z EH y z # i, existe e , O< e< n tal que A
6

(z) El+ 

{ver nota posterior a la prueba del lema 1.10, GHI). Es claro que 

A6 (z) ~ i. Si Im A6 (z) > 1, la prueba termina. Suponernos A
6

(z) 

t < 1. 

= A
8

+e , completando así la demostración. 

Por el lema anterior C(i, r) = {zl z = Ae (si) si cos e +sen e 
-si sen e +cose 

O .;;e <w}, paras= er. z +si Sea B(z) = . 1 ; se verifica que 
-S1Z + 

ti, 

B(t~(e -n)) = A6 (si), si I <e< n y B(tg e) = A
9
(si), si O< e< I 

Luego. 

C(i,r) = <zlz = B(tg e) 1 · I <e< I} u { *} 
(notar que si bien B es una transformación de ~6bius, R i G). 

Por otro lado E= {y= tg el- I< e< I }, así C(i,r) = B(E) u[~} 

49 

B(E) es una circunferencia perpendicular a 1, sus puntos verificarán 

una e<.uaciór de la forma x2 +(y - y0 ) 2 = p2. Coro i (y 0 + p) , i (y 0 - P) 

pertenecma C(i,r), tenemos que y
0 

+ p= er, y0 + p= e-r, de donde 

Yo = cosh r, p = senh r. Luego 

C(i,r) = {z = x +iy lx2 +(y -cosh r) 2 senh2 r} 

Recordamos: cosh r 
er -e -r 

y senh r = 2 

C(i,r) 

Ejercicio: Si z =a +ib, pruebe que la ecuación de C(z,r) es 

(x -a) 2 + (y - b cosh r) 2 = b2 senh2 r. 

Lema 1.2: La longitud hiperbólica de C(z,r) es 2n senh r y el área 

hiperbólica del círculo limitado es 2n (cosh r-1). 

Demostroción: Sea A E G tal que A(z) = i (ver dellPstración lema 

1.10(b) G.H.I.). Se tiene que A(C(z,r) = C(i,r), luego es suficien 

te calcular la longitud hiperbólica de C(i,r). 

Sea cr(t) = senh r.cos t + i (cosh r + senh r.sen t), -n < t ~ n. 

De la ecuación de C(i,r) se sigue que la curva cr(t) recorre C(i,r). 

Así 1 

l.(cr) J
ff 2 l/2 fll (senh2 r (sen2 t + cos t)) dt = ----.--=d-=t--~ 

cosh ll' + señh r sent cotgh r +sen t 
-n _n 

donde cotyh r ~~rul ; (igualmente usarellPs tgh r = senh r ). Sea 
cosh r 

t 1 2 u = t¡z ( 2 ) , luego du "" I (1 +u )dt y sen t = ,:~2 ; de allí que 
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.t(o) =r... 2 du 2u - 2 r.., du 
·"' (1 +u 2) (cotp-h r + 

1 
+u:) cotFh r _.., u2+2u tgh r+1 

f
+.., 

2 tgh r _.., 

Sea v = ~u;::::+=t=g::h:::r= , dv 

V1 -tgh 2 r 

bles completarnos el cálculo. 

du 

du con este cambio de varia-

.l(o) 2 tgh r ~ -tgh2 r f_+.,.co ____ !!.dv!...------
(1-tgh2 r)v2 + (1-tgh2 r) 

2 tgh r are tg (v) 1+"" 2n senh r , 

v4 -tgh2 r -"" 

ya que are tg (±oo ) ± I , 1-tgll2 r 
senh2 r 1 - cosh2 r cosfi2 r 

Definirnos el área hiperbólica de una región R e H como 

A(R) H d\~y 
R 

(Recordenns que el área euclídea está dada por fJdx dy). A la expr~ 
si6n ~ se la suele llamar elemento de área. Las rotivaciones y 

que conducen a la definición de área hiperbólica, así como la inter-

pretación del elemento de área requieren de otros elementos no pre

sentados aquí y escapan al objetivo de estas notas. Ellos pueden 

encontrarse en los textos usuales de geometría diferencial. 

Se puede deJ005trar usando la f6rmula del cambio de variable, 

que tm rrovimiento rigido preserva eZ área de una r•egión. Utiliza 

remos este hecho en lo que resta de estas notas. 
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~letanPS ahora la desoostraci6n del lema. Debei!Ds calcular el 

área hiperbólica del círa.llo limitado por C(i, r). 

Sea os(t) = senh s.cos t + i (cosh s + senh s sen t), 

O<; t <; 2•; o
5

(t) recorre la ciramferencia de centro i y radio s, 

luego 

A(C(i,r)) =r 2w senh s ds = 2w(cosh r-1). 

o 

Nota: Observe que para cira.mferencias "pequeflas" de radio r la lon

gitud y el área hiperbólicas se pueden aproximar por: 

r3 rS 
t = 2 ( r + "TI" + 5T + ••. ) - 21r • r , 

r2 r4t r6 
A " 21f( 2 + V. + 6T + ••• ) - 'R' r2 

las f6rtmJlas de la geometría Euclidiana. 

Definición: Se dice que dos regiones R¡ y R2 de H son congruentes 

si existe un rovimiento rígioo B, tal que B(R1) = R2 • 

Algunos ejemplos: 

z + 2z 
2i 

i z+- 1 
z 



50 

.t(o) =r... 2 du 2u - 2 r.., du 
·"' (1 +u 2) (cotp-h r + 

1 
+u:) cotFh r _.., u2+2u tgh r+1 

f
+.., 

2 tgh r _.., 

Sea v = ~u;::::+=t=g::h:::r= , dv 

V1 -tgh 2 r 

bles completarnos el cálculo. 

du 

du con este cambio de varia-

.l(o) 2 tgh r ~ -tgh2 r f_+.,.co ____ !!.dv!...------
(1-tgh2 r)v2 + (1-tgh2 r) 

2 tgh r are tg (v) 1+"" 2n senh r , 

v4 -tgh2 r -"" 

ya que are tg (±oo ) ± I , 1-tgll2 r 
senh2 r 1 - cosh2 r cosfi2 r 

Definirnos el área hiperbólica de una región R e H como 

A(R) H d\~y 
R 

(Recordenns que el área euclídea está dada por fJdx dy). A la expr~ 
si6n ~ se la suele llamar elemento de área. Las rotivaciones y 

que conducen a la definición de área hiperbólica, así como la inter-

pretación del elemento de área requieren de otros elementos no pre

sentados aquí y escapan al objetivo de estas notas. Ellos pueden 

encontrarse en los textos usuales de geometría diferencial. 

Se puede deJ005trar usando la f6rmula del cambio de variable, 

que tm rrovimiento rigido preserva eZ área de una r•egión. Utiliza 

remos este hecho en lo que resta de estas notas. 

51 

~letanPS ahora la desoostraci6n del lema. Debei!Ds calcular el 

área hiperbólica del círa.llo limitado por C(i, r). 

Sea os(t) = senh s.cos t + i (cosh s + senh s sen t), 

O<; t <; 2•; o
5

(t) recorre la ciramferencia de centro i y radio s, 

luego 

A(C(i,r)) =r 2w senh s ds = 2w(cosh r-1). 

o 

Nota: Observe que para cira.mferencias "pequeflas" de radio r la lon

gitud y el área hiperbólicas se pueden aproximar por: 

r3 rS 
t = 2 ( r + "TI" + 5T + ••. ) - 21r • r , 

r2 r4t r6 
A " 21f( 2 + V. + 6T + ••• ) - 'R' r2 

las f6rtmJlas de la geometría Euclidiana. 

Definición: Se dice que dos regiones R¡ y R2 de H son congruentes 

si existe un rovimiento rígioo B, tal que B(R1) = R2 • 

Algunos ejemplos: 

z + 2z 
2i 

i z+- 1 
z 



52 

Veamos que las regiones T1 y T2 de la figura siguiente son con

gruentes. Por el lema 1. lO(a) existe BE G tal que B(z
0

) = u
0

, 

B(z 1) = u1 y B(z2) = u2. B transforma el arco de circunferencia 

Zo'Z 1 en un arco de circunferencia o en una semirrecta vertical. Es 

claro que una semirrecta vertical no puede ser, pues debería contener 

a U
0 

y u¡; luego es tm arco de circunferencia con centro en E y ~ 

,_. ........... ,-.... ,..... 
be unir u

0 
y u¡. Así B(z

0
z2) u

0
l) . Análogamente B( z.1 ~) = u¡ Uz 

y B(z;z2) = tu2; de donde no es difl tl concluir que B(T¡) = T2. 

Ejel'Cicio: Anal ice la congruencia entre figuras poligonales de cua-

tro lados. 

Ejercicio: Dé varios ejemplos de regiones congruentes y no congrue~ 

tes. 

Ejel'Cicio: Dada R .= {z 1- 1 E; Re (z) < 1, lzl > 1} determine B(R) 

si B(z) = 4z + 1 , B(z) = ~ y B(z) = -----
2
Z 1 

. 
z+¡ - z+ 

Nuestro pr6ximo objetivo será calcular el área de regiones 

pol.igonales, por ejeJ!l>lo: 

triángulo cuadrilátero hexágono 
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Consideresoos pruero la figura 

-a o e 

f ~ Jb r·.. Jb A(R) _ dx dy = dx dy = dx 

- JR y2 " -a if>-(x-c)2 y2 -a V'í"-(x-c) 2 
= f>-e_...;;d:;...u;...__ 

J ~ 
-a-e 

= are sen (b-e)- are sen (~)=(.!-a)+(:.- er)"" w-(a+S) 
r . r 2 1. 

Sea ahora una región del tipo 

Trasladalros R' via S¡ (z) • z-e 

y luego vta s2 (z) • 1 
z 
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obteniéndo así una región lirni tada por dos rectas verticales COJOO R, con 

ángulos interoos a y B • Concluimos que 

A(R') = w-(a+B) 

Por subdivisi6n en regiones similares a R' pode100s calcular las si 

guientes áreas: 

Considereros ahora un triángulo T de ángulos inten10s ~. B , Y y 

Prolonganvs el lado Za'z 1 hasta que incida en 

E en Xo· uniros el vértice z2 con Xo mediante un arco de circtmferen

cia con centro en E. 

.. 
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,..... - -Denotanvs con T1 la regi6n determinada por z0z1, Z¡Xo Y Z2Xo· 

A(T) = A(T¡) -A(T2) = [ w-(a't-y+E)) [ •-(E+c5)) w-a-Y-(w-6) 

= 1T- (a+B+ó) • 

Así heJTOs demostrado: 

Lema 1.3. Un triángulo hiperbólico de ángulos internos a, BY Y 

tiene área hiperbólica A = 1r- (a+ B +Y). En particular a-~; B +Y < 11 
• 

CoroLario 1.4. Un polígono hiperbólico den lados, con ángulos inter

nos a 1 , .•• ,an, tiene área hiperb6lica A= (n-2)1T-(a¡+az+ ... +an) . 

El corolario se derruestra subdividierx:lo en triángulos interiores 

y aplicando el lema anterior. Por ej ar.plo, en el caso 

Sugeri'l'Os al lector coro muy interesante, leer el punto 7.1. 

Area del triángulo. Santal6 L.A. "Geometrías no Euclidianas CCu!. 

demos, Eudeba N° 45). 

• 
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2. Fórmulas Trigonom~tricas. 

En esta sección establece100s fónnulas trigonométricas para trián 

gulos hiperb6licos. Serán consecuencias de éstas los distintos crite 

ríos de congruencia de triángulos. 

Sea T un triángulo hiperb61ico con ángulos internos a,B y y. ~-

diante un 100vimiento rígido pode100s llevar uro de los vértices a i y 

otro vértice a si, s > 1 (ver demostración lema 1 .10, GHI y lema 1.1). -Luego un lado del triángulo se transforma en el segmento i, si. Co100 

los 100vimientos rígidos preservan ángulos y longitudes, pode100s traba 

jar con el nuevo triángulo en lugar del original. 

Los lados no verticales del triángulo son arcos de circunferen-

cías. Sean x e y los respectivos centros en el eje real y sean b y e 

los respectivos radios. Sea a la distancia entre los centros y z0 el 

tercer vértice del triángulo hiperbólico. Aunque en el dibujo el vé_!: 

tice z0 tiene parte real positiva, el razonamiento siguiente es válido 

aún cuando sea negativa. 

En la figura anterior observawos que: en el triángulo ioy, 

sen a = e ' 1 
d" 1 

E 1 án tg a= oy , es ec1 r e = sen a y oy = cotg a. n e tri 
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S gulo xosi, sen B S tg B = !o , es decir b 

Luego a = s cotg B + cotg a. 

sen 8 y xo = s cotg B. 

En el triángulo xyz0 , el teorema del coseno asegura que 

a2 = b2 
+ c2 - 2bc cos Y. Reemplazando a, by e por sus respectivos 

equivalentes resulta 

s2 (sen a sen 8)-2s(cos a cos B + cos Y)+ sen a sen B =O. 

Esta es una ecuación de segundo grado en s, con coeficiente de s2 y 

término independiente iguales; así, si ses solución, s- 1 también 

lo es. Por otro lado, recordando la expresión de la suma de las rat

ees de una tal ecuación en términos de los coeficientes, se tiene 

-1 
S + S 2(cos a cos B + cos Y) 

sen a sen B 

Si d = d(i, si), por los cálculos de la sección 2 (nHI) d 

o s = ed. Luego 

ed + e-d 

2 

cos a cos B + cos y 

sen a sen B 

tenemos así probado el siguiente lema: 

log(s) 

Lema 2.1. Dado un triángulo hiperb6lico con lados de longitud a,b,c y 

ángulos opuestos A, B y e, se tiene 

(1) sen A sen B cosh e = cos A cos B + cos C 

Corolario 2. 2. Dado un triángulo rectángulo (hiperb6lico) de hipote-

nusa e y catetos a, b, con ángulos opuestos A, B y e se tiene 

(2) cosh e = cosh a. cosh b 

( 3) h cos A cos B cos e = cotg A. cotg B, cosh a = sen1f , cosh b .. sen A 

Demostración: En este caso cos e = O, asf de (1) resulta 

cosh e = cotg A.cotg B. Intercambiando e con b y e con a en (1) se 

obtienen las relaciones para cosh a y cosh b. Finalmente (2) es con 
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2. Fórmulas Trigonom~tricas. 
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secuencia de (3). 

Lema 2.3. Dado un triángulo hiperbólico de lados a, b, e y ángulos 

opuestos respectivos A, B, e, se verifica 

(4) cosh e = cosh a cosh b - senh a senh b cos e 

Demostroción: Trazanvs la perpendicular desde el vértice del ángulo C 

al lado e, o a su prolongación (esta construcción es válida en la lla 

mada geometría absoluta, pues en su demostración no se hace uso del 

5° postulado). 

Se tiene e = c1 + c2 o e = c1 - c2, según el caso. Suponeros que 

e= c1 + c2 • El otro caso es análogo y queda como ejercicio para el 

lector. Se usarán las fórmulas (1), (2) y (3) aplicadas a los trián

gulos rectángulos hiperbólicos resultantes de la construcción, d de~ 

ta el cateto conún a los dos triángulos rectángulos hiperbólicos con_! 

truidos. De ( 2) 

cosh a cosh b.= cosh2 d cosh c1 cosh c2 ; 

Utilizando las identidades cosh (x+y) = cosh x cosh y + senh x senh y y 

cosh2 x - senh2 x = 1, se tiene: 

ccsh a cosh b - cosh e (1 + senh2 d) cosh c1 cosh c2 - cosh (c1+c2) 

senh2 d cosh c1 cosh c2 - senh e¡ senh Cz. 

Trabajanvs sobre el últiDD miembro de la igualdad anterior. Fbr (3) 

senh2 d cos 2 A - sen2 Cz 
sen2 C2 

cos2 B - sen2 c1 y senh 2 d = ..:....:..=---=--=---...:..L-
sen2 r 1 
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(n6tese que, en particular, en un triAngulo rectAngulo hiperb61ico 

de ángulos no rectos a y B, siempre es cos2 a - sen2 B > O) • 

En consecuencia .1 2 A-sen2 c2 Vcos2 B -sen2 C¡ senh2 d ,. .!y~CO~S~~:==!!....~L...:.=.:::._-=-_:_--.:._ 

sen c1 sen C2 

Análogamente se obtiene 

senh c 1 sen c2 
Vcos2 C1 -sen2 B . Vcos 2 C2-sen2 A= 

sen A .ser. B 

Vcos2 B-sen2 c 1 • Vcos 2 A-sen2 C2 

sen A . sen B 

Usando ahora que e .. c 1 + c2 y (3) se obtiene 

senh2 d cosh c1 cosh c2 -senh c1 senh c2 = 

Vcos 2 A- sen2 C2 . Vcos 2 B - sen2 C¡ (cos c
1 

cos c2 -sen c1 sen C2) 
sen A.sen B.sen C¡.sen C2 

..:.Vc~c~o~s2~A~-~s~e~n~2~c~2~·~Vc~eo~s_2 ~B~-~s~e~n~2-=C~¡ - • cos c. 
sen A.sen B.sen C¡ .sen C2 

Por otra parte 

senh a . senh b Veo n2 a-1 .Vcosh2 b-1 

Vcotg2 c1 • cotg2 B - 1 . Vcotg2 C2 cotg A - 1 

Vcos 2 C1 cos2 B - sen2 c 1 sen2 B . Vcos2 C2 cos2 A - sen2 C2 sen2 A 

sen A sen B sen C1 sen C2 

Vcos2 C¡ -sen2 B • Vcos2 c2 -sen2 A 
sen A sen B sen C¡ sen C2 

De donde senh2 d cosh c1 cosh c2 - senh c1 senh c2 = senh a senh b oos C, 

lo que completa la demostración del lema. 
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Enunciamos ahora el teorema fundamental de congruencia de tri~ 

los. 

Teorema 2.4. Dos triángulos hiperbólicos Tt y T2 son congruentes si se 

cumple una (y por lo tanto cada una) de las siguientes: 

(a) T¡ y T2 tienen sus lados respectivamente iguales. 

(b) T¡ Y T2 tienen dos lados y el ángulo comprendido respectivamente 

i~les. 

(e) T1 y T2 tienen un lado y los ángulos adyacentes respectivamente 

iguales. 

(d) T1 y T2 tienen los tres ángulos respectivamente iguales. 

Demostraai6n: Veamos primero que (a), (b), (e) y (d) son equivalentes. 

Se debe tener presente que las f6rmulas (1) y (4) siguen siendo válidas 

si permutamos las letras; es incluso conveniente que el lector escriba 

las tres posibles versiones de la f6rmula (1) y de la f6rmula (4). 

Según notamos en el lema 1.3, los ángulos internos de un triángu-

lo hiperb6lico son menores que w; además cos a determina a a, si 

De las f6rnvlas ( 1) se deduce que los ángulos detenninan los lados; 

análogamente por las f6nnulas (4), los lados determinan los ángulos. 

Por otra parte, conocido un lado (digamos e) y los ángulos adyacentes 

(A y B), por (1) qu~ determinado C; nuevamente (1) con las letras pe!_ 

nutadas detenninan a y b. Si por el contrario, se conocen los lados 

a, b y el ángulo C, por (4) queda detenninado el lado e; nuevamente (4) 

con ·las letras permutadas determina los ángulos A y B. 

Veamos ahora que T 1 y T2 son congruentes. Sean ai, pi' ai, los 

ángulos, vértices y lados respectivamente de T¡ (i = 1,2,3); Bi, qi' 

bi, los ángulos, vértices y lados respectivamente de T2 (i = 1,2,3). 

Suponemos a¡ = B¡, a1 = b1 • 

Existen movimientos rígidos Bj, (j = 1, 2) tales aue: 

P¡ 
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i B¡ (P2) 

i B2(q~) 

si, s > 1 

ti, t > 1 

q3 

(ver demostración lema l. 10, (}U y lema 1.1). C0010 d(p 1 ,n2) = 

a¡, d(q¡, q2) = b¡ y a¡ = b , resulta s "' t. 

común, el lado isi. 

u 

i 

Sean u y v los vértices de T1 y T2 respectivamente que no pert~ 

necen a 1•. Si Re(u) y Re(v) tienen signos distintos, podemos aplicar 

la reflexi6n S(z) = -z (que es un moviniento rígido y fija los puntos 

de 1+) al triángulo 12 , así S(T2) tiene un lado común con T¡ y el 

vértice S(v) con parte real del mismo signo que Re(u) . PodeDDs s~ 

ner entonces que Re(u) y Re(v) tienen el mismo signo. 

Las semirrectas hiperb6licas que nacen en i y pasan por u y v, 

son coincidentes, pues forman el mismo ángulo a¡ con I+. Luego u y v 

están sobre la misma semirrecta y ambos a distancia a3 = b3 de i, 

así u = v. Luego 1\ = 12 y por lo tanto T1 y T2 son congruentes. 

Ejeraicio: S(z) z es un movimiento rígido. Para esto verifique 

que conserva las longitudes de las curvas. 

Corolario 2. 5. En un triángulo equilátero T, el valor de un lado a 

está unívocamente determinado por el valor del ángulo A. Se tiene que 

cosh a = 1 cos AA con O <A < 11/3 (pues el área de T = 11 -3 A > O) . -cos 
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Dem:Jstraci6n: Si un trián?Ulo es equilátero, sus ángulos son iguales, 

por la fónrula (4) aplicada a A, B y C. De (1) resulta 

sen2 A . cosh a = cos2 A + cos A, o cosh a = cos A( 1 +cos A) 
1-cos2 A 

cosA 

1-cos A 

O•Jotar que si A tiende a 1' , a tiende a o y si A tiende a o, a tieme 

a ..,) . 

Ejercicio: : Fijar el ángulo A (o <A < ~ ) y construir triángulos equ!_ 

láteros con ángulos iguales a A. 

Nota: En triángulos hiperbólicos "pequeños" las fámulas (1), (2), y 

(4) poco difieren de las fónnulas de la _trigonmretría plana. Por eje!!!_ 
x2 plo, si x es pequeño podefOOs aproxil!13.r cosh x - 1 + z-· 

Luego en ( 4) + ~ - ( 1 + b; ) ( 1 + e; ) - b ecos A = 

b2 +c2 b2c2 1 + ( 2 - be cos A) + - 4-

e igualando términos de grado 2 resulta a 2 = b2 + c 2 - 2bc cos A, la 

ley de los cosenos. 

Referencias: Bonola R. "~etrías no Euclidianas" (Espasa Calpe 
1945) y en inglés. "Non euclidean geanetries" (Dover). 

Santaló L. A. "Geanetrías no Euclidianas" (ü.Jademos , 
Eudeba N° 45). Capítulos V, VI, VII (ver la extensa lis 
ta d~ referencias). 

Mamning. ''Non euclidean geanetry'' (Dover) 

Farultad de Matemática, Astronanía y Física. 
Universidad Nacional de Córdoba. 
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FOI~.H~ IEBE ENSEHAPSE ESTADISTICA El LA ESUlELA MEDIA 

José ~aúl Martínez 

¿Existe hoy en día una terminología estadística en nuestro len-

guaje diario? ¿Es frecuente el empleo de un len¡ruaje, que poderos 

llamar estadistico? 

La respuesta a estos interrogantes es evidentemente afirmativa 

por cuanto, el individuo común, el hombre de la calle, se ve obliga-

do diariamente a emplear términos corno porcentaje, encuestas, pro~ 

dios; interpretar gráficos, ete. Es a diario que leeros o escucha-

ros. Indice de inflaci6n, Indice de precios de ventas al conswrridor, 

tasa regulada, Tasa nominal, Tasa anual efectiva; el resultado de tal 

encuesta puso de relieve Los mecanismos que jugaron ... Es interesan 

te a rrodo de ejeiJl'lO recordar que el resul t.ado de las elecciones del 

30 de octubre del aro pasado en un detenninado distrito, fue pr>edi

cho a partir de una muestra obtenida en 10 mesas de votantes de di-

cho distrito. 

Pero para ser más claros y objetivos en nuestra afinnaci6n, nos 

remitamos a cualquiera de los medios decomunicación escrita y hagarros 

un ligero exaJren de lo que ocurre. Tomerros a modo de ejemplo el dia 

rio La Nación del dia 17 de septiembre de 1984. 

Dicha edición consta de 32 páginas (7 de las cuales son de avi

sos clasificados) divididas en tres secciones. Una secci6n dedicada 

a noticias de carácter general que incluyan aspectos econ6micps fin~ 

cieros, donde abundan naturalmente los términos estadísticos. Una 


