CONSTRUCCION DEL PENTAGONO REGULAR CON REGLA Y COMPAS

Elsa Malisani

Introduccidn

La construccidn de poligonos regulares mediante la utilizacidn
de la regla y el compds se remonta a los gebmetras griegos, junto

con los problemas de la duplicacién del cubo, de la triseccidn del

adngulo y de la cuadratura del circulo. Los griegos habian desarro-
1lado procedimientos de construccién para ciertos poligonos regula-
res, tales como el pentidgono y el exigono, en tanto que, para el
heptdgono regular y el poligono regular de 17 lados, sus técnicas

constructivas fracasaban.

Las soiucimes a estos dos problemas no aparecieron sino hasta
el siglo XIX, con los trabajos de Gauss y Galois. Por un lado Gauss
descubrid un procedimiénto para construir el poligono regular de 17
lados y, por el otro, a partir de la Teoria de Galois se pudo demos
trar que era imposible construir el heptdgono regular con regla y
compds. Véase el articulo del profesor Gentile en este nimero.

Este trabajo pretende, primero, demostrar algebraicamente que
és ﬁosible construir un pentigono regular con regla y campds, lue-
go, describir el procedimiento clésico utilizado por los griegos
para realizar dicha construccién y, por Giltimo, mostrar que la me-
dida del lado del pentdgono asi construido, coincide con la medida
obtenida a partir de la justificaci6n algebraica. Cabe aclarar que
en ambos casos se utiliza un pentigono inscripto a una ciraunferen
cia de radio unitario. Al final del articulo y a modo de corolario
se demuestra que el pentadecigono regular es construible.
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Congideraciones previas.

A continuacidn detallaremos las definiciones y propiedades que

se utilizardn en el desarrollo especifico del tema.

Definicidén 1. En las construcciones geométricas, el uso de la re-

gla y el compds estd restringido a las siguientes operaciones,

a) Dados dos puntos a y b del plano, se puede construir la rec
ta determinada por a y b (es decir, la regla no se utiliza

para medir longitudes de segmentos).

b) Dados un punto p y un segmento ab de longitud labl =1 >0

se puede construir la ciraunferencia de centro p y radio r.

Definicidén 2. Dado un segmento de longitud unitaria se dice que un
nimero real « es construible si existe un segmento de longitud |al

que puede ser construido con regla y compés.

Notg. Suponemos que el lector conoce los procedimientos para cons-
truir el punto medio de un segmento y una recta paralela o perpendi
cular a otra desde un punto dado.

Lemg 1. Si « y B son nlmeros construibles entonces «f , a-§

y @/ (cuando B # 6) son construibles.
Demostraciém. Dejamos al lector la demostracidn de que aip es

construible. En lo que sigue suponemos que « y B son positivos

(ver Nota 1 al final) y tomamos el siguiente segmento como unidad:

(1) Veamos que «-f es construible.
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Fig. 1

a) Se trazan dos semirrectas con origen en o: or y Os camo

muestra la figura 1.

b) Sobre or se dibuja oa tal que l|oal =&

c) Sobre os se traza ou tal que |oul -.1 y a continuacién
ub tal que |lubl =8 .

d) .Se une u con a y por el punto b se traza una paralela

a ua (método geométrico conocido).

e) El pinto ¢ = bc Nor determina ac tal que lac| = a.B

pues, aplicando el teorema de Thales tenemos,

.1
"8

a _loal _lou
facT Tacl [ub

por lo tanto lacl =a.p .

(ii) Probamos ahora que «/f (8 # 0) es construible. Para es

to consideramos la figura 2.

Si se realiza la construccién indicada en la figura 2 y

se aplica el teorema de Thales se obtiene, lacl = a/B .
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Lema 2. Si « >0 es un nimero construible entonces /& es cons-

truible.

Demostracién. Consideramos la siguiente figura,

a : o b c

Fig. 3

a) Sobre R se traza ab tal que |ab] = @ y a continuacidn el

segmento unitario, como muestra la figura 3.

b) Se determina el punto medio © del segmento ac (procedimiento
geométrico conocido).



c) Se dibuja una semiciraunferencia con centro en o y radio

loc] = (x+1)/2.

d) Se traza una recta S perpendicular a R por el punto b (proce
dimiento conocido). Se intersecta a la semicircunferencia en el
punto d. Veamos que |bd| = /& . Los tridngulos abd y bcd

son semejantes, entonces tenemos

fEdF = foct

de donde se obtiene |bd|? = @ , como queriamos probar.

El pentdgono regular es construible.

El problema consiste en demostrar que el decdgono regular es
construible, pues a partir de ello se prueba algebraicamente que
el pentdgono también lo es. Consideremos un decdgono regular ins-
cripto en una circunferencia de radio unitario (ver Nota 2 al fi-

nal).
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a) Sea x la medida del lado del decdgono y llamemos ogp al

b)

<)

triangulo formado por el lado del decigono y los dos radios
de la ciramferencia unitaria. Claramente, el triangulo ogp
es isdsceles. Observar que el dngulo poq (@ngulo central
subtendido por el lado pq) mide 36°, esto implica que los
dngulos qpo y oqp miden 72°.

Se traza la bisectriz, qr, del dngulo oqp . Obtenemos asi

dos tridngulos isGsceles, rgp y oqr. En efecto, med(rgp) =
= 36° y med(qpo) = 72°. Esto dice que med(prq) = 7i°, lo cual
implica que |rq| = |qp| = =, es decir, el triéngulo rqp es
isbsceles. Analogamente, como med(oqr) = 36° = med(poq) resﬁl
ta |rq| = |or| = z. Se sigue entonces que oqr es isdsceles.

Como |op| =1 y |rp| = |op| - |or| resulta [rp| =1-z.

Los tridngulos oqp y rqp son isbGsceles y tienen sus &ngulos
respectivamente congruentes, por lo tanto, son semejantes. Esto

implica que,

qul : lprl
es decir,

e
z 1-z
Esto dice que = satisface la ecuacién X2 + X - 1 = 0. Resol
viendo esta ecuacién se obtiene z = (-1 + /5)/2. De los lemas
1 y 2, se deduce que z es un n(mero construible, con lo que
queda demostrado que el decigono regular es construible. En la

figura siguiente se indica como construir =z,
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Fig. S

A continuaci6n, trazamos una ciraunferencia de radio unitario y
construimos el deciigono regular (figura 6). Uniendo los segundos
vértices del decdgono obtenemos el pentdgono regular.

Para hallar la longitud del lado del pentigono procedemos como
sigue,
a) El tridngulo aob es isdsceles y el angulo aob mide 72°, por
ser un angulo ,centrai del pentdgono regular. Llamamos y a la
medida del segmento ab (lado del pentdgono regular).

b) Para calcular y aplicamos el teorema del coseno en el trifngu-




lo aob,

y? = |oa|? + |ob|2 - 2|oa||ob|- cos(aob)
de donde resulta,

(D y2 =2- 2 cos 72°

c) A continuacitn, expresamos cos 72° en témminos de z (lado
del decdgono). Para ello nos remitimos a la figura 4. Aplican

do el teorema del coseno en el triingulo rpq tenemos,

Irq|2 = |pq|2 + |pr|2 - 2|pq||pr| cos(gpr)
es decir,

z2 = x2 + (1-2)2 - 22(1-x) cos 72° .

Simplificando obtenemos,

° _ 1-z
(II) cos 72 et .

d) Reemplazando (II) en (I) obtenemos,

(I11) y° =

Como =z = (-1+ /5)/2, de (III) resulta y = (/iO -2/5)/2,
que es lo que queriamos calcular.

gervactones.

1) De los lemas 1 y 2 se deduce que y (lado del pentigono) es un
n(imero construible, por lo tanto, se puede realizar directamen

te la construccidn del pentigono regular, sin pasar por las



del decdgono. .

2) El desarrollo anterior fue efectuado para un pentdgono regular
inscripto en una circunferencia unitaria, con el objeto de que
las demostraciones y construcciones sean mis simples. Sin em-
bargo, resulta igualmente vdlido para una ciramferencia de ra
dio arbitrario r, en este caso los lados del decigono y del

pentagono mediran,
z=(-1+/5)r/2 , y = (N0-25)r/2

respectivamente. La prueba se deja para el lector.

Procedimiento geométrico.

Para construir el pentédgono regular con regla y compis, existe
un procedimiento mds simple que el descripto en el pirrafo anterior.
Dicho proéedimiento responde a la construccién cldsica descubierta

por los griegos. A continuacidn, describimos este método.

Fig. 7
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a) Se traza una circunferencia unitaria de centro o.

b) Se dibujan dos rectas A y B perpendiculares en o, utilizan
do un procedimiento conocido.

c) Se determina el punto medio del radio os . Llamamos p a este
punto.

d) Se construye una circunferencia de centro p y radio pq (ver
figura 7). Esta ciraunferencia intersecta a la recta A en el
punto T perteneciente a uno de los radios de la circunferencia

unitaria.

En esta construccidn quedan determinados los segmentos or y qr.
Demostraremos a continuacidén que,
(i) or es el lado del decagono regular.
(ii) qr es el lado del pentdgono regular.
En efecto, veamos (i). Sabemos que |oq| =1 y |op| = 1/2,

por lo tanto, aplicando el teorema de Pitdgoras en el tridngulo

opq obtenemos, |pq| = (/5)/2. Entonces,

lor| = lpr| - fop| = % - L= (-1 + /B)z2

que, camo sabemos, es la longitud del lado del decigono regular.

Para probar (ii) aplicamos el teorema de Pitdgoras en el tridn
gulo oqr , '
lar|2 = |or|2 + |oq|?
lqr{2 = [ (-1 + /5)/2]2 + 1
lqr| = (m—)/Z :

Por lo tanto, qr es el lado del pentigono regular.

e g



El pentadecdgono regular es construible.

Para construir el pentadecdgono regular aplicamos la siguiente

proposicidn.

Proposicién. Supongamos que n y m son primos relativos y que
es posible construir poligonos regulares de n y m lados respec
tivamente. Entonces, el poligono regular de nm lados es construi

ble.

Demostractén. Como n y m son primos relativos, existen enteros
a y b tales que an-bm= 1. Esto implica que,

2w 2n 2
* e = et B ——
*) a(Zy -p(E) - Z
Ahora, 2x/m y 2x/n son 4ngulos construibles, por ser los dngu-
los centrales de poligonos regulares construibles de m y n la-
dos respectivamente, por lo tanto (*) implica que 27/nm es cons-
truible. Camo 2r/nm es el 4ngulo central de un poligono de mm

lados, concluimos que &ste es construible.

Construccién del pentadecdgono regular.

En virtud de la proposicién anterior, el pentadecigono regular
puede construirse a partir del tridngulo equildtero y del pentdgo-
no regular. Procedemos como se indica en 1a figura 8.

A partir del punto v construimos el pentdgono regular y el

trifingulo equilitero. Para este @iltimo, aplicamos el mismo proce

dimiento que para construir el exdgono regular pero luego unimos ‘
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los segundos vértices. Tenemos ,
voa = VOC + coa
Ahora, voa = 2(2%/5) y vob = 2w/3, por lo tanto,

Vg

bO&’Z(—S-)-—S- 5 *

Es decir, boa es el angulo central de un pentadecdgono regular y
ab es su lado.

Fig. 3

Notas:

(1) Esta restriccién no afecta la generalidad de la prueba, pues si
fuese a.fp <0 & @p!<0, se construyen los segmentos de
longitudes la.pl y lag?l por el procedimiento detallado a
continuacidn y luego, se representan en la recta numérica camo

nlmeros negativos.

(2) Para una mayor claridad en el dibujo, las figuras 4,6,7 y 8 se
han realizado utilizando una unidad de medida distinta a la em
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en las otras figuras.
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iA los "grandes" también les pasa!

Andr€ Weil dice en la pdgina 129 de su libro "Lintegration
dans les groupes topologiques', tiermann y Cie. (1953):
"... se verifica fdcilmente que todo entorno de la identi-
dad contiene un entorno invariante por automorfismos inte-
riores..."”. En la pdgina 160 (Fe de Erratas) escribe.
"La afirmacién hecha en la pdgina 129 (se refiere a lo es-

- crito precedentemente) lejos de verijicarse fdcilmente, es

ineracta, como lo muestra un contraejemplo de Mostow".
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ALGCEBRISTA
(Tango)

Algebrista te volviste
refinado hasta la esencia
oligarca de la ciencia
matemdtico bacdn

y junds a los que sudan
en las otras disciplinas
como dama a pobres minas

que laburan por el pan.

Te acordéds...? en otros tiempos
sin mayores pretensiones
mendigabas soluciones

a una misera ecuacién

y hoy la vas de riguroso
revisds los postulados

Y junéds por todos lados

la mds vil definicién.

Pero no engrupis a nadie
y es inGtil que te embales
con anillos, con ideales

y con Algebras de Boole.
Todos saben que hace poco
resolviste hasta matrices

y encontrabas las raices
por el método de Sturm.

Pero puede ser que ocurra
que en los tumbos de la vida
tanta cédscara aburrida

te llegue a cansar al fin

y afiores tal vez el dia

que sin dlgebras abstractas
y con dos cifras exactas

te encontrabas tan feliz.

Dr. Enzo Gentile




