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CONSTRUCCIONES CON REGLA Y COMPAS 

Enzo R. Gentile 

Sea 11.2 el plano de la geometría analítica, consideraremos 

ciertas operaciones sobre 11.2 

a) dados dos puntos distintos de R2 podemos trazar una recta que 

los una. 

b) dada una recta poderoos marcar dos puntos sobre la misma y consi 

derar el segmento por ellos determinado. 

e) dado un punto podemos construir una cira.mferencia de centro en 

ese punto y radio detcnni11ado según (b). 

d) determinar puntos como intersecciones de: a) dos rectas, b) rec 

tas y circunferencia, e) dos circunferencias. 

Fijados a), b), e) y d) veamos algunos tipos de construcciones que 

podemos hacer. 

1) Vado una recta 

perpendirular a 

r y un punto A, podemos trazar una recta r 1 

r por A. En efecto, con centro en A traz!!_ 

mos una circunferencia de radio suficientemente grande. Esta 

corta a r en B y B 1 • Haciendo centro en B trazanos una 

circunferencia de radio BB 1 y haciendo centro en B 1 traza

mos una circunferencia de radio té:m'bién BB 1 
• Las mismas se in 

tersectan en e y e~. La recta detenninada por e y e~ tie 

ne las propiedades pedidas. 

ii) Uac.ia una recta y un ¡xmto exterior a la misma, podemos trazar 

una paralela a la misma que pase por ese punto. Dejamos su ccns 

trucción a cargo del lector. 

iii) Podemos trisecar el ángulo recto. 
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Consideramos a R2 como la totalidad de pares ordenados (a,b) 

de nlíneros reales. Diremos que un nCmero real. a es construibl.e 

(siempre debe entenderse con regla y canp5s) si el punto (a,O) es 

ccnstruible, a partir tle sewnentos construibles. Por ejemplo, el se& 

mento (0,0)(1,0) es construible, por definición. Por lo tanto, el 

punto (1,0) es construible. A partir de él lo serán (2,0), (3,0), 

... , (-1,0), (-2,0), ... es decir, w1 conjunto equivalente a los 

enteros. En efecto, con centro en (1 ,0) y radio igual al segmento 

(0,0)(1,0) trazo una circunferencia. La misma intersecta a la recta 

(x,O), 

(2 ,O). 

x ER en los puntos (0,0) y (2,0). Así queda construido 

ru1álogamente consideramos los puntos construibles de la for-

ma (O,b). En general, el punto (a,b) es construible si y sólo si 

(a,O) y (O,b) son construibles. 

Identificando a R2 con el cuerpo complejo podemos referirnos 

a números complejos construibles con regla y compás. En general, si 

a y b son números complejos construibles, entonces a+b y a-b 

son también construibles. Utilizando el teorema de Thales de la ge~ 

metría elemental, se puede probar que si a y b son números rea-

les construibles, entonces a.b y a/b (b -F O) son construibles 

(para m5s detalles véase el artículo de Elsa Malisani en este núme

ro). En tlefinitiva el conjunto de números complejos construibles es, 

con respecto a la sLrna y el producto ordinarios un cuerpo K , el 

cuerpo dJJ l.os námeros construibl.es. Este cuerpo K, tiene W1a pro

piedad importante, a saber: si u E K, entonces lü E K. Es ~ecir, 

K es cerrado respecto ele tomar raíces cuadradas. En efecto, esto e~ 

tá probado en la construcción siguiente, a.rya justificación se deja 

a cargo de 1 lector. 

a 1 --+i 

(a,b) 

Un número complejo a+bi es construible, si así lo es el punto 

de Rz . La teoría de Galois permitió resolver casi simultá-

f de eometria Por eJ·emplo, los r~ neamente varios problemas ruoosos g · 

ferentes a: 

i) Duplicación del cubo (construir un cubo de volunen doble a un 

cubo dado, por ejemplo dado un cubo de lado 1, construir un cubo 

ue volumen igual a 2. Esto equivale a poder construir con regla 

y canpás el núnero real rz ' que es una solución de la eOJaciÓn 

x3 - 2 = o) . 

i i) Trisecci6n de 1 ángulo, con regla Y compás· 

iii) Construcción con regla y compás del polígono regular de n lados. 

Veamos en qué propiedades algebraicas se traduce la propiedad 

con regla Y Compás. La ecuación de una recta en de ser construible 

R.2 es, 

aX + bY + e "' O 

6 de 1 Cl·rcunferencia de centro (a¡,b¡) Y que pasa y la ecuaci n a 

por (a2 ,b2) es, 
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o télllbién 

X2 + Y2 - 2a 1X - 2b 1Y + c 1 o 

Un punto (x,y) E R2 será construible si y sólo si es solución 

de algunos de los sistemas siguientes: 

o 
(I) 

(II) 
a 1X + b1Y + c 1 o 

(III) 
X2 + Y2 - 2a1X - 2b¡Y + c 1 o 

<.lende los coeficientes a¡, b 1 , c 1 , • • • son números reales construibles. 

En efecto, nuestra afirmación es equivalente a determinar un punto en R2 

como intersección de dos rectas o de recta y circunferencia 0 de dos cir 

cw1ferencias. En rualquiera de los casos se trata de resol ver ewaciones 

en una indeterminada de grado a Z.O BUllo 2. En el caso (I), si las rec

tas no son paralelas (único caso que interesa) es d = a 1b
2

- a
2
b

1 
1 o y 

por lo tanto la solución es (x,y) con, 

En el caso (II), si (por ejemplo) a 1 1 O despejantlo formalmente x 

en la primera ecuaciéo y reemplazando en la segunda ecuación se obtiene 

lUla ecuacifu de segundo grado en Y, cuyas ol e· s u 1ones y 1 , y2 (reales 

o imaginarias) reemplazadas en la primera eruaci6n, darán soluciones 

-
7 

x 1 , x2 respectivamente. En el caso (III), "restando" las eOJacio-

nes resulta 

(*) 2(a2 - a¡)X - 2(b 2 - b 1)Y + c 1 - c2 = O 

que es la ecuación de la recta que l.Dle los plUltos de intersección 

Je las dos circl.Dlferencias, supuesto que dichas circunferencias 

son distintas y tienen intersección no vacía (único caso que geo

métricamente interesa). Resolviendo el sistena formado por(*) y 

una de las ecuaciones de (III), se obtiene la solución de (III). 

En resumen: Wt núnero reaZ. es constru.ibl.e con regl.a y 

compás si y sóZ.O si es soZ.ución de Wta ecuación al.g.l

braica con coeficientes construibZ.es, de grado a Z.O 

swno 2. 

Un número complejo será construible con regla y compás si y sólo si 

sus componentes (real e imaginaria) son construibles. 

Las construcciones geométricas traducidas al lenguaje analiti-

co o algebraico equivalen a determinar números a partir ue los núme 

ros racionales, por las operaciones racionales y la extracción de 

raíces· cuadradas. Podemos definir entonces para cada número cons-

truible, el número minimo de ecuaciones cuadráticas irredUcibZ.ea 

necesarias para obtener al mismo a partir del a.terpo Q o ta'Jlb ién, 

el nW1!ero mlnim:J de rarees ruadradas que sen suficientes ¡;ara obte 

ner el número. Se debe entender que las raíces cuadra..bs que se con 

sideran son propias, no consideranos raíces ruad radas del tipo 

&" = ±a • (llando hablélllos de eruaciones irreducibles f(X) '" O , 

con f(X) un polinor.1io, entendemos que el ;:x>liromio f (X) es 

irreduciole sobre el cuerpo en cuesti6n. 
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Llamaremos grado de un número construible al número que acab!, 

mos de definir. Así, si a E Q direuv:>s que a tiene grado o. Si 

a es soluci6n de una e01ación X2 + rX + s = O irreducible, cm 

r y s racionales, entcnces a es de grado 1 . En general, un nú

mero a tiene grado n > 1 si y sólo si es soluci6n de t.ma ecua

ción cuadrática irreducible xz + rX + s • o donde r y s son 

nCineros construibles de .grado menor que n , pero uno al menos tie 

ne grado n-1. 

Nota: Para el lector conocedor de un poco de la Teoría de OJerpos 

un .número a tiene grado n si y sólo si a pertenece a un werpo 

extensión de Q obtenido efectuando n aJjunciones de r~íces 

cuadradas, 

Q = Ko e K1 

con a E Kn y a~ Kj , j < n. Cada adjuncién K(li), donde 

lii ~K, significa formar la totalidad, 

("') K(lii) {r+sla r,sEK} 

El valor ra debe entenderse una raíz cuadrada en e del _,.._ , llUIItero a. 

En la situaci6n (*), K(li) es un cuerpo, la extensión cuadrática 

de K obtenida adjuntando lii.. Observar que si a es un núnero cms

truible Je grado n entonces -a y 1/a scn construibles y tienen 

también grado n . 

Construccién del polígono regular de n lados. 

Se trata de hallar todas las soluciones de la ewaci6n xn - 1 .. o , 

9 

mediante las operaciones racionales y la extracci6n de raíces cua

dradas. El problema se reduce a considerar sólo los valores de n 

que son primos positivos (por qué?). Sea pues n 2 p primo positi 

vo. Dado que, 

xn- 1 ex - 1) cxn- 1 
••••• x. n 

es sufi ciente construir una solución de la eruaci6n 

xP- 1 + . • • + X + 1 .. O • 

El polinomio 8 p (X) = xP- 1 
+ ••• + X + se denomina, polinomio cic~ 

tómioo de orden p y es bien sabido que es irNducible sobre Q 

(Ciclotomia significa partición de la circunferencia). Para que la 

solución sea factible con regla y compás debenos hallarla, como ya 

se dijo, por sucesivas resoluciones de ewaciones cuadráticas. Vea-

mos algunos ejemplos, 

1. Construcción del triángulo equiltitero (p = 3). 

Debemos considerar la ecuación X2 + X + 1 "' O • La solución 

es bien conocida, (- 1 + i 13) /2 y (- 1 - i 13) /2. Geométricamente 

se construye con regla y compás un segmento de longitud -1/2 so 

bre el eje horizcntal, otro de loogitud 13/2 sobre el eje verti 

cal. Él punto del plano con esas coordenadas es un vértice del 

triángulo equiH.tero. En forma análoga se obtiene el otro, <¡ue jUl.,! 

to con 1 nos da los tres v6rtices buscados. 

2. Pentágono Regular (p "' S). 

Deberos coosiderar la eOJación, 
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Operando algebraicamente se obtiene 

y llamando Y X + x- 1 se obtiene la ecuación cuadrática 

y2 + y + 1 o 

cuyas soluciones son 

a 1 : (-1 + 15)/2 y az : (-1 - 15)/2 

Escribiendo a 1 : X+ x- 1 resulta la ecuación cuadrática 

X2 - alx + 1 = o· 

con coeficientes "construibles", resultando soluciones 

(a 1 +/a~-4)/2 y (a 1 - /iif=4)/2 

Utilizando az se obtienen otras dos soluciones que junto con t 

dan los cinco vértices buscados. Véase el artículo de Elsa Mali

sani en este número para más detalles sobre la construcción del 

pent§gono y dec§gono regular. 

3. Construcción del Heptágono regular (p = 7) • 

Se trata de resolver por "ruadraturas" la ecuación B7(X) =O. 

Podemos proceder en forma análoga y escribir, 

-1 
y llamando Y = X + X habrá que proceder a resolver la ecua-

11 

ción Y3 + Y2 - zy - 1 = O Notemos que el polinCJllio en Y hall~ 

En efecto, tratándose de un polinanio do es irrech.lcible sobre Q 

de tercer grado es suficiente investigar la exisLencia de raíces en 

Q. Por el Teorema de Gauss las posibles raíces son los enteros que 

dividen a 1 , o sea ó -1 . CCillo ninguno de estos valores es 

raíz, queda probada la irreducibilidad de Y3 + Y2 - zy - 1 • Sien 

do este polinomio irreducible estamos bloqueados por esta vía a los 

fines de la construcción con regla y cCJllpás que, cano sabemos, invQ. 

lucra sólo ecuaciones de grado 1 ó 2 y no irreducibles de mayor gr~ 

do. 

Supongamos que el problema de la construcción del heptágono re 

gular sea posible. Es dec-ir, podemos construir una solución de 

8 7 (X) • O por cuadraturas. Se sigue que también tendremos una solu 

ci6n a de Y3 + y2 - 2Y ·- 1 = O por cuadraturas. Esto nos llevará 

a un absurdo que implicara la imposibilidad de construir el hept§.&Q. 

no regular con regla y canpás. El número a satisface entooces dos 

ecuaciones 

Y3 + Y2 - 2Y - 1 O 

y 

Y2 + rY + s : 0 

con ·r y s números construibles de grado menor al grado de a . 

Se tiene 

a 3 -a2 + 2J:x + t 

a3 = -ra2 - sa 

o sea 

(t - r)a2 - (2 + s)a - 1 = O 

y CCJl\o 1 - r -1 O (por razones de grado!) resulta la ecuación, 
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Se tiene 

a 3 -a2 + 2J:x + t 

a3 = -ra2 - sa 

o sea 

(t - r)a2 - (2 + s)a - 1 = O 

y CCJl\o 1 - r -1 O (por razones de grado!) resulta la ecuación, 
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a2 - ( 2+s ) a 1 • O 
1-r - 1-r 

Puesto que la eruacián Y2 + rY + s = O es irreducible se debe ve 

rificar que. 

r = _ 2+s 
r:r y 

-1 
S" k 

Operando (y omitimos los detalles) resulta la siguiente ecuación sa 

tisfecha por r , 

r 3 - 2r2 - r + 1 o . 

Notemos que r es un número ccnstruible de grado menor que a. se 

sigue de la eruación precedente que -r- 1 satisface la ecuación "ori 

ginal", 

Y3 + Y2 - 2Y - 1 o . 

En efecto, 

= o 

liemos probado entonces que la ecuación y3 + y2 - 2Y - 1 "' O admite 

una solución que es un número construible de grado menor al grado de 

a • Iterando este proceso logramos "por descenso" que la eruacién 

tiene finalmente solución en Q, cosa imposible, pues esta ecuación, 

vimos, es irreducible sobre Q • Hemos pues probado la imposibilidad 

de construir con regla y compás el heptágono regular. El mismo razon!_ 

miento prueba la imposibilidad de "duplicar el cubo", pues se trata 

de resolver la ecuación X3 - 2 "' O , que es irreducible sobre Q . 

A manera de ejercicio el lector puede mostrar la úrrposibilidad de 

trisecar el ángulo de 60 grados, o sea de construir con regla y can-

13 

pás un ángulo de 20 grados. En este caso se hace uso de la eruación 

cos YJ .. 4 cos 38 - 3 cos 8 

que para 8 20° toma la fonna 

~ escribiendo X .. 2 cos 8 resulta la eruaci6n, 

X3 - 3X - 1 " O • 

Este polinomio es irreducible sobre Q como el lector puede probar 

y el razonamiento sigue las líneas trazadas en el caso del heptágo-

no regular. 

El resultado de mayor trascendencia sobre construcciones de ~ 

lígonos regulares es debido a C.F. Gauss (1777-1855). Se refiere a 

la posibilidad de coostruir el polígono regular de 17 lados con re

gla y compás y en general, de los polígonos regulares con un rú.unero 

primo p de lados para los p de la forma 

llamados primos de Fermat (P. de Fermat 1601-1665). El resultado fi-

nal es el siguiente: 

Teorema. El polígoo.o regular de n lados es ccnstruible con regla 

y compás si y s6lo si n es de la forma 

n"' 2
5 

P1 ••· Pr 

con s natural ó cero y los Pi son primos de Fermat, 

distintos dos a dos. 



12 

a2 - ( 2+s ) a 1 • O 
1-r - 1-r 

Puesto que la eruacián Y2 + rY + s = O es irreducible se debe ve 

rificar que. 

r = _ 2+s 
r:r y 

-1 
S" k 

Operando (y omitimos los detalles) resulta la siguiente ecuación sa 

tisfecha por r , 

r 3 - 2r2 - r + 1 o . 

Notemos que r es un número ccnstruible de grado menor que a. se 

sigue de la eruación precedente que -r- 1 satisface la ecuación "ori 

ginal", 

Y3 + Y2 - 2Y - 1 o . 

En efecto, 

= o 

liemos probado entonces que la ecuación y3 + y2 - 2Y - 1 "' O admite 

una solución que es un número construible de grado menor al grado de 

a • Iterando este proceso logramos "por descenso" que la eruacién 

tiene finalmente solución en Q, cosa imposible, pues esta ecuación, 

vimos, es irreducible sobre Q • Hemos pues probado la imposibilidad 

de construir con regla y compás el heptágono regular. El mismo razon!_ 

miento prueba la imposibilidad de "duplicar el cubo", pues se trata 

de resolver la ecuación X3 - 2 "' O , que es irreducible sobre Q . 

A manera de ejercicio el lector puede mostrar la úrrposibilidad de 

trisecar el ángulo de 60 grados, o sea de construir con regla y can-

13 

pás un ángulo de 20 grados. En este caso se hace uso de la eruación 

cos YJ .. 4 cos 38 - 3 cos 8 

que para 8 20° toma la fonna 

~ escribiendo X .. 2 cos 8 resulta la eruaci6n, 

X3 - 3X - 1 " O • 

Este polinomio es irreducible sobre Q como el lector puede probar 

y el razonamiento sigue las líneas trazadas en el caso del heptágo-

no regular. 

El resultado de mayor trascendencia sobre construcciones de ~ 

lígonos regulares es debido a C.F. Gauss (1777-1855). Se refiere a 

la posibilidad de coostruir el polígono regular de 17 lados con re

gla y compás y en general, de los polígonos regulares con un rú.unero 

primo p de lados para los p de la forma 

llamados primos de Fermat (P. de Fermat 1601-1665). El resultado fi-

nal es el siguiente: 

Teorema. El polígoo.o regular de n lados es ccnstruible con regla 

y compás si y s6lo si n es de la forma 

n"' 2
5 

P1 ••· Pr 

con s natural ó cero y los Pi son primos de Fermat, 

distintos dos a dos. 



14 

Nota final. Puesto que hay sólo S primos de Fennat cooocidos has 

ta el presente, a saber 

z2n + 1 con n = O, 1, 2, 3, 4 

se sigue que hay sólo 31 polígonos regulares coo un número impar de 

lados que son construibles con regla y canpás. Se ignora si existen 

infinitos primos Je Fennat. ((Se cree que hay sólo un número finito, 

por un razooamiento de tipo eurístico. En efecto, si existieran inf.!_ 

nitos primos de Fermat, significaría que Fermat habría tenido infin.!_ 

tos tíos. Por lo tanto su madre o su padre habría tenido infinitos 

hermanos. Pero para tener infinitos hermanos es necesario tener inf.!_ 

nitas madres: Pero esto es un absurdo pues: Madre hay \ma sola! Otro 

argumento, debido a Jarvis, parece más convincente. Jarvis dice mu

cho más , dice que no hay primos de Fermat, pues por razones de edad 

estarían ya todos muertos!)). 

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, 

Ciudad Universitaria 

(1428) Núñez, Buenos Aires. 

Escuchado en medíos de comunicación: 

"Tan chico como 000000000, 1". 

"La politica dl6 un giro de 360 grados". 
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CONSTRUCCION DEL PENTAGONO REGULAR CON REGLA Y COMPAS 

Elsa Malisani 

Introducci6n 

La construcción de polígonos regulares mediante la utilización 

de la regla y el canpás se remmta a los geómetras griegos, junto 

cm los problemas de la duplicación del cubo, de la trisección del 

ángulo y de la cuadratura del círculo. Los griegos habían desarro

llado procedimientos de construcción para ciertos polígonos regula

res, tales como el pentágono y el exágooo, en tanto que, para el 

heptágmo regular y el poHgano regular de 17 lados, sus técnicas 

constructivas fracasaban. 

Las soluciones a estos dos problemas no aparecieron sino hasta 

el siglo XIX, con los trabajos de Gauss y Galois. Por un lado Gauss 

desa.Jbrió un procedimiento para construir el polígono regular !.le 17 

lados y, por el otro, a partir de la Teoría de Galois se pudo demo~ 

trar que era imposible construir el heptágono regular con regla y 

canpás. Véase el artfa.üo del profesor Gentile en este número. 

Este trabajo pretende, primero, demostrar algebraicamente que 

es posible construir un pentágono regular con regla y compás, lue

go, describir el procedimiento clásico utilizado por los griegos 

para realizar dicha construcción y, por último, mostrar que la me

dida del lado del pentágom así construido, coinci<.le con la medida 

obtenida a partir de la justificación algebraica. Cabe aclarar que 

en ambos casos se utiliza un pentágono inscripto a una circunfere~ 

cia de radio unitario. Al final del artículo y a modo de corolario 

se demuestra que el pentadecágono regular es canstruible. 


