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EL PROBLEMA DEL VAGABIUNDO

Casilda Rupérez
José Ralil Martinez

Un vagabundo recorre una cuadra, de esquina a esquina, sobre
la Avenida (blén. Independientemente de chmo llega a cada esquina,

opta recorrer otra cuadra o wlver hacfa atris con igual chance.

lha persona que observa al vagabundo se pregunta: (Si partid
de Colén y General Paz, cudl ee la chance de que llegue a Colén y

San Martin, antes que a Coldn y Jujuy?.

Este problema, como veremos enseguida, lo podemos encuadrar
matemiticamente dentro del 1lamado "Recorrido aleatorio'. El mo-
delo mis simple de Recorrido Aleatorio piede describirse mediante
el movimiento de una particula ave se desplaza por etapas ¢ pasos
a lo largo de una recta. En cada paso recorre una distancia uni-
dad hacia la derecha o hacia la izquierda con probabilidades PY
q respectivamente siendo q = 1-p y 0 <p'<1.

Ademis se supone que cada paso se da en cada wnidad de tiem-
Po, es decir que el n-€simo paso se efectfia instantineamente en
el tiempo n .

El lector ya habrd imaginado cémo encuadrar el problema den-

tro de este modelo.

Podemos pensar a 1a Avenida (olén Y su continuacién Avenida
Olmos como una recta, que denotaremos con R} a las esquinas de Co

16n y Gral Paz, Colén y San Martin y (olén y Jujuy como puntos b >
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0 y c de dicha recta.
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Figura 1
E interpretar igual chance como p = q = -21— : etapa o paso: el

recorrido de una cuadra y unidad de tiempo: digamos 5 minutos, el
tiempo que tarda en cubrir una etapa.

En estos témminos la pregunta del comienzo sera equivalente a
la siguiente: ;Cuil es la probabilidad de que el vagabundo partien-
do de b llegue a 0 antes que a c?.

La solucién al problema la daremos en forma general, es decir
para cualquiera p y q con 0 <p <1 y p+ra=1.

Vamos a suponer que b 2 1 y c 22 (Caso contrario, la res
puesta es inmediata).

Para cada 1 <j <c-1, llamaremos pj a la probabilidad de

alcanzar 0 antes que c partiendo de j .

Con esta definicién nuestro problema consiste en hallar P .
Antes de detenermos a computar p ., tratemos de describir pj en
general. Partiendo de j, en una wiidad de tiempo, podemos estar en
j + 1 con probabilidad p y de allf alcanzar 0 antes que ¢ 0 bien
estar en j - 1 con probabilidad q y de allfi alcanzar 0 antes

que c.
Es decir:

P; = P-Pj,, *4-Pj, m




~75-

Esto para cualquier 1<j <c-1

Observemos que: estando en 0, ilegar a 0 antes que a c es el evento
"cierto' luego P, = 1; y estando en c, llegar a 0 antes que a c es

el evento "imposible' luego W = 0.
Luego (1) vale para 1< j <c-1 .

Recordando que p + q = 1, la ecuacién (1) puede ser escrita

(P‘Q)Pj = p'pjﬂ +q pj-l
0 equivalentemente
pj#l - Pj - % (pj-pj-l) (2)

Apliquemos la relacién anterior a j = 1
- = g -p )
Ahora la apliquemos para j = 2, nos queda:
Py~ Py "3 ,p)
Reemplacemos P,P,» por su igual anterior, en esta Gltima ecua
cién
= = D2 -
P, - P, = R7(r-py)
Repitiendo el procedimiento anterior para j = 3 se ticne:
= =94 -
P, - Py =5 (Py-p,)
o Dl -
@°®,-py)
En general para j =k con 1<k <c-1 resulta:
k
Peor ~ P = @F (,-p,)
0 equivalentemente
k
Pk~ Pra = @ (Byp)) (3)

Observemos que para k = 0 (3) sigue valiendo, entonces (3) vale pa-
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ra 0<k<c-1.

Sumando sobre k ambos miembros de (3) resulta:

c=1 k
(po-pl) + (pl-pz) +...+ (pC’z—pC';j + U»t_l-pc\} = l\po-p_“} z ‘%,
k=0
Simplificando términos semejantes se tiene:
c-1 k
p,-P. = (Py-p) Z (D
0o "C OF%1 k=0 P
Como P Iy p. = 0 resulta:
c=l 1
1.8
1=(,p) T () (4)
0 1 0l P
k=0

A esta altura es necesario hacer la siguiente suposicion:

% # 1. Entonces (4) resulta:
1 A5
=G
1 = e
PPV T
P
Despejando P, - P, S€ tiene:
P5; 5P ='-“l*”g‘ (5)
°o 1 1.@
e
(p)

Ya que p. = 0, podemos escribir para cada 0 < j €c

=1 S q-i
Pj =Pj - Pc = ifj (P;-P54)) = ifj (Po-P) )

La Gltima igualdad sigue de (3).

Por lo tanto : c
&’ - @

pj — (PO'PI) - s
1=

Reemplazando (po-pl) por su igual de (5) tenemos:
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j c
& -
pj-L%_ (6)
- (&
1 (p)
para 0<j <c y %#1.
Ahora si %-1 » (3) se escribe
P " Pxey " Py " Py

Sumando sobre k ambos miembros de esta Gltima igualdad y simplifican

do téminos semejantes tenemos:
Po = Pc = <(ByPy)
Como po-l y pc-O resulta:
Py~ Py "¢ @

Como antes para cada 0<j <c

C-1 Cc-1
Pj =Pj - P = ifj (P;-Pi4,) = ifj (py-py) = (c-3) (py-p,)

Por lo tanto de (7)
Py = C_;l (8)
Luego (6) y (8) nos dan una completa descripcién de pJ. . Como

b es un punto interior del intervalo [0, c] y habiamos dicho que en

1

nuestro problem p =q = 7 » se tiene:

s C =D
. Sl

Reemplazando b por 2 y ¢ por 5 (Ver figura 1) resulta:
La probabilidad de que el vagabundo llegue a Colén y San Martin, an

tes que a Coldén y Jujuy, habiendo partido de Colén y Gral. Paz igual

a

enlen
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cs decir

v

P, =

Una pregunta que surge inmediatamente es la siguiente:
;Cudl serd la probabilidad de llegar a c antes que a 0 partiendo
de b?
Llamemos q, a dicha probabilidad.
Como se habrd advertido, el cémputo de qy puede hacerse siguien
do un razonamiento similar al que se utilizé para detemminar p, .

S6lo debe tenerse en cuenta que Qg = 0 y aq.= 1

Si %)‘1 resulta

1-&
-_J_.E (9)
- 9y
1 (p)
5 g-
y si P 1
G = 2 (10)

(Observemos que en nuestro problema q, = —g e

Nejamos como ejercicio para el lector la verificacién de (9) y
(10).

No es dificil ver que

pj+qj=1 para 0<j<c

Esta Gltima relaci6n es muy interesante pues nos dice que par-
tiendo del interior del intervalo [0, c] , la probabilidad de alcan
zar la frontera (0 6 c) es 1.

Es decir que el vagabundo partiendo de la esquina de Colén y
Gral. Paz llegard a las esquinas de Col6n y San Martin 6 Colén y Ju-
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juy "casi seguramente" (es decir con probabilidad 1).

El lector podrd decir que el vagabundo puede, bajo las condicio
nes del planteo del problema, caminar de una esquina a otra indefini-
damente. Y tendrd razén. Lo que sucede es que tal posibilidad 16gi-
ca tiene probabilidad cero de ocurrir, es decir no ocurrira "casi mn
ca'".

Son muchas las preguntas que se pueden formular relacionadas con
el problema inicia_l_, como por ejemplo:

Cuil es la probabilidad de que en un intervalo finito de tiempo lle-
gue el vagabundo a Colén y San Martfn, habiendo partido de Col6n y
Gral Paz?.

éCuil es la probabilidad de que llegue a la esquina de Colén y San
Martin, habiendo partido de Colén y Gral. Paz?.

¢Qudl es la probabilidad de que el vagabundo llegue a una esquina
determinada?.

¢Cusinto tiempo permanece el vagabundo caminando entre las esquinas

de Colén y San Martin y Colén y Tucumén?

Sus respuesta$ necesitan de la introduccién de algunos otros
conceptos tales como: variables aleatorios, sucesifn de variables

aleatorios, Propiedad de Markov.

Uno de los problemas cldsicos de la Teoria de Probabilidad 'La
ruina de un jugador", tiene su solucién dentro del modelo de "Reco

rrido Aleatorio".

Dicho problema consiste: dos jugadores A y B se enfrentan en
una serie de partidas. A tiene probabilidad p de ganar en cada
partida y B probabilidad q (q = 1-p). Se supone que los resulta-
dos de las partidas son independientes (por ejemplo el juego puede
consistir en lanzar repetidamente una moneda) . En cada partida el

perdedor paga, digamos, 1 austral al vencedor.
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Ahora bien, si A tiene a australes y B dispone de b australes
al comenzar el torneo y si el juego prosigue hasta que uno de ellos

se arruine, icuil es la probabilidad de que se arruine A ?

Este problema fue desarrollado por Fermat y Pascal (Oeuvres de
Fermat) y resuelto en general por Montmort (Essai d'Analyse sur les
jeux de Hasard 1714).

Para terminar quisiéramos mencionar que, eliminando algunas ca
racteristicas accidentales, es posible generalizar el modelo de Cami
no Alcatorio, llcgando a los conceptos de Cadena y Procesos de Markov.
Modelos generales que permiten englobar un conjunto mds amplio de apli
caciones, tales como: Procesos de contagio, estudios de genética, de

sociologia, de una masa de gas, etc.
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