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Una consideracién general

Es indudable que en lo que respecta a sistemas de numeracién, el
romano cs de lo mis elemental posible. En efecto, es basicamente un

sistema de "palotes' con algunas reglas de simplificacién de los mis-

mos :

1, 11, 111, LM, LT, VI, VII, VIII, VIMT, VIafi, ...
v X

v IX

Sin embargo, por muchas razones, cste sistema no es de lo mis
prictico posible, en particular, en referencia a las reglas de divisi
bilidad que veremos mis adelante y por supuesto que tampoco es pricti
co en lo que respecta a otras consideraciones probablemente mds impor
tantes alin, como ser, las reglas operativas de suma y multiplicacién

y sus respectivas operaciones inversas.

La representacién decimal

Asi es que desde hace ya siglos se generalizd la escritura deci
mal de los nGmeros (tenemos diez dedos en las manos) y en consecuen-
cia escribimos 5.782.433 que desde la escuela primaria nos ensefiaron
a leer de la siguiente manera: cinco millones setecientos ochenta y
dos mil cuatrocientos treinta y tres. Esta lectura es una forma abre
viada de otra lectura que también nos ensefiaron en la escuela prima-
ria:

3 unidades + 3 decenas + 4 centenas + 2 unidades de mil +

+ 8 decenas de mil + 7 centenas de mil + 5 unidades de millén




o también,

3 unidades + 3 unidades de 10 + 4 unidades de 100 + 2 unidades de
1000 + 8 unidades de 10.000 + 7 unidades de 100.000 + 5 unidades

de 1.000.000

lo cual puede resumirse numéricamente como sigue:

5.782.433 = 3 + 3,10 + 4.102 + 2.10° + 8.10% + 7.105 + 5.106.

Divisibilidad por 2 y otras similares

Una vez interpretada la escritura decimal de un nimero de esta
manera, estd claro que como 10 y todas sus potencias son divisibles
por 2 entonces, un nimero es divisible por 2 &i y sblo 8i su cifra de
las unidades es divisible por 2, como aprendimos en la escuela prima
ria (luego, 5.782.433 inoc es divisible por 2 !).

La misma consideracién vale para discernir si un nGmero es o no
divisible por 5 o por 10: un nmimero es divisible por 5 (o por 10) si
su cifra de las unidades es divisible por 5 (respectivamente por 10).
Luego, 5.782.435 no es divisible por 5 y entonces tampoco pucde serlo

por 10.

Divisibilidad por 4 y otras similares

Una pregunta que nos podemos hacer y contestar a continuacién es
cuando un nGmero es divisible, por ejemplo, por 4. Estd claro que
102 y todas las potencias de 10 que le siguen son divisibles por 4
por lo tanto se sigue que: un nimero es divisible por 4 si y sélo si
la cifra de las unidades mds diez veces la cifra de las decenas es di
visible por 4. En otras palabras un mimero es divisible por 4 si y
8dlo 81 el numero formado por los dos idltimos digitos del nimero que

nos dieron es a su vez divisible por 4. Por ejemplo, 5.782.433 es



divisible por 4 si y s6lo si 33 es divisible por 4 y como esto Glti-

mo es falso, se sigue que 5.782.433 no es divisible por 4.
Exictamente del mismo modo y por las mismas razones se darfa res
puesta a la pregunta de cuando un nGmero es divisible por 25, per 50
o por 100. De éstas, la dnica regla que es mds generalmente recorda-
da es la de divisibilidad por 100, ya que se puede reexpresar dicien-
do que: un mimero es divisible por 1008t y 86lo st sus dos ultimas ci
fras son ceros (ésta simplificacién adicional, asociada naturalmente

a la representacién decimal de los nGmeros, la pondremos en perspecti

va mis adelante cuando consideremos otro tipo de representaciones no
decimales).

Divisibilidad por 3 y otras similares

En este caso, para analizar una regla de divisibilidad por 3, co
menzamos recordando la regla que nos ensefiaron en la escuela primaria:
wt nuimero es divisible por 3 8i y 8blo 8i la swma de sus digitos es
divisible por 3. Por ejemplo, 5.782.433 es divisible por 3 si y s6-
losi S§+7+8+2+4+3+3=232 esdivisible por 3 y éste Glti
mo es divisible por 3 si y s6losi 3+ 2 =35 es divisible por 3 lo
que es claramente falso, por lo tanto conclufmos que 5.782.433 no es
divisible por 3. iC6mo explicamos la validez de esta regla?. Una ex
plicacién es la que intentamos a continuacién, usando primero el ejem

plo anterior y luego de manera general.

El nGmero 10 no es divisible por 3 y el mdltiplo de 3 mis proxi-
mo a 10 es 9. Andlogamente 99 es el mdltiplo de 3 mis préximo a 10?
999 es el mdltiplo de 3 mis proximo a 10 y lo mismo ocurre con 9999,
99999 y 999999. De esta observacién se sigue que el nimero 5.782.433
es divisible por 3 si y s6lo si 5.106+ 7.10%+8.10%+2.10%+4.102+3.10 +3

es divisible por 3 y ésto es cierto si y s6lo si




5.10% + 7,105 + 8.10% + 2.103 + 4,102 + 3.10 + 3 -
- 5.999999 -7.99999 -8.9999 -2,999 -4.99 -3.9

es divisible por 3. Reagrupando y sacando factores comunes queda:

5(108-999999) + 7(105-99999) + 8(10“-9999) + 2(10%-999) +
+4(102-99) + 3.(10-9) + 3=54+7+8+2+4+3+3

Que es precisamente la suma de los digitos del nGmero 5.782.433.

En resumen lo que hemos mostrado es que al nGmero 5.782.433 po-
demos restarle un mdltiplo de 3 de manera de obtener la suma de sus
digitos. Usando el lenguaje de congruencias introducido en el artf-
culo de I. Dotti y A. Garcfa (ver [1]) esto se expresa diciendo que
5.782.433 es congruente a 5 + 7+8+2+4+3+ 3mbdulo 3 y por lo
tanto, uno es divisible por 3 si y s6lo si el otro lo es. De esta ma

nera hemos reducido dristicamente el nimero bajo consideracién.

Lo que hemos hecho en este ejemplo puede ficilmente generalizar
se como sigue: se demuestra que el mGltiplo de 3 mis préximo a 107
es 99...9 (r-1 veces) y asi, como en el ejemplo, dado un ndmero cual
quiera, es ficil dar un m(ltiplo de 3 de manera que la diferencia en
tre los dos sea precisamente la suma de los digitos del niimero dado
(ver el artfculo de I. Dotti y A. Garcfa citado anteriormente) y de
allf surge la regla mencionada al comienzo. Usando el lenguaje de
congrmr_icias, se demuestra que todo nGmero es congruente a la suma de
sus digitos médulo 3 y esto significa que tanto el nfmero dado como
la suma de sus digitos tienen el mismo resto en la divisién por 3,
con la consiguiente reduccién en el nlmero en consideracién y la ven
taja adicional de que en caso de que la suma de los digitos sea un nG
mero relativamente grande, podemos aplicar nuevamente la regla y asf
sucesivamente hasta lograr (jseguramente!) un némero de un sélo digi-

to, caso en el que ya no es necesario efectuar ninguna divisién.



Las mismas consideraciones, teniendo en cuenta que los nGmeros 9,
99, 999, 9999,... etc. son divisibles por 9 nos llevan a la también
conocida regla de divisibilidad por 9 (aunque no tan usada por ser 9
divisible por 3): un nimero es divisible por 9 ei y sblo 8i la suma de

sus digitos es divisible por 9.

Otras reglas de divisibilidad

Supongamos ahora que queremos saber si el n(mero 5.782.433 es o
no divisible por 7 (sin hacer la divisibn euclidea) y en base a esto

obtener alguna respuesta general atil.
Recordemos que hemos escrito,

5.782.433 = 5.10° + 7.105 + 8.10% + 2.10% + 4,102 + 3,10 + 3

A continuacién razonamos como en el caso anterior. El miltiplo de 7
mis préximo a 10 es claramente 7. El mdltiplo de 7 mds préximo a

102 = 100 es 7.14 = 98. Hay muchas formas de obtener el miltiplo de
7 mds préximo a 10° . Veamos una forma,

10 = 10.102
10.102 - 10.98 = 10.2
10.2 - 7.2=6

6-7=-1
Luego,
10° - 7.(10.14 + 2 + 1) = -1
Andlogamente,
10 - 7.(10.143 - 1) = -3
105 - 7.(10.1429 - 4) = -2
108 - 7.(10.14286 - 3) = 1

Esto muestra que 5.782.433 es divisible por 7 si y s6lo si




3+33+4.2+2.(-1) + 8.(-3) +7.(-2) + 5 = 15

es divisible por 7 y como esto Gltimo es claramente falso el nmero

5.782.433 no es tampoco divisible por 7.

Como en realidad sélo nos hace falta conocer lo que nos queda
cuando a la respectiva potencia de 10 le restamos e] wiltipio de 7 mis
préximo, lo que necesitamos conocer son todes los restos en la divisién
por 7 de las sucesivas potencias de 10, y para ésto es muy Gtil tener
(ide nuevo!), el lenguaje y las propiedades de las congruencias que ya
mencioniramos. Usando esta herramienta obtendrfamos 1a siguiente re-
gla de divisibilidad por 7 (suficientemente complicadz como para que
no la recordemos, jsi algura vez ia aprendimos!): wn nimero es dipisi-
ble por 7 si Y 86lo 81 su cifra de los wridodes, mds tres veces su ci-
fra de las decenas, mds dos veces su cifra de las centenas, menos su
cifre de las unidades de mil, menos tres veces 8u cifra de las decenas
de mil, mence dos veces su cifra de las centenas de mil, mds su cifrg
de unidades de millén, mds tres veces su cifra de las decenas de millén

- etc. (ahora los factores de las cifras se repiten ciclicamente) es
divietble por 7.

Reglas de divisibilidad de este tipo podemos obtener de forma pa-
recida, para cualquier nGmero natural con ciclos mis o menos largos de
factores, dependiendo del némero elegido. Esto influye de manera deci
siva en la utilidad final de 1a regla de divisibilidad.

Antes de terminar esta seccibn, no podemos dejar de mencionar una
regla que muchos si recordaran de la escuela primaria, esto es, la re-
gla de divisibilidad por 11. Esta dice Que, un mimero es divisible
por 11 st y 8blo sz la sum alternade de sus digitos es divisible por
11 y esto se deduce de und consideracién como la anterior nada mis que
€on un ciclo muy reducido y simple de factores que son 1 y -1 ya que:



10 - 11 = -1
102 - 11,9 =1

103 - 11.91 = -1

ses ses see s

Otros sistemas de numeraci6n

Diferente serfa la situacién, con respecto a las reglas de divi-

sibilidad, si usdramos una escritura en otra basc distinta de la deci

mal. Con el advenimiento de la ecra de la computacién, se increment6

grandemente cl interés por la escritura binaria, esto es, usando s6lo

dos sfmbolos, generalmente 0 y 1, y con el mismo significado para

ambos que en la escritura decimal.

escritura binaria de 5.782.4337.

En este sentido, icual serfa la

Para dar una respuesta a esta pre-

gunta, nos proponemos escribir dicho n(mero como una suma de sucesivas

potencias de 2 (antes eran sucesivas potencias de 10) por "dfgitos"

binarios 0 y 1. Asf, efectuando sucesivas divisiones obtenemos:

'5.782.433 = 1 + 5.782.432

1
1
1
1

+

+

+

+

25.180701

25(1 + 180700)

25(1 + 22,45175)

25(1 + 22(1 + 45174))

Continuando con este procedimiento tendremos,

5.782.433 = 1 +25+ 27+ 28 + 2942114 2124 2134 2194 2204 222

Entonces, la escritura binaria seria,

10110000011101110100001

En este momento conviene destacar una forma de calcular, de mane
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ra simple, con ayuda de una minicomputadora, la escritura binarig de
un nmero: se calcula la mayor potencia de 2 por defecto, se hacg la
diferencia, se calcula ahora la mayor potencia de 2 por defecto res-
pecto a esta diferencia y se hace la diferencia entre esta nueva po-

tencia y la diferencia anterior y as{ sucesivamente hasta terminar,

En escritura binaria es claro cual es 1a regla de divisibilidad
Por 2 (vale la pena destacar que 2 en escritura binaria se escribe
10): wn nimero en escritura binaria es divisible por 2 (o 8ea 10 en
binario) si y sblo si terming en cero (es decir, la misma regla que
en el caso decimal para la divisibilidad por 10 y por las mismas razo
nes). Andlogamente, se obtienen reglas para la divisibilidad por 4,

8, etc.

Teniendo en cuenta que,

22 - 3a2)
23 -9=-)
2% - 15 =1
25 - 30 =2

.........

---------

haciendo un razonamiento como en el caso decimal, podemos deducir una
regla de divisibilidad por 3 (que en binario se escribe 11) para un
nOmeTo en escritura binaria: wn nimero en escritura binariq es divisi
ble por 3 81 y sdlo si la swma alternada de sus "dtgitos" da como pe-
8ultado wn mimero divisible por 3 (icomparar esta regla con la del 11

en escritura decimal!). En el ejemplo tendremos,
10110000011101110100001

es divisible por 3 si y s6lo si -1 es divisible por 3, lo que es cla-
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ramente falso.

En escritura decimal, la regla de divisibilidad por 5 era muy sim
ple. No es tan asi en escritura binaria. Una regla de divisibilidad
por 5 (= 101 en binario) seria como sigue: un mimero en eseritura bi-
naria es divisible por 5 st y sdlo 8i su "digito" de las unidades mds
el doble del siguiente, menos el siguiente, menos el doble del siguien
te,mds el siguiente, mds el doble del siguiente... da como resultado
un nimero divisible por 5. Una justificacién de este hecho comenza-

rfa de nuevo por notar que,

20 =1
2! = 2

22 -5=-1
23 -5.2=-2
2% - 53=1
2% - 5.6 =2

Cowentario final

Es claro, después de todo lo anterior, que seria muy simple una
regla de divisibilidad por 7, si usfiramos a 7 como base de nuestra es
critura. Sin embargo, en esta base, como en cualquier otra mis chica,

serfan complicadas las reglas de divisibilidad por otros nimeros.

Para tener la mayor cantidad posible de reglas de divisibilidad
de facil uso, deberiamos usar como base de escritura, un nmero que
tuviera muchos divisores como podria ser 2.3.5.7.11.13 = 30030. L&s-

tima que en este caso necesitarfamos 30030 simbolos para escribir los
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nameros y esta cantidad de sfmbolos no seria ficilmente recordable.
En este sentido, estd claro que con la eleccién de 10 no nos fue pre

cisamente mal.
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