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!.AS REDES Y SUS APLICACIONES 

Vera W. de Spinadel 

1 . 1.'/TRtJ.?UCC:ION 

J.a troría de las redes es 1..a1a rama de la Investigación Operativa que se 

aplica en el tratamiento de diversos problemas provenientes del campo eco

nómico, sociológico y tecnológico. Históricamente está comprobado que el 

hanbre, ante el planteo de un problema, tiende a hacer 1..11 diagrama en el 

que los )Ultos representan individuos, localidades, actividades, etapas de 

1..a1 proyecto, etc., 1..11i~ndolos por medio de líneas que indican una cierta 

relación existente entre ellos. 

D. Konig fue el primero en proponer que tales diagranas recibieran el 

non'bre de roedss, haciendo 1..11 estudio sistemático de sus propiedades. 

Con todo rigor, la exposición de dichas propiedades incluiría 1..11 níinero 

grw1de de conceptos y teoremas, entre los cuales algunos son relativamente 

complicados. Daoo que nuestro objetivo es presentar este tema de manera 

que resulte accesible a un gran número de lectores de distinto nivel ci~ 

tífico, presentaremos los conceptos básicos del JDOdo más simple posible, 

mostraremos cano usarlos y daremos algmos métodos que pueden ser de uso 

fntctHcro en las aplicaciones. 

2. DEFINICION DE RELACIOW 

Definición: Dados dos conji..D1tos denotados por A y B, llrnmrcmos producto 

cartaBiano de A por By lo indicaremos A x B al conj1..11to constituido por 

todos los pares ordenados tales que su primer componente pertenece a A y 

A x B = { (a,b): a E A A h E B} 
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Por ejanplo si A = !u,vl R = 1 1 ,l ,3} resulta 

A x R {(u,l),(u,2),(u,3),(v,1),(v,2),(v,3}} 

Si A B y ninguno de los conjuntos es vacío se tiene que 

AxBIBxA 

Vale para el product o cartesiano ro t re conjuntos una propiedad análoga 

a la que expresa que el producto de dos números es nulo si por lo menos uno 

de ellos es cero, a saber: 

El producto cartes i ano A x B es vacío sii uno al menos de los factores A y 

B es vacío 

J\ xB=If>- A s!/> v B=l/> 

Defin i ción : Dados dos conjuntos A y B ll:unare100s relación de A en B a todo 

suhconj Lmto del producto cartes iano A x B. La indicaremos: 

R: A ~ B 

Adoptando LU'l diagr;na del product o cartesümo cano el de la Figura 1 , 

toda re lación R de A en B puede representarse de la manera indicada en la 

Figur a 2. En esta figura es tá implícita la equivalencia 

x R y - (x,y ) E R 

¡ -----V?!?l 
B ~ R 

---~ 

~ RC i\ xB 

: 

A 

Figura 1 Fi~:ura 2 
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Definición: Sea H: A -+ B • Lhllllarcmos dcmnio dP. R y lo indicaremos O(R) 

a l conjunto de los elementos de A que estlin re lac ionados por R con algún 

elemento de B. 

U(R) • {x: x E A A (x,y) f R para a l gún y E B ) 

Definición: Sea R: A -+B. Llanaranos imagen de R y Ja indic:rrcmos Im(R) 

a l conj unto de lus elanentos y t B t a les que algC.t x f J\ cstii rclacio-

nado por R con y. 

Im (R) • {y: y E B A (x,y) E R para algún x E A} 

3. REPRESENTACION DE RELACIONES 

Las relaciones pueden representarse por: a) diagramas de Euler-Vcnn; b) 

diagranas cartesianos; e) diagrélllas sagitales; dJ tablas; e) representaciát 

matricial. 

En el caso a) los conjuntos se representm por medio de diagramns donde 

se indica por IIICUio de flechas cuales son los eJancntos relacionados entre 

sí. 

Por ejemplo: sean A • {a,b,c,d} B • {c,f,g,h,i} y sea la relaci6n 

R • {(a,i),(b,e),(b,f),(b,g),(c,h),(c,i),(d,f)} 

La rcpresentaci6n mediante un diagrama de Euler·Vcnn es la que se indica 

en la Figura 3. 

h 

A B 
Fi~,rura 3 
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En 1u1 d i:•~r;un~ .:artesi :m o, en .:;unb io, sc co 1 ocm los e 1 oncntos del pr i

rllC'r .:onjunto sobrc un eje hori7ontal y lns dc·l segundo sohrc un eje verti

cal. Se dibuja una cu:.~dríu.rla con para lelas a dichos ejes por los pun t os 

que rcprcscnt~n a los elo:K·ntos. Sc ma r can en las intersecciones los ele

mentos que cstiín relacionados ent¡·e sí. En nuestro ejemplo serí;:¡ el diagr!!. 

m:r indicldo en la f-i gura 4. 

i 

h 

g 

f 

e 

b 

Figura 4 

También se puede confeccionar un diagr~a sagital o de flechas colocan

do los clanentos del t·onjunto 11 y los de B enfrentados con flcchas que los 

talen C'll el case; dc existir relación entrc ellos. En el caso del ejemplo 

considcr .rdo, el diagr~una s:tgital se indica cn la Figura S. 

La misma relación puede también tahularse en una t;:¡bJa de doble entrada, 

tal cano puede apreciarse en la r:igura 6 . 

, ¡ e 

h i 
f 

b (a, i ) 

g 

e 
h (c,h) (c,i) 

d 

l'igura S F.igura (1 
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Finalmente sc puedc :xloptar tDla representación matricial en la cual los 

elemmtos del primer conjunto se disponen verticalmente y Jos del scgllldo, 

horizontalmente. Se indican los pa res que están relacion<tdos con un 1 en 

la interse.:ción de lns rectas que corresponden a anbos elernentos y un O en 

la intersección de rectas correspondientes a eloocntos que no cst[m relaci2 

nadns t•ntre sí. El cuadro así formado Sl' ll:una rnatr'Í;:. l:sto es, los ele-

mentos a .. (donde el subíndice i indica la fila y j la collllUla) de lamalJ 
triz A son tales que 

a .. 
lJ .. {01 

si 

si 

(ai ,bj) ( R 

(ai ,bj) E R 

L..1 matriz correspondiente a nuestro ejemplo es la que se indica a continua-

ción: 

4. RELACIONES EN UN CONJUNTO 

o o o o 

o 

o 

() o 

o o 

o o o 

En la mayoría de las aplicaciones, cuando se trabaja con relaciones, los 

conjuntos A y B son iguales y entonces se trata de relaciones entre los ele 

mentos de un misroo conjunto. Estas relaciones se llanan simplemente "rela-

ciones en el conjlll to /\". 

Pefioición: Ll~maremos red al par constituido por un conjunto A y una rela

ción R definida en el conjunto A. Indicaremos la red por: 

G = (A, R) 

f:jooplo: l ... ,s relaciones de parentl!sco existentes m Ll1 conjtu~to úc indivi

duos d<.>fincn una red, las conexiones en un circuito e léctri en tani>ién defi 

nen lUla red. 
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Natuntlmente una red pu<'de rc•prcscntarsc por ntalquicra de tu~ mnncrus 

indic:ulas en 3., siendo la m;:uJCra mfis habitua l un diagr:tna sagital donde se 

representan los elementos del conjunto A dispuestos de manera arbitraria SQ 

bre el phu10 y uniendo con líneas con o sin flcclkts las rel aciones entre 

ellas (según interese o no, indican las flechas el sentido de la relación). 

l ~1 representación matricial de tma red es, obvi :Jllente, l.Dl:l matriz n1adrada. 

Ejonplo: Sea el conjunto coostituído por las personas {a,l>, c ,d,e,f,g} cu 

yas estaturas son las siguientes: 

a: 1,80m; b: 1,77m; e: 1,78m; d: 1,77m; e: 1,6Sm; f: 1,70m; g: l,BSm 

y la relación R es: "es más bajo que". La red correspondiente se muestra 

en la Figura 7. 

Figura 7 

S. l'~'O?IEDAflCS DE LA S RELACIONES EN UN CONJUNTO 

a. Propiedad re fl exiva: una relación R definida en un conjunto A es re

flexiva sii todo elemento de A está rC'l aci onado con sí mismo, o s ea 

l~eflexividad x R x para todo x t A 

Representando la relación R con un diagrama sagital, hay un arco ce-

rrado m cada punto, por ejemplo, la relación representada en la Fi-

gura 8 es reflcxiv:1. En la representación nwtricial correspondiente 

se nota que el hecho de que la relación sea reflexiva implica que los 

elementos que figuran en la diagonal principal (la que baja de 
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izquierda a derecha) son todos 1 

(iJ (0 u o o o • o(/ o o o o 

ce:) o () () o o 

u/ ll o (1 o 

~ ~ o u u u 

Figura 8 o o o o 

En t..n .conjunto de personas, la relación "tener el mismo peso que" es 

reflexiva. 

b. Propiedad süOOtr-ica: t.D'la relaci6n R definidu en un conj111to A es si

métrica sii cada vez que oo elemento a está relilcionado con U'\ ele-

mento b, el elemento b está relacionado con a. Es decir 

Simetrta a R b - b R a pura todo par a y b f A 

Iljemplo: J.a siguiente relación es si~trica. La m .. 1triz corrcspon

Jicnte tiene simctríil de ceros y .. ,os con respc~to a la lliagonal pri!l 

cipal 

o o o 

o o 
(1 

o 

o 

o 

o 

En conjt..nto de personas de sexo masculino, la relaci6n "ser hermano 

de" es simétricn. 

<.:. Propiedad tr'arlnit.iva: una t·clación R definid:t m un cunj .. lto A es 

transitiva si cuando ll1 e1emento n está relacionado con un elemento 

b y, a su vez, el elemento b está relacionado con t~ elemento e, fo~ 
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:os:vnmte a Jehc estar rdacionauo con c. 

Trnns i t 1 v ü!nd 

Ejemplo: l a rcbción de l a r:igura JO e~ transitiva. 

figura 10 

o o 

o o o o o 

o 

o 

o 

o o o 

o o 

o 

En el conjlD1to de los nlíncros naturales N, la relación "ser mayor que" 

es transitiva. 

d. Pl"opiedad arr-e[Ze:r:iva: Si en 1.11a relación R definida en un coojunto A, 

ning(!n elemento de A está relacionado con sí mis100, la relación es arre 

flexiva. 

Arreflexividod a ~ a para todo a f A 

Evidentemente, la relación es arreflexiva si ningtin punto tiene un arco 

cerrndo y en 1 a m.1triz correspondiente no figura ning(m sobre la día-

gona1 principal. La relación x <y es arreflexiva en el conjunto de 

los nCancros reales R. 

e. Prl)púuiari rzr.únñt, ritYZ: lh1a rrlnción R rlrfinida r·n 1n1 nmj11n1n 1\ r ·~ :1-;i-

métrica~~ cu:uulo un cluncnto a c~tft relacionado con otro b, b no está 

relacionado con a. Esto es: 

Asimetría a R h • b ~ a para todo par a ,b f A 

En el diagr:vna sagital, la asimctria implica que si hay un arco que une 

al elemento a con el h, no puede haber un arco que vaya del b al a. En 

-h3-

la matriz corrcspondiellt<', no pu<'tle haber ning(m par ll<' tn1os ubicados 

simétric:.ncnte respecto a la diagonal principal. lhw rl'lación nsirn6tr.!_ 

ca deb(' ser :Irreflexiva puesto que si ftK'ra reflexiva 

a R aAa R a•a R a 

y por ello S('ría simétric:• cuando b = a . La relación "ser jefe de" 

l'S asimétrica si se ndmite que no se pt.X.'de ser j<'fe de tolo mismo. 

f. Propiedad an/..isimt!trica: lt1a relación R defin id;t m un conjw1to A es an 

tisimétrica cunndo 111 elcmmto n está relacionado con otro cualquiera 

b sii a • b. 

Antisimetría a R b A b R a .. a '"' b 

En el diagrana sagital no puede h<1ber arcos dohles entre dos puntos CIJ!!. 

lesquiera ¡x'ro si puede haber arcos cerrndos en cu:tlquiera de sus puttos 

La relación "a divide a b" definida en el conjt~~to de los n(meros ente-

ros Z es antisimétrica. Tanhién la relación de inclusión entre conjlll-

tos: a e B es :u1tjsimétrica puesto qlK' si A~ B A B ~A • A • R. 

h. I<F."I Ar."IONE:J VI:." r:f¿/IIVAU"NCIA 

1Jefiflici6n: Diremos que la relación R que indicaremos con el símbolo = 
definida en el conjt01to A es una relación de equi val.encia si c~.~nple las 

propiedades reflexiva, sim~trica y transitiva: 

(1) reflexividad x=x 

(2) simetría 

(3) transitividad xnyAy=z • x=zz 

para todo x, y z fA. 

Toda relación de cquivalmcia pcnnite efectuar w1a partición del conj~ 

to 1\ en una f:milia d<' s11hconjtu1tos 11 . e 1t. 
1 
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tos: a e B es :u1tjsimétrica puesto qlK' si A~ B A B ~A • A • R. 

h. I<F."I Ar."IONE:J VI:." r:f¿/IIVAU"NCIA 

1Jefiflici6n: Diremos que la relación R que indicaremos con el símbolo = 
definida en el conjt01to A es una relación de equi val.encia si c~.~nple las 

propiedades reflexiva, sim~trica y transitiva: 

(1) reflexividad x=x 

(2) simetría 

(3) transitividad xnyAy=z • x=zz 

para todo x, y z fA. 

Toda relación de cquivalmcia pcnnite efectuar w1a partición del conj~ 

to 1\ en una f:milia d<' s11hconjtu1tos 11 . e 1t. 
1 
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a) A. .¡. ~ 
1 

h) A. nA . = ~ si .¡. j 
l 1 

e) IJ A. 
i 1 

,. A 

1.;-~s cl;~ses de la partición se llaman t:'lanr n de equÚJalenria, es decir, 

lUla cbse de equivalencia está coostituídLJ por todos los elnnentos de A que 

snn L'<lll i va 1 entes a llflO Jatlo. Ejcmpl os de rl'l:IC i OllC'S de: eq11 i v;dend a son la 

igualc.lad, el paralelismo entre rct:tas c.lel plano, tcnc1· el mi :--mo ¡.:ruro san-

guineo m tn conjta1to de individuos, correr a la misma velocidad en LD1 con 

jl.D1to de deportistas, etc. 

Ejemplo: Sea la relación R definida en el cnnjlmto de los núneros naturales N 

x R y .. x A y son pares V x A y son impares 

Esta relación es de equivalencia y determina dos clases de equivalencia en 

N, el conjunto P de los n(mcros pares y el conjunto I de los impares. 

Ejanplo: Sea el conjtulto A = { 1 ,2,3J y la relación 

R • 1( 1,1),(2,2),(3,3),(1, 2) ,(2,1)} 

Es unLJ rel;~ción c.le equivalenda que se indic;¡ ml'<.li.u1te el diagr:rn:-t de la 

r:igura 11. 

[ o ~] 

7. !?t.'LI1 CTON VF. OUDF.fl AMPLIO 

l)cfinición: Ui remos que la relación R, que indicaremos ,;;; , es de ordPn am-

plio si cumple con las propied:~dcs reflexiva, an t isimétrica y transHiva, 

esto es: 

(l) reflexividad a<; a 

(2) :mtisimetría a.;;; b 1\ b.;;; a .. a " h 

(31 transitividad a<; b A b <;e .. a<; e 

Ejemplos de relación de orden amplio se tienen en las relaciones "ser mayor 

o igual que" o "ser menor o igual que" en el conjtr~to de los núneros reales; 

la relación~ entre conjWltos, cte. 

Ejanplo: Sea el conjunto A= {a 1 ,a2 ,a3 ,a .. ,a5 , :'6} y !:1 red dihujad<I en la 

r:igura 12. 

Figura 12 

Nótese que en LD1a relaci6n de orden amplio, existe una equivalencia en

tre aquellos elancntos que a.Jllplen con la igualdad pero, ademfts, la relación 

"orden::~" el conjunto. 

8. RELI1CION DE ORDEN ESTRICTO 

Definición: Oiremos que la relación R que indicaremos <es de orden estri~ 

tn si cumple con la~ propiedades arreflexiva, asimétrica y transitiva, esto 

es: 

(1) arreflexividad a (.a 

(21 asimetría a < b .. b -/. a 

(31 tr:msitividad a < b A b <e .. a <l. 

Ejemplos de relación de orden estrü.to son las relaciones "ser Jn(~or que" en 

el conjtmto de los llÚ!l('rOs re:1les, C: entre COiljuntos, "ser m(l!:- alto qtK'", 

"ser miís goruo que", "ser mfis joven qul:'' en un conjtulto Je individuos, etc. 
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SiR es una rei:Kión de m·den estricto y hacanos R U !:J. donde 6 es el 

conjtutto de Lmos en la diagonal pl"incip:ll de la matriz de la t"C'lación, te-

nemas LUla re 1 ación de orden amplio y recíproc:lllCn te. En el ejemplo de 7., 

si cons ider:unos la red sin los arcos cerrados en cada ptmtn, ten CiliOS una 

relación de on.len estricto: 

/.,, • a;¿ o o o o o o 

o o () o 

a~, • (1 o () () () 

o o (1 u (l u 

• o 
as a4 

o o o o o 
figura 13 

Nótese que la relación de orden estricto no ordena completamente los 

elementos de tul conjtUlto, salvo que se identifique, como si se tratara de 

un tUlico elemento, todos los elrntentos que cumplen con b igualdad. 

9. COMT'CJSI CION Ut: HE LA CIONF::S 

Definición: Sean tres conjuntos 11., By Centre los que se defiuC'n las re 

ladones 

Re /1. x B se B x e 

l.l:marCiltos comr.n:ieión de anhas relaciones y l:t indicaremos S o R al 

conjunto 

SoR= {(x,z):]yf BA(x,y)E RJ\(y,z)f SI 

Ejanplo: Sean los conjtu1tos /1.= {-I,O,ll; B = {1,3}; C= {0,3/2,5/2} 

)' 1 as relaciones 

S: x ... x/2 + 1 

La composición S o R = {(-1,3/2.);(1,3/2)1 

-ú7-

figura 14 

Nota: en general la composición de relaciones no es conmutativa, vale decir: 

R o S ~ S o R • Si las dos relaciones que se componen son iguales, indica-

rCIIIOS 

Ejemplo: Si Res la relación "es padre de", obviamente R2 será la relaci6n 

"es abuelo ~". Si volvemos a componer 

que será la rel:~ción "es bisabuelo de", etc. En ese caso, la reu corres~ 

dit•nte es el "árhol genealógico" c¡uc se contínua hasta que no h:tya más des

cendientes, o Jo que es equivalente, hasta que 

k R o R = ~ 

JO. CLAUSURA TRANSITIVA 

Dada una relación R, si efectuamos la composici6n de dicha relación con 

si misma en forma sucesiva, nos conduce a una sucesión de relaciones 

R, R2 , R3 , R., , ••• , ¡f, ... 

Dcfinici6n: Li<llllarcmos reLación identidad y la indicaremos R0 a la sigui"!!_ 

te relación 

y si i x cs idént ko a y 
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Definición: Ll;un.1!"C!llOS clau/lul'a trana1:tiva de lUla relación R n la relación: 

R = no u R u R2 u . . . u Rn u . .. 

En tcorín, podC'IllC\S seguir efcc.:tuand0 canposil"iones y tni ones tle mod0 quc la 

cmtid~KI de c.:omposic.:ioncs y uniones podría ser infinit;1. 

Ejemplo : Sea b relación R " ser padre de" y el árbol geneal ógico siguiente 

~ 

Figura 15 

• h 

R0 { (a, a ) , (b ,h ) , (e, e) , ( d ,d) , ( f, f) , (g ,g) , (h, h) , (i, i ) } 

R 1 { (a, b) , (a, e) , (a ,d) , (b ,e) , (b, f) , (e ,g) , ( d, h) , (f ,J ) , (f, j)} 

R2 { (a,e), (a,f), la,g), (a,b), (b, i) ,(b,j) } 

Rl { (a,i), (a ,j) } 

Cano puede observarse, en R están todos los pares unidos por lU1 solo a.r. 

co, en R2 los pares Lmidos por dos nrcos consecutivos y en R3 los Lmidos 

por tres arcos consecutivos. Esto es, si x R y ello implica que existe 

alguna manera de llegar de x a y . 

11 . CONCEPTOS ORIENTAfXJS E'N UNA RED 

llanos visto que tuJa red no es más que tul conjLmto l·on una relación de

finida cntre los elementos del conjunto. Antes de entr¡¡r a di scutir apli

ciones de estn teoría, presentaremos ¡¡lgt~os conceptos impo rt nntes para f.!_ 

jar la nancnclntura que usaremos. 

Vé rti ce s: son los puntos que representan los elementos del conjLmto. 

~: son l:ts línl"as orientadas que Lmcn los pares de f'1E'!nentos del con-

jtmto que l"st[m rclacionados entre sí. 

E:z:tl'emo inicial y extroemo fi nal de un arcv : vértice del que parte lll arco 

y vértice al que L 1 ega. 

A1•coa adyacen tes: <trc.:os que tienen l01 extremo común y son diferentes. 

Subroed: red que se obtiene suprimiendo lUlO o más vérticcs así cano los ar-

<.:os C'JUe de ellos llegan o parten, de la red original. 

Cam i no: sucesión de arcos adyacentes tales que el extremo final de lUlO coin 

cide <.:on el inid a l del siguiente. 

Longitud : n(ll!ll'ro de arcos del camino . 

Cil'cuito: c:vnino en el cual el vértice inicial coincide con el fjnnl. 

Bucle: circuito de longitud lUlO. 

En la red de la Figura 16 se ejemplifican estos conceptos 

Figura 16 

a,b,c,d,e,f: vértices 

(a,b)(a,a)(c,b)(c,d)(c,e)(d,c) 

(e,d)(e,r): arcos 

(a,b) y (a,n)} 
arcos 

(c,d) y (c,e) 
ndyacentes 

(c,ed): camino de longitud Z 

(c,c,d,c,b): cc1mino de longitl~ 4 

Definición: Dircn10s que una red es fuertemen t e conexa s1 entre dos vértices 

cual<>squicra existe LDl camino de cualquier longitud que va de uno a otro. 

Ejemplo: La red de la Figura 17 es fuertemente conexa. llia componente fuer_ 

t ••rrl'nte cnn,.xn es toda suhrcd fuertC'I11ente conexa de lUl:l rc'l.l. Por cjcmplo 

l.'ll l:t n •J de la Figura 18, (a,h,l:) y (a,c,d} son Jos c.:ompOill"lltes rucrtemcn 

te conexas. 
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a -L10 .- a ---b 

~ec 
• • 

r e ( ) 
~ ./ . .....___ -· • - ~ 

el e 
e el 

Figura 17 
Fi gura 1/i 

12 . CONCEPTOS NO ORIENTADOS E11 UNA RED 

Aris ta: existe una arista entre dos vé-rtices x,y distintos de la red si 

existe un arco que va de x a y y/o de y a x. 

Cadena : es LD1a sucesión de aristas adyacentes. 

Ciclo : es LD1a cadena finita en la 411e el vértice inicial t·oincidc con el 

fin a l. 

Ejanplo: En la red Je la f-igura 19 hny 6 arcos pero tan sólo 4 aristas. 

a b a b .- -. . ~ - • (a,b,c) es una c;xlena pero 11v un canino 

() 
• e 

() 
------. d 

Fi gura 19 

( ) 

·- · e d 

(a,b,c,d,a) es lD1 ciclo pero no LD1 

cuito 

Definición: Una red es conexa si mtrc dos v6 rtices cualesquiera x e y 

distintos l'ntrc sí, existe una cadena. 

e ir 

'!'OllA RED 1-'111-:h'TF.MF.NTF. r.nNF'XII E.'! : CONf;.l:ll PERO l .A ut.'CJ l'Rorll NO /!:S CIERTA 

U. Rr.'/J!·.'S CON C 1/WI 1 T'I'W 

lhl prohlon:1 impo r·t ;111tc 01 una red <'S dct Pnninar -. ¡ c·x i s tol o no c i r·cui -

t os en ella. Si existe algún circuito dchc pertPncccr a una componente 

fuertemente conexa. Entonces, si tanélllOs dos vértices x e y de LD1 cir-

-71-

cui to, es decir que x R y significa que x coincide con y o bien exis 

te un C<llli no de cualquier longitud que va df' x a y • Por otra parte, cano 

esto se cunple para CU3lquier vértice, debe ser y R x . 

Introduciremos ll'la nueva relaci6n R tal que 

xRy sii 

Ejemplo: en la red de la Figura 20, si efectuamos el análisis vértice por 

vértice llegamos a las siguientes componentes fuertemente conexas: (a,b) 

y (c,e,d,f). 

La relación R es una relaci6n de equivalencia puesto que es: 

(1) reflexiva ya que todo vértice esti en relaci6n con st mismo por es

tar incluída en R la relación R0 

(2) simétrica puesto que si x R y • y R x 

(3) transitiva ya que si x R y A y R z .. x R z 

Las clases de equivalencia son las componentes fuertanente conexas de la 

red. OJalquier otra canponente fuertemente conexa, por ejemplo, (d,e) en 

la Figura 20 es un subconjunto de una clase de equivalencia. 

b 

~·~ a e C/ e c 

( ~;__.--/) 
d·~· f 
~.~ 

g 
Figura 20 

14. R8DeS SIN CIRCUITOS 

En este caso no hay simetrta pues si existe un camino que va de ll1 v~r 

tice x a otro y no puede haber canino de retomo ya que se tendría un cir 

cuita. Si introducimos la clausura transitiva R en una rl'd sin circuitos, 

resulta que estJ relación es de orden amplio . En efecto R es: 
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te un C<llli no de cualquier longitud que va df' x a y • Por otra parte, cano 

esto se cunple para CU3lquier vértice, debe ser y R x . 

Introduciremos ll'la nueva relaci6n R tal que 

xRy sii 

Ejemplo: en la red de la Figura 20, si efectuamos el análisis vértice por 

vértice llegamos a las siguientes componentes fuertemente conexas: (a,b) 

y (c,e,d,f). 

La relación R es una relaci6n de equivalencia puesto que es: 

(1) reflexiva ya que todo vértice esti en relaci6n con st mismo por es

tar incluída en R la relación R0 

(2) simétrica puesto que si x R y • y R x 

(3) transitiva ya que si x R y A y R z .. x R z 

Las clases de equivalencia son las componentes fuertanente conexas de la 

red. OJalquier otra canponente fuertemente conexa, por ejemplo, (d,e) en 

la Figura 20 es un subconjunto de una clase de equivalencia. 

b 

~·~ a e C/ e c 

( ~;__.--/) 
d·~· f 
~.~ 

g 
Figura 20 

14. R8DeS SIN CIRCUITOS 

En este caso no hay simetrta pues si existe un camino que va de ll1 v~r 

tice x a otro y no puede haber canino de retomo ya que se tendría un cir 

cuita. Si introducimos la clausura transitiva R en una rl'd sin circuitos, 

resulta que estJ relación es de orden amplio . En efecto R es: 
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( 1) reflexiva puc~ R incluye la relacióu idéntica Ro 

X R y A " (Z) antisbnétrica ya que si y R X .. X E y 

(3) transitiva porque si X R y A y R z .. x 11 z 

La clausura transitiva R nos pcnni te efectuar un ordenamiento de los vérti 

ces de la red. 

Definición: En una red sin cirruitos x es un as cndientc de } (o bien y es 

l.-t deacendien te de x) si existe un camino que va de x a y 

El ordenamiento de los vértices de la red nos clasifica los vértices en 

distintos niveles de modo que todos los vértices que estén en el nivel ce

ro N0 serán ascendientes de los vértices que estén en el primer nivel N1 y 

así siguiendo. Si el n(mero de vértices no es muy gr:mde, se puede efec-

tuar el orden:IJliento por niveles alirnin.'llldo los vértices que no tienen as-

cendientes (aquellos a los qt~ no llega ninguna flecha). Se borran los ar 

cos de los a.1ales los vértices eliminados son extremos y se procede en for 

ma similar con las sub redes que se van obteniendo después de individualizar 

los elementos de cada nivel. Así por ejenplo, en la red de la Figura 21 el 

orden311iento por niveles es el que se indica: 

a 
No 

b e 

-tr. ·- · N¡ 

/1 1 N2 
a • - .& •h--- e d 

1 1/ -bit N3 

·- · N., 
f e 

Fi¡..rura 21 • Ns 
d 

Otro método para ordenar por niveles mnsiste en usar la mntriz asocia-

da a la red. Se conicnza borr;mdo las coltlllul;Js de rcros (cll1ncntos que no 
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ti<'nm ningful ascendiente). Estos son los elancntos del nivel N0 • Se su-

prime fila y columna de dicho elemento (arcos que llegan o salen) y se PTQ 

cede en fonna similar con las submatrices que se van ohteniendo. En el ej~ 

plo de la Figura 21, este método aplicado a la matriz asociada a la rela

ci6n nos conduce al mismo resultado, como puede verificar el lector. 

Clla1do la red es más canpleja, se puede efectuar el onlen:J~~iento por n_!. 

veles usando la matriz asociada a la clausura transitiva, como veremos más 

adcla1te. 

o o o o o 
o o o o o o o 
o o o o o o o 
o o o o o o o o 
o o o o o o o 
o o o o o 

o o o o o 

1 S. HA TRICES BOOLEANAS 

Definición: Llamaremos matriz booleana a una m.ltriz cuyos elementos son l.-tOS 

o ceros. Así, la matriz asociada a una red es una matriz booleana. Intro-

duciremos ahora dos operaciones generalizadas, la suma y el producto boole_! 

no. 

Definición: Llnmaremos slllla booleana y la indicaremos con + a la operación 

entre ceros y unos definida por 

1 • • 1 1 + o • o + o o o • 1 = 1 

o, lo que es equivalente, a+ b • máx (a,b). 

Llamaremos p~ucto booleano y lo indicaremos x a la operación defini-

da por 

1 x 1 • 1 o x o "' n o x o 

o, lo que es equivalente, a x b = mín (a,b). 
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Exten<.lerelll(ls estas operaciones a las matrices definiendo dos opernc i~ 

ncs: la operación "o" o suma booleana <.le matrices y la operación "y" o pr~ 

dueto booleano de matrices. 

Definición: Dadas las matrices booleanas 

ma sliRa booleana a la matriz 

tal que 

Eja11~lo : 

o o o o o 

o o o A .. B '" 
o o o 

o o o o o 

A = (a . . ) 
lJ 

c .. • a .. + b .. 
lJ IJ lJ 

o o 

C•A+B= o 

o 

se lla-

Obsérvese que para efectuar la suma booleana de matrices basta ubicar unos 

en ambas m.1trices en el mismo lugar para que el resultado dé uno, los res-

tantes elementos son todos nulos. 

Definici6n: Dadas las matrices booleanas A • (a .. ) y B c(b .. ) se llama IJ lJ 
producto boole~1o a la matriz 

IJ=AxB 

Ejemplo: 

tal que d . . 
lJ 

Si hacemos el producto booleano de las matrices anteriores obtenemos: 

o o o 

o o 
D "' 

o o () 

o o o o 

(l)sérvesc que para efectuar el producto hooleano <.le matric('s, sólo aparecen 

unos en e 1 re su 1 t a<.lo aJando hay unos co 1 ocados en 1 os 1 ugares correspond ie!!_ 

tes de arrbas mat ril-es. Los rest;ult(•s son todos nulos . 
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Finalmente, el producto habitual entre m<ttrices se extiende t:unhién :1 

las matrices hooleanas. Parn ello, el núnero de colliRI\as Jel primer fac-

tor debe ser igual al de filas de 1 segundo y el producto se efectúa de la 

misma manera que con matrices cualesquiera, multiplicando filLJs ¡x>r col~ 

nas, pero haciendo uso de las operaciones booleanas. En el caso de operar 

con matrices asociadas a una relación, como son cuadradas, para poder mul-

tiplicarlas entre si deben tener la misma dimensión. Al igual que con ma-

trices cualesquiera, el producto de matrices hooleanas ,10 es corunutativo, 

salvo en algunos casos especiales. 

Ejemplo: el producto P = A. B de las matrices del ejemplo anterior es: 

o 

o 
p 

o o 

Nótese que como en la stJRa booleana basta que lD'\O de los stJRandos sea un 

lllO para que el resultado sea uno, basta tener un sólo pt·oducto que sea 

igual a uno (no hace falta seguir haciendo los restantes). Además, cano 

para que lD1 producto booleano sea igual a uno es necesario que ambos facto 

res sean unos, la matriz producto se construye fácilmente colocando unos 

en los lugares en que figuran en ambas matrices unos. 

Al multiplicar una matriz por sí misma se obtiene: A. A • A (caso en 

que el producto de matrices es conmutativo). La matriz identidad será 

1 = 
o 

o o o 
o o 

o o o 

o o o 

donde A . 1 • 1 • A • A 

La matriz cero es la matriz que sólo tiene ceros y es obvio que: 

A.O=O.A=O 
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16. MATRIZ DE L11 CLAUSURA TR.AIISITIVA 

Se puede demostrar el siguiente teorema: 

Teorema: Sean dos redes G • (X, R1) y 11 = (X, R
2

) con matrices .:rsocia

cbs A y B respcctiv:u11ente. A la suna hooleana A .;. B le corresponde la red 

(X, R1 U R2 ) y al producto le corresponde la ned (X, R
2 

o R
1
). 

Corolario: Si la red G = (X, R) tiene matriz asociada M, a la relación R2 

le corresponde la red (X · .2) 1 1 ·, 3 
, M , a a re ac1on R le corresponde la red 

(X, ~13 ), í'tc. 

A la relación identidad R
0 

Je corresponde la matriz iclen.tidad J. Por lo 

que antecede, la matriz ~1 asociada a 1:1 clausura tr:tnsitiva 

R • R0 U R U R2 u R3 -n U ••• U K U ••• 

se obtiene de la siguiente manera 

Esta sucesión de sumas booleanas se simplifica teniendo en cuenta lo siguien 

te: a) efectuar l + M equivale a agregar unos en la di:1gon<tl principal de

la matriz f.!; b) efectuar 1 .;. M .;. ~( es equivalente a hacer (l + t-1)2 cano 

puede apreciarse en el eJ·emplo que · sigue: 

[

o o 1] 
t-1 " 1 o () 

o o o 

(1 ¡ MJ' • [; : :1 

e) de manera an5Ioga r . . 2 •• .3 
• M • M • M- .. (J.;. M} 3 , etc.; d) si se sigueefe_f 

tuando esta operación llegar{! un momento en que la relación Rk será vacía 

{cono en el caso Jcl iírhol genealógico) y su m:ttri 7. asociada la lllóltriz ce-
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ro. Como la sun., boolí'.u1a de lUla matriz con la m.1triz <.·ero da la misma ma 

triz, ohtendremos (1 + M)k. (r + M)k·l. 

Esta matriz es la matriz M asociada a la cl<lllsura transitivn R. Vm10s 

a ver a continuación cáno se usa esta m.1triz en el aniílisis de una red. 

llay que notar que otro método más smci llo para ohtener la m.1triz M consi~ 

te en buscar en la red los caminos posiblt>s de cualquier longitud y agrega!. 

le la diagonal principal de 1a10s. Cbvi:.nmte, este m6tudo es aplicable si 

el número de vértices de la red no es muy grande. 

17. DETERMINACION DE COMPONENTES FUEH'l'E:MENTf..' COfff.XAS EN UNA RED CON CIRCUITOS 

Dada ooa red con circuitos, hemos visto que la m::~triz t-1 asociada a la 

clausura transitiv:J R nos indica todos los vértices x,y p.1ra los cuales 

x R y. La matriz tl'ansp~tPsta MA (obtenida céWllbiando filas por coltDllJlas) s~ 

r5 1::1 matriz en la que se ha Cólllbiado el sentido de todos los nrcos de la 

red y represatta los vértices para los cuales y R x • Si efectuamos la su

ma booleana M + M1it = ~11 veremos que en la matriz ~1 1 hay filas iguales. Las 

Cólllhi:~~~~os de lugar colocándolas ooa a continuación de la otra, cnmbiando el 

noobre del elemalto. l'ctmutarnos las colllllnas de moJo aniílogo. Los cuadra-

dos de unos que ap:1recct1 son la e; CCI11J101101tl'S fucrt<1ncnt e t·oncxas de la nxl. 

Ejemplo: 

o o o o 

o o o o o 

t-1 .. o o o o o 

o o o o o 

o o o o 

o o o o figura !.2 

: '1).. - ( 1 l~ el lector puede comprobar resulta: (T T ~ - .;. t-1) 3 y la matriz M es 
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o o o 
o o () 

,. o o o A* M • M = 
o o o 

o o o 

o o o 

o o o o o o 
o o o o o o 

t-1¡ • 
o o o o o o 
o o o o o o 

o o o o o o 
o o o o () o 

Las componen tes fuertanente conexas resultan ser: (b,c,d) y (a,e,f). 

18. ORDENAMIENTO POR NIVELES EN UNA RED SIN CIRCUITO.S 

Dada una red sin circuitos, una vez hallada la matriz M hay que tachar 

en ella las filas c¡ue tienen un solo 1010 en la diagonal principal. Estos 

serán los elementos sin descendientes, por lo tanto estar5n en el último n_!. 

vel. Se suprimen fila y colU11111é1 correspondientes a estos vértices. Q.lcda 

una sul.matriz en la cual se procede de manera análoga hasta agotar todos los 

elementos de la red. 

Ejonplo: 
:1 b • • o o o o o / o o o o o o 

c e • o o o 

/ M = 
o o o () 

• • o () o o o e f 

o o o o o o Figura 23 
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Cono ¡xJede comproharse : (I 
• 3 • 2 
+ M) = (I + M) y la matriz M resulta: 

e 
No o o o o 

.. /k o o o o o 
... 

,e N¡ M= 

o o o o \J\rl 
o o o o o • N2 

Figura 24 

19. REDES CUALESQUIERA 

En el caso que la relación que define la red no sea ni de equivalencia 

ni de orden, se puede proceder de la siguiente manera: 

a) Se ordena por niveles, sea borrando, sea con la matriz asociada a la red, 

sea con la matriz asociada a la clausura transitiva M. 
b) <llando no se puede segui r la operación indicada en a), esto indica la pr~ 

sencja de un circuito. Los vértices de dicho ci r cuito se consideran como 

un único vértice que se pone en el nivel correspondiente y se sigue el pr~ 

ceso de ordenamiento. 

e) Con respecto a los elementos que puedan quedar aislados, tales elementos 

¡x.Jeden ser incluídos en el nivel que aparecen o ser llevados a l último n_!. 

vel. llay que observar que si se hace la convención de mandar los elemC!!. 

tos aislados al último nivel, coinciden los resultados borrando y por la 

m.~triz de la clausura transitiva. Si, en cambio, ponemos los elementos 

aislados en el nivel que aparece, coinciden los resultados borrando y por 

medio de la matriz M asociada a la relación. 

Ejemplo: :1) horrando b) por la matriz M 

b b b No • 
/ a N¡ a e e e 

/ / 
N2 • d 
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18. ORDENAMIENTO POR NIVELES EN UNA RED SIN CIRCUITO.S 

Dada una red sin circuitos, una vez hallada la matriz M hay que tachar 

en ella las filas c¡ue tienen un solo 1010 en la diagonal principal. Estos 

serán los elementos sin descendientes, por lo tanto estar5n en el último n_!. 

vel. Se suprimen fila y colU11111é1 correspondientes a estos vértices. Q.lcda 

una sul.matriz en la cual se procede de manera análoga hasta agotar todos los 

elementos de la red. 

Ejonplo: 
:1 b • • o o o o o / o o o o o o 

c e • o o o 

/ M = 
o o o () 

• • o () o o o e f 

o o o o o o Figura 23 
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Cono ¡xJede comproharse : (I 
• 3 • 2 
+ M) = (I + M) y la matriz M resulta: 

e 
No o o o o 

.. /k o o o o o 
... 

,e N¡ M= 

o o o o \J\rl 
o o o o o • N2 

Figura 24 

19. REDES CUALESQUIERA 

En el caso que la relación que define la red no sea ni de equivalencia 

ni de orden, se puede proceder de la siguiente manera: 

a) Se ordena por niveles, sea borrando, sea con la matriz asociada a la red, 

sea con la matriz asociada a la clausura transitiva M. 
b) <llando no se puede segui r la operación indicada en a), esto indica la pr~ 

sencja de un circuito. Los vértices de dicho ci r cuito se consideran como 

un único vértice que se pone en el nivel correspondiente y se sigue el pr~ 

ceso de ordenamiento. 

e) Con respecto a los elementos que puedan quedar aislados, tales elementos 

¡x.Jeden ser incluídos en el nivel que aparecen o ser llevados a l último n_!. 

vel. llay que observar que si se hace la convención de mandar los elemC!!. 

tos aislados al último nivel, coinciden los resultados borrando y por la 

m.~triz de la clausura transitiva. Si, en cambio, ponemos los elementos 

aislados en el nivel que aparece, coinciden los resultados borrando y por 

medio de la matriz M asociada a la relación. 

Ejemplo: :1) horrando b) por la matriz M 

b b b No • 
/ a N¡ a e e e 

/ / 
N2 • d 
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e) por la matriz M a e 
• • No 

o o o 
\ d/L N¡ 

A 

~I/ t-f = 
o o () 

o o 
N2 

Figura 2S 

20. APLICACION A UN SOCIOGRAMA 

El estudio de las estructuras de comunicación o de atracción/rechazo/ 

liderazgo en un grupo humano, tiene Drrportancia tanto en educación como en 

psicologia laboral. Una de las herrélllientas para este estudio es el "socio 

gr.ina" que no es más que la expresión gráfica mediante una red de relacio-

nes entre los distintos constituyentes del grupo. Supongamos que la pr~ 

ta que se formula a ll1 conjunto de 12 personas sea del tipo: "¿A quién eU-

ge ust.?d pal'a ••• ?" 

La relación definida en el conjunto A= {1,2,3,4,S,6,7,8,9,10,11,12} 

es R "' {(x ,y) e A: "x e~ elegido por y"} 

Sea 

R • {(1,2),(1,S),(1,12),(3,2),(4,3),(4,S),(S,1),(S,2),(S,3),(S,11), 

(S, 12), ( 6, S). (7, S) , (7, 11) , ( 8, S) , ( 8, 11), (9, S) , (9, 11) , ( 1 O, S) , 

(10,6) ,(11 ,S), (12,S) ,(12, 1)} 

La red correspondiente es la de la Figura 26 

Figura 26 
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Ordenando por niveles según el procedimiento indicado en 19., tenemos 

los siguientes niveles si se hace la convenei6n de manJar al último nivel 

los elementos sueltos: 

N2 : 1 - S- 11 - 12 CJRQJ!TO 

N~ 4 - 7 - 8 - 9 - 10 

La red ordenada por niveles adopta el aspecto de la Figurn 27 

~1 

Figura 27 

La interprctnci6n de este socjogram::J indica que el elemmto 2(nivel e~ 

ro) no ha sido elegido por nadie por lo que se puede suponer que es JI'IJ)' i!!. 

dependiente y con pocas aptitudes para el trabajo grupo o es un marginado. 

En el nivel dos se presenta un circuito integrado por 1., S, 11 y 12, lo 

!JIK' indirn 1111:1 fuC'rtf' rn!IC"<;i(m .-nn v.r·anclr•" l'""ihili<l :ulr"; <Ir• Í•'<iln ,.., l'll:tl 

lJllier tarea ~l'll(lal, :;tcnJu !>el G utJiJatu a Jider. 1~1 l'1 nivel tr·es e:;tá 

6 que sólo eligió a 10, siendo elegido únicamente por S. Ello indica po

ca sociabilidad. Finalmente, en el último nivel, están todos los elemen

tos que no eligieron a nadie y sólo fueron elegidos por 2 de los 12 inte

grantes del ¡:rupo. Son indiferentes, aunque tengan una pequeña populari-

dnd. 
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PROBLEMAS 

Al.gunos de Z.Os siguientes prob~emas pueden IJUgerirse en e~ aula, a 

distintos niveles. 

( 1 ) Cada día, al mediodía, un barco parte de Balúa Blanca hacia Génova y, 

silll.lltáneamcnte, un barco parte de Génova a Bahía Blanca. Si el viaje 

demora exactamente 1S días, ¿cuántos buques provenientes de Génova en

contrará cada buque saliendo de Bahía blanca durante el viaje?. 

(R. Miatello). 

(2) Un ladrón roba tma cantidad de manzanas de una huerta. Al salir es in 

terceptado sucesivamente por tres cuidadores, dándoles, a cada uno, la 

mitad de las manzanas que ti ene en el IIVIIlento más dos manzanas. Si con 

sigue escapar con una manzana, ¿cuántas rob6 inicialmente?. (R.Miatello). 

(3) "rengo el uoble de la edad que tu tenías cuando yo tenía la edad que tu 

tienes. CuanJo tu tengas mi edad actual, nuestras edades sumarán 63 

alios". ¿Cuáles son las dos edades?. [R. Miatello). 

(4) Un grupo de exploradores sale de su C3111J3mcnto, recorriendo 100 Km hacia 

el sur, luego 100 Km hacia el este y finalmente 100 Km hacia el oorte, 

llegando a si de regreso al canpamento. &!poniendo que la tierra es una 

esfera perfecta, determine todas las ubicaciones posibles del campamen

to. [R. Miatello). 

(S) Un almacenero desea vender 1 Kg de az6car a dos clientes, pero su bal~ 

za funciona incorrectamente (los brazos son ligeramente desiguales). La 

primera vez coloca una pesa de Kg en un platillo y el az6car en el 

otro y la segunda vez invierte los platillos. ¿Conviene al almacenero 

este procedimiento?. [R. Miatello). 

(6) Un grupo de 6 ahiJIUlOS sale a juntar duraznos en una quinta. Al cabo de 

una hora, los alwnnos han reunido cantidades diferentes y uno de ellos 

s6lo tiene 2 duraznos. Al observar que un alllllno ha reunido lll.lchos más 

duraz.nos que el resto, la n;•estra propone para equilibrar, que éste le 


