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LAS REDES Y SUS APLICACIONES

Vera W. de Spinadel

1. INTRODUCCION

la teoria de las redes es una rama de la Investigacién Operativa que se
aplica en el tratamiento de diversos problemas provenientes del campo eco-
némico, socioldgico y temoldgico. Histdricamente estd comprobado que el
hombre, ante el planteo de un problema, tiende a hacer un diagrama en el
que los puntos representan individuos, localidades, actividades, etapas de
un proyecto, etc., uniéndolos por medio de lineas que indican una cierta

relacién existente entre ellos.

D. Konig fuc el primero en proponer que tales diagramas recibieran el

nombre de redes, haciendo un estudio sistemitico de sus propiedades.

Con todo rigor, la exposicidn de dichas propiedades incluiria un niémero
grande de conceptos y teoremas, entre los cuales algunos son relativamente
complicados. Dado que nuestro objetivo es presentar este tema de manera
que resulte accesible a un gran nGmero de lectores de distinto nivel cien
tifico, presentaremos los conceptos bdsicos del modo mis simple posible,
mostraremos camo usarlos y daremos algunos métodos que pueden ser de uso

fructifero en las aplicaciones.

2. DEFINICION DE RELACION

Definicidn: Dados dos conjuntos denotados por A y B, llamaremos producto
cartesiano de A por B y lo indicaremos A x B al conjunto constituido por
todos los pares ordenados tales que su primer componente pertenece a A y

su segunda camponente pertenece a B.

AxB={(a,b):a€ AA b€ B}
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Por cjemplo si A= {uyv}l ; B=1{1,2,3} resulta
AxB={(u1),(u,2),(,3),(v,1),(v,2),(v,3)}
Si A =B y ninguno de los conjuntos es vacio se tiene que

AXB#BxA

Vale para el producto cartesiano entre conjuntos una propiedad andloga
a la que expresa que el producto dc dos nmeros es nulo si por lo menos uno

de ellos es cero, a saber:
El producto cartesiano A x B es vacio sii uno al menos de los factores A y

B es vacio
AxB=¢*= A=¢ Vv B=¢
Definicién: Dados dos conjuntos A y B llamaremos relacién de A en B a todo
subconjunto del producto cartesiano A x B. La indicaremos:
R: A®B

Adoptando un diagrama del producto cartesiano como cl de la Figura 1,
toda relacion R de A en B puede representarse de la manera indicada en la

Figura 2. En esta figura esta implicita la equivalencia

xRy = (x,y) €R

Figura 1 Figura 2




Definicidn: Sca R: A +B. Llamaremos dominio de Ry lo indicaremos D(R)
al conjunto de los clementos de A que cstfin relacionados por R con algGn

clemento de B.

D(R) = {x: x € AA (x,y) e R para algin y e B}

Definicidn: Sea R: A -+ B. Llamarcmos imagen de R y la indicarcmos Im(R)
al conjunto de los clementos y € B tales que algm x € A estd relacio-

nado por R con y.

Im(R) = {y: ye BA (x,y) € R paraalgin x € A)

3. REPRESENTACION DE RELACIONES

Las relaciones pueden representarse por: a) diagramas de Euler-Venn; b)
diagramas cartesianos; c) diagramas sagitales; d) tablas; c) representacién

matricial.

In cl caso a) los conjuntos se representan por medio de diagramas donde

se indica por medio de flechas cuales son los clementos rclacionados entre

Sl.

Por ejemplo: sean A = {a,b,c,d} ; B = {e,f,g,h,i} y sea la relacién
R = {(a,i),(b,e),(,f),(b,g),(c,h),(c,i),(d,f)}

La representacion mediante un diagrama de Euler-Venn es la que se indica

en la Figura 3.

Figura 3
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Fn wn diagrama cartesiano, en cambio, se colocan los clamentos del pri-

mer conjunto sobre un cje horizontal y los del segundo sobre un cje verti-

cal. Se dibuja una cuadricula con paralelas a dichos cjes por los puntos

que representan a los elementos.  Se marcan cn las intersccciones los ele-

mentos que estiin relacionados entre si. En nuestro cjemplo seria el diagra

ma indicado en la Figura 4.

. LT_
h
g
f
.
Ca b & d

Figura 4

También se puede confeccionar un diagrama sagital o de flechas colocan-

do los clamentos del conjunto A y los de B enfrentados con flechas que los

unen en el casc de existir relacién entre ellos. En cl caso del ejemplo

considerado, el diagrama sagital se indica en la Figura S.

l.a misma relacion puede también tabularse en una tabla de doble entrada,

tal como puede apreciarse en la Figura 6.

B
A e [ g h i
a (a!i)
b | (be) | 0,0 | 0,0
C (c,h) | (c,i)

d (d,’f)

Figura 5 Figura o
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Finalmente se¢ pucde adoptar una representacién matricial en la cual los
elementos del primer conjunto se disponen verticalmente y los del segundo,
horizontalmente. Se indican los pares que estdn relacionados con un 1 en
la interseccidn de las rectas que corresponden a ambos elementos y un 0 en
la interseccidn de rectas correspondientes a elementos que no estiin relacig
nados entre si. Il cuadro asi formado se |lama matriz. listo cs, los cle-
mentos aij (donde el subindice i indica la fila y j la columna) de la ma-
triz A son tales que .

0 si (ni,bj) ¢ R

a.. =
1) 1 si (ai,bj) € R

La matriz correspondiente a nuestro ejdaplo es la que se indica a continua-

cidn:

4. RELACIONES EN UN CONJUNTO

En la mayoria de las aplicaciones, cuando se trabaja con relaciones, los
conjuntos A y B son iguales y entonces se trata de relaciones entre los ele
mentos de un mismo conjunto. Estas relaciones se llaman simplemente "rela-

ciones en el conjunto A".

Definicidn: Llummaremos red al par constituido por un conjunto A y una rela-

cidn R definida en el conjunto A. Indicaremos la red por:
G= (A, R)
Ejemplo: Las relaciones de parentesco existentes en un conjunto de indivi-

duos definen una red, las concxiones en un circuito eléctrico también defi

nen una red.
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Naturalmente mna red puede representarse por cualquiera de las maneras
indicadas en 3., sicndo la mancra mis habitual un diagrama sagital donde se
representan los clementos del conjunto A dispucstos de manera arbitraria so
bre el plano y uniendo con lineas con o sin flechas las relaciones entre
ellas (segln interese o no, indican las flechas el sentido de la relacién).

La representacidon matricial de una red es, obviamente, una matriz cuadrada.
Ejomplo: Sca el conjunto constituido por las personas {a,b,c,d,e,f,g} cu
yas estaturas son las siguientes:

a: 1,80m; b:1,77m; c:1,78m; d: 1,77m; e:1,65m; f:1,70m; g:1,85m
y la relacién R es: '"es mas bajo que". La red correspondicnte se muestra

en la Figura 7.

Figura 7

S. PROPIEDADCS DE LAS RELACIONES EN UN CONJUNTO

a. Proptedad reflexiva: una relacion R definida en un conjunto A es re-

flexiva sii todo elemento de A estd rclacionado con si mismo, o sea

Reflexividad x R x para todo x € A

Representando la relacion R con un diagrama sagital, hay un arco ce-
rrado en cada punto, por cjemplo, la relacién representada en la Fi-
gura 8 es reflexiva. [En la representacion matricial correspondiente
se nota que cl hecho de que la relacidn sca reflexiva implica que los

elementos que figuran en la diagonal principal (la que baja de
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izquierda a derecha) son todos 1

@ O [1 0 0 1 0 o

.
/ \ 01 1000
C.f \ C‘D 001000
d/ 0011 00

L

B
(.,.) U 1.0 0 0 1 0

Pigurs 8 1 00 0 0 1]

En un conjunto de personas, la rclacidon ''tcener el mismo peso que' es

reflexiva.

. Proptedad simétrica: una relacibén R definida en un conjunto A es si-

métrica sii cada vez que un elemento a estd rclacionado con un ele-

mento b, el clemento b estd relacionado con a. Es decir
Simetria aRb* bRa paratodopar aybeA

Ejemplo: la siguiente relacidn es simétrica. La matriz correspon-

diente ticne simetria de ceros y wnos con respecto a la diagonal prin

cipal
ae eb
0o 0 1 o0
0 0 o0 1
4@ ®c 0 0 1
0 1 I 0
Figura 9

En conjunto de personas de sexo masculino, la relacién "ser hermano

de'" es simétrica.

*. Propiedad transitiva: una relacién R definida en un conjunto A es

transitiva si cuando un clemento a estd relacionado con un elemento

b y, a su vez, el elemento b estd relacionado con un elemento c, for




e— ™ o ¥ b
e ~_ 01 0 1 1
/ \ 0000 0
c

N ‘e 0100 0
/ 01100
0 1 1 1 o]

°

d

(&
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zosamente a debe estar relacionado con c.

Transitividad a R bAb R c=a R ¢

Ejemplo: 1a relacién de la Figura 10 es transitiva.

Figura 10
En el conjunto de los nfmeros naturales N, la relacidn ''ser mayor que'

es transitiva.

. Propiedad arreflexiva: Si en una rclacidon R definida en un conjunto A,

ningdn elemento de A estd relacionado con si mismo, la relacién es arre

flexiva.
Arrcflexividad a K a para todo a € A

Lvidentemente, la relacidn es arrcflexiva si ninglia punto ticne un arco
cerrado y en la matriz correspondiente no figura ninglin 1 sobre la dia-
gonal principal. La relacién x <y es arreflexiva en el conjunto de

los nfmeros reales R.

Propiedad asimétrica: Una relaciéon R definida en im conjimto A es asi-

métrica si cuando un clamento a esta relacionado con otro b, b no esta

relacionado con a. Esto es:

Asimetria a R b = b K a para todo par a,b € A

En el diagrama sagital, la asimetria implica que si hay un arco que une

al elemento a con el b, no puede haber un arco ipe vaya del b al a. En
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la matriz correspondiente, no pucde haber ninglin par de unos ubicados
simétricamente respecto a la diagonal principal. Una relacién asimétri

ca debe ser arreflexiva puesto que si fuera reflexiva
a R aAa R aea R a

y por ello seria simétrica cuando b = a . La relacién "ser jefe de"

es asimétrica si se admite que no se puede ser jefe de wuno mismo.

f. Propiedad antisimétrica: Una relacidn R definida en un conjunto A es an

tisimétrica cuando un elemento a estd relacionado con otro cualquiera
b sii a = b.

Mtisimetria a R bADb R a=a=b

En el diagrama sagital no puede haber arcos dobles entre dos puntos cua
lesquiera pero si puede haber arcos cerrados en cualquiera de sus puntos
la relaci6n "a divide a b" definida en el conjunto de los n(meros ente-
ros Z es antisimétrica. También la relacidén de inclusién entre conjun-

tos: a C B cs antisimétrica puesto que si ACBABCA =» A= B.

O. KETACIONES DE EQUIVALENCIA

Definicidn: Diremos que la rclacién R que indicaremos con el simbolo = ,
definida en el conjunto A es una relacién de equivalencia si cumple las

propiedades reflexiva, simétrica y transitiva:

(1) reflexividad X=X
(2) simetria X=y = y=m=x
(3) transitividad xEyAy=2z = x=2

para todo x, y z € A.
Toda relacidn de cquivalencia permite cfectuar una partieién del conjun

to A en una familia de subconjintos l\i CA tales que:
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a) Ai)‘O
by A NA =9 si i #j

c} UA. =A
i 1

las clases de la particidn se llaman elases de equivalencia, es decir,
una clase de equivalencia estd constituida por todos los elamentos de A que
son ecquivalentes a uno dado.  Ejemplos de relaciones de equivalencia son la
igualdad, el paralelismo entre rectas del plano, tener cl miswmo grupo san-
guinco en wn conjunto de individuos, correr a la misma velocidad en un con

junto de deportistas, etc.

Ejemplo: Sea la relacidn R definida en el conjunto de los nGmeros naturales N

X R y = xAy sonpares vx Ay son imparcs
Esta relacion es de equivalencia y determina dos clascs de equivalencia en
N, el conjunto P de los nfmecros pares y el conjunto I de los impares.
Ejamplo: Sca el conjunto A = {1,2,3} y la rclacidn
RE=S {1510 5(2,2)5 (33 3)5 (152) 5251013

Es una relacidn de equivalencia que se indica mediante ¢l diagrama de la

Figura 11.

. N

Ql 3‘:) 0 0 1

Figura 11

N

7. RELACION DE ORDEN AMPLIO

Definicion: Diremos que la relacidén R, que indicaremos < , es de orden am—

plio si cumple con las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva,

esto es:
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(1) reflexivided a<a
(2) antisimetria a<bAb<a = a=h

(3) transitividad a<bAb<c=acgc

Ejemplos de relacion de orden amplio sec tienen en las relaciones 'ser mayor
0 igual que" o "ser menor o igual que' en el conjunto de los nimeros reales;

1a relacidn € entrec conjuntos, ectc.

Ejemplo: Sea ¢l conjunto A = {a;,ap,a;3,ay,as,26} y la red dibujada en la

Figura 12.

/Qa' Qa\
C& 280
N /
o

NGtese que en una relacién de orden amplio, existe una cquivalencia en-
tre aquellos clementos que cumplen con la igualdad pero, ademiis, larelacidn

"ordena" el conjunto.

8. RELACION DE ORDEN ESTRICTO

Definicién: Diremos que la relacidn R que indicaremos < es de orden estric

to si cumple con las propiedades arreflexiva, asimétrica y transitiva, esto

cs:

(1) arreflexividad a La
(2) asimetria a<b s bLa

(3) transitividad a<bAb<c¢c = a<c¢

Ejemplos de relacién de orden estricto son las relaciones ''ser menor que'' en
cl conjunto de los nfmeros reales, C entre conjuntos, "ser mis alto que™,

"ser mas gordo que'', '"ser mas joven que' en un conjunto de individuos, etc.
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Si R es una relacidon de orden estricto y hacemos R U A donde A es el
conjunto de unos en la diagonal principal de la matriz de la relacidn, te-
nemos una relacidn de orden amplio y reciprocamente. En el cjemplo de 7.,
si consideramos la red sin los arcos cerrados en cada punto, tencmos una

relacidn de orden estricto:

[0 0 0 0 0 0

@, e,
/ \ 00 1 1 00
a e o, 000 1 00
\ / 00 0 0 0 0

o —— o :

85 81‘

Figura 13

Notese que la relacién de orden estricto no ordena completamente 1los

elementos de un conjunto, salvo que se identifique, como si se tratara de

un (mico elemento, todos los elementos que cumplen con la igualdad.

9. COMPOSICION VE RELACIONES

Definicibn: Sean tres conjuntos A, B y C entre los que se definen las e
laciones

RCAXxB SCcBxC

L.lamaremos composicién de ambas relaciones y la indicaremos S o R al
conjunto

SoR=1{(x,2): Jye BA(X,y) e RA (y,2) ¢ S}

Ejemplo: Sean los conjuntos A = {-1,0,1} ; B = (1,3} ; C = {0,3/2,5/2})
y las rclaciones

R: x » x2 S: X -»x/2 + 1

La composicion S o R = ((-1,3/2);(1,3/2)}
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A B C

Figura 14

Nota: en general la composicion de relaciones no cs conmutativa, vale decir:
RoS#+#SeR. Silas dos relaciones que se componen son iguales, indica-
remos

RoR=R

Ejemplo: Si R es la rclacibn "es padre de', obviamente R? serd la relacién

"es abuclo de'". Si volvemos a componer
R% R = R?

que sera la relacidn "es bisabuelo de', etc. En esc caso, la red correspon
diente es el "irbol genealdgico"” que sc continua hasta que no haya mis des-

cendientes, o lo que es cquivalente, hasta que

0R=¢

10. CLAUSURA TRANSITIVA

Dada una relacidén R, si efectuamos la composicién de dicha relacidén con
si misma en forma sucesiva, nos conduce a una succsidn de relaciones
R, RZ , R? , R* ,..., R",...
Definicibén: Llamarcmos relacién identidad y la indicaremos R® a la siguicn
te relacidn

x ROy sii x os idéntico a y
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Definicidn: Llamaremos clausura transitiva de una relaciéon R a la relacién:

R=ROURUR2U...UR" U ...

En tcoria, podemos seguir cfectuando composiciones y uniones de modo que la

cantidad de composiciones y uniones podria ser infinita.

Ejemplo: Sea la relacidn R "ser padre de' y el arbol genealdgico siguiente

SR
N\, \, ! o
./f\q - h

Figura 15

\

®
e

R = {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(f,f),(g,g),(h,h),(i,i))

R! = {(a,b),(a,c),(a,d), (b,e),(b,f),(c,g),(d,h),(f,}),(f,j)}
R? = {(a,e),(a,f),(a,g),(a,b),(b,i),(b,j)}

R} = ((a,i),(a,j))

R = ¢

Como puede observarse, en R estin todos los pares unidos por un solo ar
co, en R? los pares unidos por dos arcos consecutivos y en R3 los unidos
por tres arcos consecutivos. Esto es, si x R y ello implica que existe

alguna manera de llegar de x ay .

11. CONCEPTOS ORIENTADOS EN UNA RED

Hemos visto que una red no es mds que un conjunto con una relacién de-
finida entre los clementos del conjunto. Antes de entrar a discutir apli-
ciones de esta teoria, presentaremos algimos conceptos importantes para fi

jar la nomenclatura que usaremos.

Vértices: son los puntos que representan los elementos del conjunto.
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arcos: son las lineas orientadas que unen los pares de elementos del con-
Junto que estin rclacionados entre si.

Extremo inicigl y extremo fingl de un arco: vértice del que parte un arco

y vértice al que llcga.

Arcos adyacentes: arcos que tienen un extremo comin y son difcrentes.
Subred: red que se obtiene suprimiendo uno o mis vértices asi como los ar-
cos que de ellos llegan o parten, de la red original.

Camino: sucesidn de arcos adyacentes tales que el extremo final de uno coin
cide con el inicial del siguiente.

Longitud: nGmero de arcos del camino.

Circuito: camino en el cual el vértice inicial coincide con el final.

Bucle: circuito de longitud uno.

En la red de la Figura 16 se ejemplifican estos conceptos

:;.1 5\ a,b,c,d,e,f: vértices
(a,b) (a,a) (c,b)(c,d) (c,e)(d,c)
y‘c (e,d)(e,l): arcos
& 3 o (a,b) y (a,a)

arcos adyacentes
\./ /(‘ (C'd) y (C’c) 0s y
c

. 3 (c,ed): camino de longitud 2
Subred (c,e,d,c,b): camino de longitud 4
Figura 16
Definicidn: Diremos que una red es fuertemente conexa si entre dos vértices

cualesquiera existe i camino de cualquier longitud que va de uno a otro.

Ejemplo: La red de la Figura 17 es fuertemente conexa. Una componente fuer
temente conexa es toda subred fuertemente conexa de una red. Por ejomplo
en la red de la Figura 18, (a,b,c) y (a,c,d) son dos componentes fuertemen

te conexas.




F

x(
A

e d

|

ﬁ.\\_/.c‘

\

S~

|

Figura 17 Figura 18

12. CONCEPTOS NO ORTENTADOS EN UNA RED

Arista: existe una arista entre dos vértices x,y distintos de la red si
existe un arco quc vade xay y/ode yax.
Cadena: es una sucesidn de aristas adyacentes.
Ciclo: es una cadena finita en la que el vértice inicial coincide con el

final.

Ejemplo: En la red de la Figura 19 hay 6 arcos pero tan sdlo 4 aristas.

a b a b
e e e e den: .
(a,b,c) es una cadena pero »no un camino
(a,b,c,d,a) es un ciclo pero no un cir
cuito
e .o .. Y )
C d € d

Figura 19

Definicidn: Una red es conexa si entre dos virtices cualesquiera x e y

distintos entre si, existe una cadena.

TODA RED FUERTEMENTE CONEXA ES CONEXA PERO LA RECIIROCA NO ES CITERTA
13. REDES CON CIRCUTTOS

Un problema importante en una red es deteminar si existen o no circui-
tos en ella. Si existe algin circuito debe pertenccer a una componente

fuertemente conexa. Entonces, si tomamos dos vértices x e y de un cir-



e

cuito, es decir que x R y significa que x coincide con y o bien exis
te un camino de cualquier longitud que va de x a y. DPor otra parte, como

esto se cumple para cualquier vértice, debe ser y R x.

Introduciremos una nueva relacién R tal que

Ejemplo: en la red de la Figura 20, si efectuamos el andlisis vértice por
vértice llegamos a las siguientes componentes fuertemente conexas: (a,b)

y (c,e,d,f).
La relacién R es una relacién de equivalencia puesto que es:

(1) reflexiva ya que todo vértice esté en relacidn con si mismo por es-
tar incluida en R la relacién R°
(2) simétrica puesto que si x R y =y R x

(3) transitiva ya que si xﬁy Ayﬁz-xl‘iz

Las clases de equivalencia son las componentes fuertemente conexas de la
red. Cualquier otra camponente fuertemente conexa, por ejemplo, (d,e) en

la Figura 20 es un subconjunto de una clase de equivalencia.

Figura 20

14. REDES SIN CIRCUITOS

En este caso no hay simetria pues si existe un camino que va de un vér
tice x a otro y no puede haber camino de retormo ya que se tendria un cir
cuito. Si introducimos la clausura transitiva R en una red sin circuitos,

resulta que esta relacién es de orden amplio. En efecto R es:
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(1) reflexiva pues R incluye la relacién idéntica R9
(2) antisimétrica ya que si x ﬁy Ay Rx = x = y

~

(3) transitiva porque si x Ry Ayﬁ z=Xx Rz

~
La clausura transitiva R nos permite efectuar un ordenamicnto de los vérti

ces de la red.

Definicién: En una red sin circuitos x es un ascendiente de y {o bien y es

un descendiente de x) si existe un camino que va de x ay

El ordenamiento de los vértices de la red nos clasifica los vértices en
distintos niveles de modo que todos los vértices que estén en el nivel ce-
ro No seran ascendientes de los vértices que estén en el primer nivel N; y
asi siguiendo. Si el n(mero de vértices no es muy grande, se puede efec-
tuar el ordenamiento por niveles aliminando los vértices que no tienen as-
cendientes (aquellos a los que no llega ninguna flecha). Se borran los ar
cos de los cuales los vértices eliminados son extremos y se procede en for
ma similar con las subredes que se van obteniendo después de individualizar
los elementos de cada nivel. Asi por ejemplo, en la red de la Figura 21 el

ordenamiento por niveles es el que se indica:

. Ny

. @ /5_ N,

1 1 h// \\f N

L A 2

20— o 0% . g Veyg l l

Pt Ny

LI\l )

. . 0\ /c 4

Figura 21 - : ——— Ng

Otro método para ordenar por niveles consiste en usar la matriz asocia-

da a la red. Sec comienza borrando las colmas de ceros (e lomentos que no
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tienen ningln ascendiente). [Estos son los elementos del nivel Ng. Se su-
prime fila y columna de dicho elemento (arcos que llegan o salen) y se pro
cede en forma similar con las submatrices que se van obteniendo. Enel ejem
plo de 1a Figura 21, este método aplicado a la matriz asociada a la rela-

cibén nos conduce al mismo resultado, como puede verificar el lector.

Cuando la red es mds compleja, se puede efectuar el ordenamiento por ni

veles usando la matriz asociada a la clausura transitiva, como veremos mas

adelante.
(001 000 1 1 0]
00100000
00010000
0 00O0O0TO0GO 0O
00010000
010001 01
(0011100 0]

1S. MATRICES BOOLEANAS

Definicidn: Llamaremos matriz booleana a una matriz cuyos elementos son unos
o ceros. Asi, la matriz asociada a una red es una matriz booleana. Intro-
duciremos ahora dos operaciones generalizadas, la suma y el producto boolea

no.

Definicién: Llamaremos suma booleana y la indicaremos con +ala operacién

entre ceros y unos definida por

1+1 =1 1+40=1 0+0=0 0+ 1 =1

o, lo que es equivalente, a + b = mix (a,b).

Llamaremos producto booleano y lo indicaremos x ala operacién defini-
da por

1x1=1 1x0=0 0x0=0 0x1=0

0,10 que es equivalente, a x b = min (a,b).
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Extenderemos estas operaciones a las matrices definiendo dos operacio
nes: la operacion o' o suma booleana de matrices y la operacidn "y" o pro
ducto booleano de matrices.

Definicidn: Dadas las matrices booleanas A = (aij) y B= (bij) se lla-

ma suma booleana a la matriz

C=A+B tal que Cij-aij*bij
Ejemplo:
1.0 0 1 0 0 0 1 1.0 0 1
A= |01 00 gal? 10 Y coaipelt t 0
L I | 0010 T 1 11
0 0 0 1 1 100 T 1 01

Obsérvese que para efectuar la suma booleana de matrices basta ubicar unos
en ambas matrices en el mismo lugar para que el resultado dé uno, los res-

tantes elementos son todos nulos.

Definicidn: Dadas las matrices booleanas A = (aij) y B=(bij) se llama

producto booleano a la matriz

D=AxB tal que d..=a..xb..

Ejemplo :

Si hacemos el producto booleano de las matrices anteriores obtenemos:

00 0 1

01 01
D=

00 1 0

00 0 0

Obsérvese que para efectuar el producto booleanc de matrices, s6lo aparecen
unos en el resultado cuando hay unos colocados en los lugares correspondien

tes de ambas matrices. Los restantes son todos nulos.
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Finalmente, el producto habitual entre matrices se extiende también a
las matrices booleanas. Para ello, ¢l nimero de columnas del primer fac-
tor debe ser igual al de filas del segundo y el producto se efectda de la
misma manera que con matrices cualesquiera, multiplicando filas por colum
nas, pero haciendo uso de las operaciones booleanas. En el caso de operar
con matrices asociadas a una relacidn, como son cuadradas, para poder mul-
tiplicarlas entre si deben tener la misma dimensién. Al igual que con ma-
trices cualesquicra, el producto de matrices booleanas no es conmutativo,

salvo en algunos casos especiales.

Ejemplo: el producto P = A.B de las matrices del ejemplo anterior es:

Notese que como en la suma booleana basta que uno de los sumandos sea un
uno para que el resultado sea uno, basta tener un sdlo producto que sea
igual a uno (no hace falta seguir haciendo los restantes). Ademas, como
para que un producto booleano sea igual a uno es necesario que ambos facto
res sean unos, la matriz producto se construye ficilmente colocando unos

en los lugarcs en que figuran en ambas matrices unos.

Al multiplicar una matriz por si misma se obtiene: A.A = A (caso en

que el producto de matrices es conmutativo). La matriz identidad serd

1.0 0 0
01 00
1= donde A.1=1.A=A
0O 0 1 0
0 0 0 1




16. MATRIZ DE LA CLAUSURA TRANSITIVA

Se puede demostrar el siguiente teorema:
Teorema: Sean dos redes G = (X, R)) y H= (X, R;) con matrices asocia-
das A y B respectivamente. A la suma hooleana A + B le corresponde la red
(X, R, UR,) y al producto le corresponde la red (X, R, o R,).

Corolario: Si lared G = (X, R) tienc matriz asociada M, a la relacién R2
le corresponde la red (X, Mz), a la relacién R® le corresponde la red
(X, M), etc.

A la relacidn identidad R® le corresponde la matriz identidad I. Por lo

- . .
que antecede, la matriz M asociada a 1a clausura transitiva

R=ROURURPUR U...uRy ...

se obtiene de la siguiente manera

M=TiMiM i . iM; .

Esta sucesi6n de sumas booleanas se simplifica teniendo en cuenta lo siguien
te: a) efectuar I + M equivale a agregar unos en la diagonal principal de
la matriz M; b) efectuar 1 + M + M2 es cquivalente a hacer (I + M)? camo

puede apreciarse en el ejemplo que sigue:

0 0 1 10 1 0 0 0
M=[1 0 0 I+M=[1 1 o0 M=o o0 |
00 0 00 1 00 0
10 1 1 0 1
. . 2 . 2
T+M+M =[1 1 r+mm?=[1 1 3
00 1 00 1

€) de manera andloga I +M+ M & M = (13 M)?3, etc.; d) si se sigue efec
tuando esta operacién 1legari un momento en que la relacién Rk sera vacia

{camo en ¢l caso del drbol genealdgico) y su matriz asociada la matriz ce-

r
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ro. Como la suma booleana de wna matriz con la matriz cero da la misma ma
triz, obtendremos (I + M)k = (T + M)khl.

Esta matriz es la matriz M asociada a la clausura transitiva R. Vamos
a ver a continuacidn cdmo se usa esta matriz en el anilisis de una red.

. -

Hay que notar que otro método mis sencillo para obtener la matriz M consis
te en buscar en la red los caminos posibles de cualquicr longitud y agregar
le la diagonal principal dec unos. Obviamente, este método cs aplicable si

el nimero de vértices de la red no es muy grande.

17. DETERMINACION DE COMPONENTES FUERTEMENTE CONFXAS EN UNA RED CON CIRCUITOS

Dada una red con circuitos, hemos visto que la matriz M asociada a la
clausura transitiva R nos indica todos los vértices x,y para los cuales
X R y. Lamatriz tramnspuesta M* (obtenida cambiando filas por columnas) se
ra la matriz en la que se ha cambiado el sentido de tedos los arcos de la
red y representa los vértices para los cuales y R x. Si efectuamos la su-
ma booleana M + M* = M, veremos que en la matriz M, hay filas iguales. Las
cambiamos de lugar colocindolas una a continuacidn de la otra, cambiando el
nombre del elemento. Permutamos las columnas de modo anidlogo. Los cuadra-

dos de unos que aparecen son las componentes fucrtomente conexas de la red.

Ejemplo: o b
™Y [ ]
[0 0 1 0 1 0]
000100
feo ™~ ec
M=|0 1 0000
001000
e__ ¢
0001 01 ©
(1 0 0 1 0 0] Figura 22

Como el lector puedc comprobar resulta: (T + M)“ = (1 + M)3 y la matriz M es
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['111111' (100011'
01 1 100 1111 11
A |01 1 100 PO b T T T O I
M= =
01 1 100 1T 1 1 1 11
T 1111 1000 1 1
_111111_} _1000|1J
(1 0 0 0 1 1] (1 1 1 0 0 0]
01 1100 1T 11000
01 1100 111000
M, =
011100 0001 1 1
1000 1 1 000 1 11
L1 000 1 1] L0 0 0 1 1 1

Las componentes fuertemente conexas resultan ser: (b,c,d) y (a,e,f).

18. ORDENAMIENTO POR NIVELES EN UNA RED SIN CIRCUITOS

Dada una red sin circuitos, una vez hallada la matriz M hay que tachar
en clla las filas que tienen un solo wno en la diagonal principal. Estos
serdn los elementos sin descendientes, por lo tanto estarin en el Gltimo ni
vel. Se suprimen fila y columna correspondientes a estos vértices. Queda
una submatriz cn la cual se procede de manera aniloga hasta agotar todos los
elementos de la red.

Ejemplo:

————

[0 1.0 0 0 0]
00 0000
1001 1 0
M=
01 0 0 01

—_—

Figura 25
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Como puede comprobarse: (I + M)® = (1 + M)? y la matriz M resulta:

19.

ni

a)

b)

c)

(1 1 0 0 0]

b AN
) TN

Figura 24

(=]

REDES CUALESQUIERA

En el caso que la relacidén que define la red no sea ni de equivalencia

de orden, se puede proceder de la siguiente manera:

Se ordena por niveles, sea borrando, sea con la matriz asociada a la red,
sea con la matriz asociada a la clausura transitiva M.

Cuando no se puede seguir la operacidn indicada en a), esto indica la pre
sencia de un circuito. Los vértices de dicho circuito se consideran como
un (nico vértice que se pone en el nivel correspondiente y se sigue el pro
ceso de ordenamiento.

Con respecto a los elementos que puedan quedar aislados, tales elementos
pueden ser incluidos en el nivel que aparecen o ser llevados al Gltimo ni
vel. Hay que observar que si se hace la convencidn de mandar los elemen
tos aislados al Gltimo nivel, coinciden los resultados borrando y por la
matriz de la clausura transitiva. Si, en cambio, ponemos los elementos
aislados en el nivel que aparece, coinciden los resultados borrando y por

medio de la matriz M asociada a la relacién.

Ejemplo: a) borrando b) por la matriz M

/N /di\\ WARY

b
® g No g NO

Ny Ny

» Fe N2 . N,
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~

¢) por la matriz M

1 0 0 0

\ d // ]

. 11 11 » Ny
M= 1
001 0 b
'y

Figura 25

20. APLICACION A UN SOCIOGRAMA

El estudio de las estructuras de comunicacién o de atraccién/rechazo/
liderazgo en un grupo humano, tiene importancia tanto en educacién como en
psicologia laboral. Una de las herramientas para este estudio es el '"socio
grama' que no es mis que la expresidn grifica mediante una red de relacio-
nes entre los distintos constituyentes del grupo. Supongamos que la pregun
ta que se formula a un conjunto de 12 personas sea del tipo: "¢A quién eli-

ge usted para ...?"

La relacién definida en el conjunto A = (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

es R = {(x,y) e A: "x es elegido por y"}
Sea
R=1{0,2,0,5,01,12),(3,2),4,3),(4,5),(5,1),(5,2),(5,3),(5,11),
(5,12),(6,5),(7,5),(7,11),(8,5),(8,11),(9,5),(9,11),(10,5),

(10,6),(11,5),(12,5),(12,1)}

La red correspondiente es la de la Figura 26

Figura 26
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Ordenando por niveles segln el procedimiento indicado en 19., tenemos
los siguientes niveles si se hace la convencién de mandar al Gltimo nivel
los elementos sucltos:

Ng : 2 N <3 N, :1-5-11-12 CIRQUITO N3:6

2

N,:4-7-8-9-10

La red ordenada por niveles adopta el aspecto de la Figura 27

Figura 27

La interpretacién de este sociograma indica que el elemento 2(nivel ce
ro) no ha sido elegido por nadie por lo que se puede suponer que es muy in
dependiente y con pocas aptitudes para el trabajo grupo o es un marginado.
En el nivel dos se presenta un circuito integrado por 1., 5, 11 y 12, lo
que indica una fuerte cohesion con grandes posibi lidades de dxito on cunl
quicr tarca grupal, siendo 5 el candidato a lider. En ¢l nivel tres esta
6 que sdlo eligid a 10, siendo elegido Gnicamente por 5. Ello indica po-
ca sociabilidad. Finalmente, en el Gltimo nivel, estin todos los elemen-
tos que no eligieron a nadie y s6lo fueron elegidos por 2 de los 12 inte-
grantes del grupo. Son indiferentes, aunque tengan una pequefia populari-
dad.
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