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ALGUNAS MOTIVACIONES HISTORICAS EN LA TEORIA DE GRAFOS

RaGl A. Chiappa

Nuestro propGsito es el de referirnos a algunos problemas cuya resolu
cién 1llev6 a introducir o utilizar conceptos que ahora se incluyen en 1la
Teoria de Grafos y dar asi una muy somera introducci6n a la misma. Ella
permite abordar el estudio de cuestiones muy diversas, algunas con origen
en meros pasatiempos pero otras en importantes y variadas preguntas de la
ciencia o la técnica. Precisamente, es &sta una de las razones del impetu
y desarrollo que la teoria presenta actualmente. Puede tomirsela como ejem
plo de la utilidad del proceso de abstraccibn y sintesis -propio del queha-
cer matemitico- que del andlisis de diferentes casos particulares infiere

una estructura fundamental que los comprende y unifica.

Suele convenirse que la Teoria de Grafos surgié como disciplina aut§-
noma en 1936 con la publicacién del libre de Konig (10), quien reunié y
sistematiz6 en un todo orginico numerosos resultados obtenidos en trabajos
anteriores sin aparente conexi6n entre si. Previamente, en 1922, habfia si
do estudiada como parte de la topologia combinatoria por Veblen. Algunas

muy breves referencias al respecto pueden verse en llarary (4 - phg. 7).

Muchas situaciones de la vida real pueden ser esquematizadas o descrip

tas, al menos en primera aproximacién, por medio de diagramas constituidos
por puntos (vértices-nodos) y lineas que conecten algunos de sus pares o
un vértice consigo mismo. Obviamente, en ellos s6lo interesa cuales son
los vértices conectados y no donde estén ubicados o la forma que se asig-
na a la linea que los une. Estos esquemas, que facilitan la comprensidn
del problema a resolver, aparecen frecuentcmente en disci_plinas dispares
bajo nombres diversos, a saber: redes (ingenieria, economia): sociograma

(psicologia): organigrama (economia, planificacién); diagramas de flujo
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(programacibn); diagramas de estado (informitica); estructura molecular
(quimica); ctc. Scglin indica Wilson (14) el primero cn designarlos "gra-
fos' fuc Sylvester en 1878 al publicar sus resultados sobre teorfa de inva
riantes en quimica.

Notemos que la cleccibn de un "grafo' como csquema adecuado de la si-
tuaci6n a estudiar suele ser fundamental y no siempre inmediata a partir de
los datos. En general, para construirlo seri necesario tener un buen cono

cimiento del problema. Esta "informacifn exterior'" es la que permitiri
P que p ’

ademds una interpretaci6n fructifera de los resultados obtenidos por apli-
cacibn de la teorfa que nos ocupa.

En algunas de las cuestiones a considerar pucde interesar el orden en
que se dan, concctan o ligan los elementos de cada par; por ejemplo:
A es superior jerirquico de B; A es anterior a B, En otras, en cambio, pue
de suceder que dicho orden no exista o no interese; por ejemplo: A es amigo
de B; A es contempordneo de B. Esto lleva al estudio de "nociones orienta
das o dirigidas" y al de '"nociones no dirigidas''. En general, pero no siem
pre, a cada nocibn dirigida corresponde otra no dirigida. Ademis puede ser
que para un problema dado quepa considerar a cada elemento ligado consigo
mismo o con otros por a lo sumo una relacién o bien, conectados por varias.
Asi por ejemplo, situaciones que pueden o no ser simultineas; ciudades co-
nectadas por redes viales, telefénicas, férrcas y radiales. Convendremos
en que para precisar a cual de las situaciones indicadas nos referimos, las
correspondientes configuraciones se dirin -en el caso no dirigido- grafo si
hay a lo sumo una forma de conectar directamente un vértice consigo mismo o
con otros y multigrafo en el caso general. Anflogamente, para el caso diri

gido diremos digrafo o multidigrafo.
La forma mis habitual de introducir dichos conceptos es la siguiente:
Un multidigrafo (multigrafo) es un par G = (V, U) donde V # ¢ es su conjun

to de vértices y U cs una familia de pares ordenados (no ordenados) de vér

tices -no necesariamente distintos entre si-., Los elementos de U se dicen




arcos (aristas). Si1 cada arco (arista) estd incluido a lo sumo una vez en
la familia U entonces G sc dice digrafo (grafe). Cada arco (x,y) o aris-
ta [x,y] con x = y se dice bucle. Si x #y [x,yl = {x,y} ; caso contra-
rio [x,x] = {x}, es decir las aristas pueden identificarse con conjuntos

de dos o dc un vértice. Un multidigrafo (multigrafo) (. se dice de orden n
s1 contienc n vértices y finito s1 ambos V y U son finitos. A veces cs con
veniente admitir V = ¢ vy en tal caso G se dice vacfo ~ nulo. La substi-
tucién de cada arco (x,y) por una arista [ x,yl pernmitc aplicar nociones no
dirigidas en multidigrafos. Anilogamente, el rccmplazo de cada arista

[x,y] por un par de arcos opuestos (x,y); (y,x) permite aplicar nociones

dirigidas en multigrafos.

Sc demiestra que todo multigrafo finito G pucde ser representado por
diagramas constitufdos de vértices y arcos de curvas contfinuas con s6lo sus
dos extremos incidentes en vértices. Para multidigrafos debe elegirse ade
mfis una orientacibn o sentido de recorrido en dichas curvas. Estos esque-
mis constituyen una representacidn ‘topoldégica 0 geométrica de G y no estén
unfvocamente determinadas. Notemos que toda relacién binaria (relacibn bi
naria simétrica) definida sobre un conjunto X puede identificarse con un
digrafo (grafo) cuyo conjunto de vértices es X. Si X cs finito los esque-
mas a que hicimos referencia pueden interpretarsc como una representacibn

'"in extenso' de la relacibn involucrada.

Dos multigrafos dados por representaciones que s6lo se diferencian en
la designacibn o cn la disposicién de sus elementos son equivalentes y se

dicen "isomorfos" Tal el caso de los siguientes G, y G,
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}-recuentemente, las denominaciones de los conceptos que estudia la Teg
rfa de Grafos cstin inspiradas en su correspondiente significado en la re-
presentacibn topolégica. Pero debe observarse que, lamentablemente, la ter
minologia utilizada por los distintos autores dista mucho de ser uniforme.
No sdlo una misma nocibn sucle recibir nombres distintos sino que a veces

un mismo vocablo designa conceptos difcrentes.

l.as representaciones geométricas de un multigrafo (multidigrafo) G s6-
lo son Gitiles y manejables si el nlmero de elementos a considerar es reduci
do. Caso contrario G deberd darse por medio de listas, tablas, matrices,
etc. FEsto lleva al andlisis de las conveniencias relativas entre las dife
rentes formas de definirlo. La eleccidn de la representaci6n adoptada pue

de depender del problema a estudiar.

Creemos oportuno destacar que los resultados tedricos y las consecuen
cias mis intercsantes se obtienen al considerar "grafos valuados' o "grafos
ctiquetados', es decir, grafos a cuyos clementos se han asignado 'valores"
o "etiquetas'". Asi por ecjemplo para determinadas aplicaciones puede scr
necesario asociar a los elementos del grafo nombres, valores, simbolos, se
quencias de simbolos, etc. Los valores pueden significar costo, tiempo,

capacidad, distancia, indice de eficiencia o de confiabilidad, etc.

Andlogamentc para el caso dirigido. Notemos que si bien los esquemas
G, y G, dados anteriormente definen un mismo grafo cllos deben conside-
rarse diferentes si interesa ademis la designacidn de sus vértices. Es de

cir G; y G, son grafos ctiquetados distintos.

A continuacién describiremos cuatro problemas clisicos que llevaron
al estudio de algunos conceptos esenciales de esta tcoria. Un enfoque si-
milar se ha desarrollado en cl Capitulo 1 de Toranzos (13) y cn el de la-
rary (4). Por otra parte, referencias a los mismos y a otros resultados
obtenidos ya cn cste siglo se incluyen cn las revisiones histdricas de lia
rary (5), (6). Para mayores precisiones y abundantes referencias biblio-

grificas puede versc Wilson (14) o Biggs, Lloyd y Wilson (2). En el Capi



-41-

tulo 1 de (7) se consideran las mismas cuestiones a las que nos referire-

mos y s¢ dan ademds varias propiedades de los conceptos que les estén aso-
ciados. Para una mayor informacién y fundamentalmente para una visibn més
general de los temas que incluye la Teorfa de Crafos nos permitimos agregar
a las obras ya citadas las dec Berge (1); Kaufmann (8), (9) y Busacker-Saaty
(3). En la Parte Il de (3) sc da una amplia variedad de situaciones que

pueden ser resueltas aplicando nociones propias de esta teoria,

PROBLEMA EULERIANO

Es el primero, en orden cronolégico, de los problemas resueltos con mé
todos ahora inclufdos en el estudio de los grafos. Data de 1736 cuando L.
Fuler (1707-1783) publica en las Actas dc la Academia de San Petersburgo
una memoria cn la cual estudia y resuelve, por la negativa, el "problema de
los puentes de Konigsberg''. La misma parece haber sido casi ignorada hasta
1851 en que se public6é traducida al francés.

la Ciudad de Konigsberg (hoy Kaliningrado) cn Prusia cs atravesada por
el Rfo Pregel. Sus mirgenes cstaban concctadas entre si y con lasde la Is

la Kheiphof por sietc puentes seglin se indica a continuacibn:

La siguiente pregunta inquietaba a los habitantes de la ciudad, jes posi=-
ble efectuar un pasec a pie tal qu utilizando oxactamente una vez cada uno

de loa puenten se vuelva al punto inicial?

Euler observdé que la emumeracién de todos los casos posibles llevaria
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a un proceso tedioso y analizé la factibilidad del pasco atendiendo al nG-
mero de veces que en tal caso se deberfa volver a cada una de las riberas,
Considerb un caso gencral y dedujo ~ondiciones necesarias para que un tal
recorrido fuera posible., S6lo esbozbé como demostrar que cllas erfn también
suficientes. Siguicndo su razonamicento convendremos cn representar por un
vértice cada una de las riberas y por aristas los pucntes que las unen, Se

obtiene as{ el multigrafo

Pucde verificarse que la posibilidad de efectuar cl pasco de referencia
equivale a la de poder dibujar el diagrama antcrior de un solo trazo, sin
levantar el 14piz, sin pasar dos veces por una misma arista y volviendo al
minto inicial. FEsto no es factible y tampoco lo es afin cuando no se pida

volver al punto inicial.

Se demucstra que es posible recorrer un multigrafo conexo G utilizan-
do exfictamente una vez cada una de sus aristas y volver al punto incial si
y s6lo si G carcce de vértices de grado impar, cs decir de vértices en los
cuales incide un nmero impar de aristas, supuesto que los bucles se cuen-
tan doble. Si hay vértices de grado impar (sicmprc los hay en cantidad
par) cl nimero mfnimo de recorridos necesarios para cubrir G es la mitad
del nGmero de vértices de grado impar; &stos serfn cxtremos de los recorri

dos en cuestibn.

Segin vimos cl problema euleriano estf vinculado con el de las {iguras
unicursales, esto ¢s, con las que pucden ser recorridas de un solo trazo

sin repetir segmentos. También estd presente en el 'juego del laberinto"
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y en cl antiguo entretenimiento siguiente: T'razar una curva que intersecte
una unica vez, en un punto interior, cada uno de los 16 segmentos del si-

guiente dibujo:

El concepto de recorrido euleriano permite ver que tal trazado no es posi-
ble y que la figura precedente no es unicursal. Otros ejemplos pueden ver
se en (11 - Cap. VIII). Un andlisis mds detallado del problema euleriano

y de otros relacionados con &l puede hallarse en (12 - Cap. IX). Una gene
ralizacibn de la situacién considerada lleva al ''problema del cartero' que
consiste en determinar en un grafo valuado un recorrido de minima longitud

y tal que cada arista sea recorrida al menos una vez.

La nocién aniloga a la anterior, para el caso dirigido, permite demos-

trar elegantemente que el siguiente problema siempre tiene solucibn:

Dado un conjunto de h stmbolos (o alfabeto de h letras) determinar
una sucesién que contenga, como subsucesidén, exdctamente una vez
cada una de las h™ sucesiones de m stmboloe (o palabras de m le-
tras) posibles de construir.
Si h=m=2 y los simbolos son a ;b la Gnica solucién -a menos de permu-
tacién circular- es la sucesién: a, a, b, b, a. Es claro que en ella se en
cuentran, como subsucesifn, exfctamente una vez cada una de las palabras
a,a/ab/bb/ba. Si h=2 y m=3 las dos (inicas soluciones -a
menos de permutacién circular- son:

a,a,a,b,b,b,a, b,a,a /a, a, a, b, a, b b, b, a, a.

Para constuirlas basta considerar, respectivamente, los siguientes digrafos
y determinar en ellos un recorride que utilizando exdctamente una vez cada
w.0 de los arcos y respetando las respectivas orientaciones vuelva al punto

inicial.
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ab

a,a
a
G
a,b b,a ana bbb
b
b,b

En forma similar puede procederse para el caso general eligiendo como
vértices las h™! ""palabras' con m-1 "letras" y un arco (x,y) -no necesa-
riamente x # y- cuando las m-2 Gltimas letras de x coinciden -ordenadamen-
te- con las m-2 primeras de y. Se demuestra quc el nimero de soluciones es
h'm.(h!)e donde e = h"". De acuerdo con nuestro conocimiento el proble-
ma fue tratado por primera vez en 1894, pero en témminos de digrafos re-

cién en 1946,

ARBOLES

Una centuria después de Euler y con el objeto de resolver los sistemas
dc eccuaciones lineales que vinculan potenciales con intensidades de corrien
tes en redes eléctricas G. Kirchhoff (1824-1887) asocid a cada una de &stas
un diagrama que la esquematizaba (el grafo de la red). En 1847 mostré que
para resolver cl sistoma no era necesario considerar scparadamente los ci-
clos sino que bastaba con determinar un "Arbol maximal' Y un conjunto de ci
clos linealmente independientes. Esta idea fructifera fue luego utilizada
tamhién cn otras disciplinas. Kirchhoff demostré ademis quc el nGmero de
irboles maximales en grafos etiquetados estd dado por el valor comfin que to

man los cofactores de una matriz singular construida ad-hoc. Notemos que

al calcular dicho nimero puede suceder que drboles isomorfos deban contarse
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como fdrboles ctiquetados distintos.

La nocién "drbol" -que es quizds la més importante de las estructuras
no lineales utilizadas en lagoritmos- fue redescubierta por A. Cayley (183%
-1895) en el transcurso de sus investigaciones para determinar el nGmero de
isémeros de hidrocarburos saturados con enlace simplc (los de la serie pa-
rafinica o alcanos) Cp Mynep » donde n es el n(mero de dtomcs de carbono.
Fn 1857 publicéd un importante trabajo cn el cual bautizd a la nocién que
nos ocupa con el témmino usado actualmente y dié una fémmula que permite
calcular el n@mero de drboles con un vértice distinguido. En témminos de
grafos el problema abordado por Cayley era el de deteminar el n(mero de 4r
boles (sin vértice distinguido) con n vértices de grado o valencia cuatro y
2n + 2 de grado uno. llaciendo caso omiso de los 4ngulos que forman en el
espacio los enlaces entrc §tomos cabe la siguiente representacibn plana de
dichas moléculas (drboles) correspondientes a n = 1,2,3.
H 1 l'l

H H
| | | | )
metano Il-(l.'-ll etano Ii-('l-(':-ll propano H=C - C - C — |l
| | |
H

H I H

Si n >4 existen isémeros, esto cs moléculas con igual nmero de Gtomos
de cada elemento pero con diferentes propiedades fisico-quimicas. Para n =4
y omitiendo indicar los &tomos de hidrégeno, las dos substancias existentes

son:

butano -C

- -
1
—r
|
T s
|
—l -
|
et
8
g
£
|
-
|

El problema combinatorio a resolver es dificil y Cayley logrd su objetivo
recién en 1874, Posteriormente fucron cncarados trabajos similares para

otras clases de compucstos.




Ny

VR i

-46-

In 1860 Borchardt dedujo que el namero dc posibles drboles etiqueta-
dos con n vértices (se cuentan reiteradas veces drboles isomorfos) es N
Una nueva deduccidén fue dada por Cayley en 1889. Este resultado que fue
lucgo redescubierto y probado dc diversas maneras puede considerarse impli
citamente demostrado por Kirchhoff. Basta aplicar su método a la matriz de
adyacencia del grafo completo de n vértices, en €l cada vértice es adyacen-
te de todos los restantes. Ignorando los trabajos antcriores y llevado por
consideracioncs puramente matemiticas Jordan los cstudid en 1869. Poco des

pués Sylvester, amigo de Cayley y también interesado en quimica, afirmd que

Jordan sin sospecharlo habia colaborado con la quimica moderna.

Cn el libro The Art of Computer Programming de D. Knuth se denomina
""rbol libre" a lo que hemos llamado "drbol" y se usa este vocablo para de
signar otra nocidn estrechamente ligada con la antcrior. Alli se las estu
dia, principalmente en relacidn con sus aplicaciones en informitica, y se
dan algunas referencias histéricas. Otras pueden hallarse en Koning (10 -
pig. 47-48); Rousc-Ball y Coxeter (12 - pfg. 260-262); Busacker y Saaty (3-
pig.196-202).

PROBLEMA DE LOS CUATRO COLORES. MULTIGRAFOS PLANARES

Un problema que parece haber sido mencionado por Mobius en 1840 y ser
consecucncia de una hipdtesis de los fabricantes dec mapas dié origen a la

siguiente '"conjetura de los cuatro colores':

Supuesto que cada pats estd constitufdo por wna inica regidén conmexa y
que toda frontera entre pafses estd formada por arcos de curva (no las hay
constitufdas por un sélo punto) todo mapa sobre un plano, o equivalentemen
te sobre la superficie de una esfera, puede colorearse utilizando a lo su-
mo cuatro colores y de forma que pafsea con frontera comin tengan colores

distintos.

Para demostrar que en la afineaci6n anterior no es posible substituir cua-

tro por tres basta analizar ¢l siguiente mapa:
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El primer testimonio escrito de la cuestibn planteada data de 1852
cuando De Morgan escribe a Hamilton transmitiéndole una pregunta que le ha
bia formulado su alumno F. Guthric. No obstantc el asunto no fue de inte-
rés general hasta 1878 fecha en la cual Cayley comunica en una reunién de
la lLondon Mathematical Society que habfa sido incapaz de resolverlo. La
conjetura sc constituyd cn uno de los mis famosos desaffos matemiticos. En
1860 Peirce anuncid haberla probado pero su manuscrito no fue publicado.

El primer razonamiento que se supuso la confimaba fue dado por Kempe en
1879, pero 11 afios mis tarde Heawood cncontrd un crror en el mismo y mos-
tr6 que era vilido si se substitufa cuatro por cinco. En 1969 Ore y Stcmple
demostraron su validez para todos los mapas con a lo sumo 40 paisesy recién

fue demostrada, en general, en 1976 por Appel y llaken.

los esfucrzos rcalizados para decidir respecto de la validez de la con
jetura impulsaron el desarrollo de la topologia combinatoria y llevaron al
estudio de los "multigrafos planares", es decir al de aquellos que pueden
representarsc sobre un plano de forma que sus aristas tchgan en comin a lo
sumo sus puntos cxtremos. Tal el caso del complcto K, que admite las si-

guientes representaciones:
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a b A N

b

c C d
b

T\,

» b\&/ d C

Destaquemos que todo multigrafo planar puede representarse limpiamente (es
decir sin intersecciones superfluas) también en la esfera. Basta para ello
aplicar una proyeccibn estereogréifica. Una generalizacién de lo precedente
ha llevado al estudio de los que son representablcs limpiamente en otras su
perficies que la esfera o el plano. Las representaciones limpias de los
multigrafos planares se muestran de interés en la confeccién de circuitos
impresos.

Puede verificarse que si a cada regidn concxa (pafs) y a la regién ex
terior de un mapa se les asigna un punto en su interior y cada par de estos
se conecta con aristas que intersecten los segmentos de frontera comin -una
por cada scgmento- se obtienc un multigrafo planar. Para el caso del mapa

anterior obtendriamos,
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Nétese que los arcos de frontera comGn del mapa inicial y sus respectivos
extremos definen un multigrafo que puede construirse a partir del recién
obtenidos reiterando el procedimiento indicado. Ambos multigrafos se dicen
duales uno del otro. De lo anterior resulta que la ya confimmada conjetu-
ra es equivalente a la siguiente proposicidn: para colorear los vértices
de un multigrafo planar -de forma que vértices adyacentes tengan colores
distintos- alcanzan cuatro colores. Recordemos que el precedente requiere ,

de al menos cuatro colores.

E1 nGmero minimo de 'colores' necesarios para clasificar los vértices
de un multigrafo G de forma que vértices adyacentes estén en clases distin
tas se dice '"nGmero cromitico de G'. Creemos interesante destacar que si
bien recién en 1976 se demostrd que ¢l némero cromitico de los multigrafos
planares es cuatro ya con mucha anterioridad, y como consecuencia de una
férmula de Heawood, estaba resuelto el problema similar para otras superfi
cies orientables. En particular, para colorear -con las restricciones del
caso- cualquier mapa dibujado sobre un toro bastan 7 colores y hay mapas
que requieren de 7 colores (ver esquemas en pdg. 96 de (3) o en pdg. 235
(12)).

Un célebre teorema de Kuratowski dado en 1930 demuestra que un multi-
grafo es planar si y sélo si, ignorando sus vértices de grado dos, no con-
tiene subgrafos isomorfos al bipartido completo K3 30 al completo Ks es-

’

quematizados a continuacién:
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Ll grafo K3’3 cs ¢l que corresponde al conocido entretenimiento que propo-
ne ver si cs posible proveer de luz, agua y electricidad a tres casas, de

forma que las respectivas redes de distribucién, supuestas en un mismo pla
no, no se intersccten. Observemos que K3'3 es toroidal, es decir es repre

sentable limpiomente en un toro.

La "férmula poliedral de Eulcr" data dc 1750 y afirmma que si G es un
poliedro (grafo planar) con C caras, A aristas y V vértices cntonces,
C-A+V =2 LIsta importante rclacién que pucde extenderse a otras con-
figuracioncs permite deducir que todo grafo planmar tienc al menos un vérti
ce de grado menor o igual que cinco. De esto y procediendo por induccién
sobre el nfimero de vértices resulta que todo grafo planar puede colorearse
con a lo sumo cinco colores, asignando a vértices adyacentes colores dis-
tintos. Mayor informacidn ¢ interesantes consideraciones sobre los temas

anteriores pueden hallarse en (12 - Cap. VIII) o en (3 - Cap. IV).

FROBLEMA HAMILTONIANO

Un entretenimicnto ya conocido en la India Antigua es cl deconside-
rar cl desplazamiento de un 'caballo" en un tablero de ajedrez de forma que
incida exictamente una vez cn cada una de sus casillas. Sc pucede o no pe-
dir que el trabajo vuclva a la casilla inicial. La biisqueda dc soluciones
interesd cntre otros a De Moivre, FEuler y Vandermonde quicnes dieron, en el
siglo XVIII, distintos métodos para obtenerlas. Modificando las dimensio-
nes del tablero pcro respctando las restantes restricciones se tienen pro-
blemas anilogos. [n un tablero de 4 x5 casillas no hay soluciones que

vuelvan a la posicién inicial.

El problema anterior se incluye en la misma clase que el considerado
por el Rev. Kirkman, un entusiasta aficionado a las matemdticas, que anali
z8 en poliedros la posibilidad de encontrar recorridos que incidieran exic
tamente una vez cn cada uno de sus vértices. Poco después y como conse-

cuencia de sus trabajos sobre cuaternioncs también sc intcresé en la exis-



-S1-

tencia de ciclos del tipo indicado Hamilton (1805-1865). Mis precisamente,
ideb un jucgo asociado a un tipo de cilculo que desarrolld (Icosian Game) y
en 1859 lo vendid por 25 guineas a un fabricante de Dublin. En lineas ge-
nerales el juego contemplaba el trazado de ciertas curvas en los poliedros.
De cntre los problemas propuestos el mis conocido consistia de un dodecae-
dro regular cuyos 20 vértices eran distinguidos con nombres de ciudades.

El jugador debfa elegir una sucesibn de vértices tal que incidiendo exfcta
mente una vez en cada uno de ellos y utilizando solo aristas del dodecaedro
le permitiera volver a la "ciudad" inicial, luego de dar "la vuelta al mun
do". [Lsto se puede materializar insertando alfileres en los vértices y co
nectindolos mediante un hilo que se arrolla una vez en cada uno de ellos.

Una variante es no exigir la vuclta al punto inicial. Supuesto que la su-
perficic del dodecaedro es extensible, por ejemplo de caucho, puede repre-
séntarsela por el esquema siguiente. Las lineas gruesas determinan una de

las soluciones buscadas.

Identificando los vértices con su designacibn, es decir considerédndolo co-
mo grafo etiquetado, el juego admite 30 soluciones y sus respectivas opues

tas. Como grafo (no etiquetado) solo hay 2 soluciones, simétricas entre si.

El nombre, popularidad y relevancia del creador del juego explica por
qué en Teorfa de Grafos se dice ''problema hamiltoniano' al de la determina
cién de recorridos que incidan cxfictamente una vez cn cada uno de los vér-

tices. Numerosos problemas llevan a la determinacibén de los mismos. Por




=52=

cjemplo, para cstablecer un orden total (si es posible) en la realizacién

de un conjunto de tarcas hasta determinar uno de cllos en cl digrafo en el

cual hay un arco (xi - xj) si y sblo si la tarca j debe realizarse después

que la tarea i.

| Si a cada arista (arco) sec le asigna un valor, 1a determinacién de un
recorrido hmiltoniano que ademfs minimice 1a suma de los valores asignados
o sus aristas (arcos) es conocido como "problema del viajante de comercio’.
fentro de este patrdn de razonamiento cabe ¢l andlisis de cuestioncs muy di
veras. Mayores referencias y algunos métodos para cncontrar soluciones a
los pasatiempos indicados pueden hallarse en (1 Cap. XI), o mis detallada-
mente en (12 Cap, VI y pfg. 262/266) o en (11 Cap. XI).

Notemos que si bien cn cierto sentido hay similitud entrc los proble-
mas culeriano y hamiltoniano, a diferencia de lo que sucede para el caso
culeriano afin no se han dado condiciones realmente mancjables que caracte-
ricen a los hamiltonianos ni algoritmos para construir csos recorridos, sal

VO eon casos miy particulares.

P'or otra parte, puede verificarse que la palabra a, a, b, b, a identi
ficada con un recorrido culeriano del digrafo G, (ver pig. o) puede scerlo
tamhién con un recorrido hamiltoniano de G, . La misma afirmacién cs vili
da en general considerando los correspondicntes digrafos Gm-l y Gm . Esto
y la diferencia fundamental entre las dificultades de caracterizar los di-
grafos eulerianos y los hamiltonianos puede tomarse como cjemplo de la im-
portancia que ticne la elecci6n del digrafo (grafo) en el cual sc analiza-

ri un problema Jdeteminado.
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