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guiares) del tipo ct = 1 (1-t)cij + t óij) con t E 1 O, 1 1 , las cuales 

conforman un arco que une 

las matrices de cambio de 

e = co con 

{u.} y de 
1 

1 = c
1 

• !ldanfis, si A y B son 

{c.} respecto de 1:.1 base canónica, 
1 

se tiene A "' Be y por tanto B f SO(n) si A f GL+ . Pero entonces, 

uniendo B con I mediante un arco en SO(n) descrito por cierta nt ruando 
+ t recorre 10,11 la matriz A = B C describe otro arco en GL (n,R), • t t t 

uniendo A con 1. Esto nos dice que GL+ es conexo, lo cual a 

su vez significa que dos bases {u
1 

••• un} Y {v 1 ••• vn} de Rn (o de 

cualquier "espacio de vectores" de dimensión n) tienen matriz de cambio en 

GL+(n,R) si y sólo si existen n funciones wi(t) continuas en un intervalo 

la,b) , tales que también {w
1
(t) ... wn(t)} es base del espacio en cues-

ti6n para todo t f [a,b) , con wi(a) = ui Y wi(b) =vi para todo 

1 ~ i ~ n. Cuando esta condición se c1.111ple se dice que { u1 • • • un} Y 

{v
1 

.•• vn} tienen la misma orientación, quedando entonces la familia de 

todas las bases del espacio dividida en dos clases que representan las dos 

orientaciones posibles del mismo. 
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ALGUNAS MOTIVACIONES HISTORICAS EN LA TEORIA DE GRAFOS 

Raúl A. Chiappa 

Nuestro propósito es el de referirnos a algunos problen~s cuya resol~ 

ción llevó a introducir o utilizar conceptos que ahora se incluyen en la 

Teoría de Grafos y dar así una nuy somera introducci6n a la misma. E 11 a 

permite abordar el estudio de cuestiones muy diversas, alRunas con origen 

en meros pasatiempos pero otras en importantes y variadas preguntas de la 

ciencia o la técnica. Precisamente, es ésta tma de las razones del ímpetu 

y desarrollo que la teoría presenta actualmente. Puede tom1irsela c~no ej~ 

plo de la utilidad del proceso de abstracción y síntesis -propio del queha­

cer matemático- que del análisis de diferentes casos particulares infiere 

una estn1ctura fundamental que los comprende y unifica. 

Suele convenirse que la Teoría de Grafos surgi6 como disciplina autó­

noma en 1936 con la publicación del libre de Konig (10), quien reunió y 

sistematizó en un todo org1inico numerosos resultados obtenidos en trabajos 

anteriores sin aparente conexión entre sí. Previamente, en 1922, había si 

do estudiada como parte de la topología combinatoria por Veblen. Algunas 

muy breves referencias al respecto pueden verse en l~1rary (ti - p.1g. 7). 

~k.Jchas situaciones de la vida real pueden ser esquematizadas o descríE_ 

t as , al menos en primera aproximación, por medio de diagramas constituidos 

por puntos (v6rtices-nodos) y líneas Que conecten algunos de sus pares o 

un vértice consigo mismo. Obviamente, en ellos sólo interesa cuales son 

los v6rticos conectados y no donde estfut ubicados o la forn~ que se asi¡;­

na a la linea que los une. Estos esquemas, que facilitan la comprensión 

del probl aaa a resolver, aparecen frecuentemente en disciplinas dispares 

bajo nombres diversos, a saber: redes (ingeniería, econ(Jllía): sociograma 

(psicología) : organigrama (economía, planificación); diagramas de fluj o 
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(progr:un.,ción); di::~gr:unas de estado (infonn.'ítica); estructura roolerular 

(química); cte. Según indica Wilson (14) el primero en designarlos "gra­

fos" fue Sylvcster en 11!78 ::~1 publicar sus resultados sobre teoría de inva 

ri:mtes en química. 

Notemos que la elección de un "!!rafo" c0010 esqucm., adecuado de 1::~ si-

tuación a estudiar suele ser fundamental y no siempre inmediata a partir de 

los datos. En general, para construirlo será necesario tener un buen cono 

cimiento del problema. Esta "información exterior" es la que permitirá, 

ndcmás una interpretación fructífera de los resultados obtenidos por apli­

cación de la tcoria que nos ocupa. 

En algunas de las cuestiones a considerar puede interesar el orden en 

que se ~,n, conectan o ligan los elementos de cada ~,r; por ejemplo: 

A es superior jer:irquico de B; A es anterior a B. En otras, en cambio, pu~ 

Je suceder que dicho orden no exista o no interese; por ejemplo: A es amigo 

de B; A es contemporáneo de B. Esto lleva al estudio de "nociones orienta 

das o dirigidas" y al de "nociones no dirigidas". En general, pero no sie!!!. 

pre, a G,da noción dirigida corresponde otra no dirigida. Además puede ser 

que para un problema dado quepa considerar a cada elemento ligado consigo 

mismo o con otros por a lo sumo una relación o bien, conectados por varias. 

Así por ejemplo, situaciones que pueden o no ser simultrtneas; ciudades co-

necta~,s por retles viales, telefóniG1S, férre::~s y radiales. Convendremos 

en que para precisar a cual de las sit~,cioncs indicadas nos referimos, las 

correspondientes configuraciones se dirán -en el caso no dirigido- grafo si 

~1y a lo Sl~ una forma de conectar directamente un vértice consigo mismo o 

con otros y multigrafo en el caso general. An5logamente, para el caso diri 

gido diremos digrafo o multidigrafo. 

La forma m..'is habitual de introducir dichos conceptos es la siguiente: 

Un nruZtidigrofo (muZ tigrofo) es un ~1r G = (V, U) donde V ;. + es su conju!!. 

to de v~rticea y U es una familia de pares ordenados (no ordenados) de v~!. 

tices -no necesariamente distintos entre sí-. Los elementos de U se dicen 

arcos (aristas). S1 cada arco (arista) est~ incluido a lo sun~ una vez en 

!:1 famtlin lJ entonces G se dice digr'afo (arofo). Cadn arco (x,y) o aris­

ta 1 x,y) con x = y se dice bu.cZe. Si x -1- y l x,y) = (x,y) ; c:.tso contra-

rio lx,x] = {x}, es decir las aristas pueden identificarse con conjuntos 

de dos o de un vértice. Un multidigr:~fo (multi~r:~fo) (, se dice de o1'den n 

~~ cont1enc n vért1ces y finito s1 ¡unbos V y ll son finitos. A veces es con 

veniente admitir V = ' y en tal caso G se dice vac!o ,. 11ulo . La substi-

tución de cada arco (x,y) por una ansta 1 x,yl pcnnltc '"'Pl icar nociones no 

d 1r i ~ id:1s en PJ.J! t id igrafos. An5logamente, el reemplazo de cada arista 

1 x,}·J por un par de arcos opuestos (x,y); (y,x) permite aplicar nociones 

dirigidas en multigrafos. 

Se dC!rtlcstra que todo multigrnfo finito r. puede ser representado por 

d1:1gra~1s constituidos de v~rt1ces y arcos de ~urvas continuas con s6lo sus 

dos extremos incidcntes en v~rtices . Para multidigrafos debe elegirse ad~ 

m!!s una orientación o sentido de recorrido en dich.,s curv:ts . Estos esque-

m.1 s cons tl tu)•en un:1 ''"l'T'asen tnción •.npo lógica o ,,. cJml> ~,..,_,.,a de r. y no están 

univocamente determinadas. Notemos que toda rclaci6n binaria (relación bi 

naria simétrica) definida sobre un conjunto X puede identificarse con un 

digrafo (~rafo) cuyo conjunto de vértices es X Si X es finito los esque-

m.1s a que h1cimos referencia p.¡eden 1nterpretarsc como una representación 

"in extenso" de la relación involucrada. 

Dos mult1gr:~fos dados por representaciones que sólo se diferencian en 

la dcs1gnnción o en la disposición de sus elementos son equivalentes y se 

dicen "isomorfos'' Tal el caso de los siguientes G1 y G2 
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1 reatentemcnte, las denominaciones de los conceptos que estudia la Te~ 

ría de Grafos están inspiradas en su correspondiente significado en la re­

prcsentm:i6n topológica. Pero elche observarse que, lamentablemente, la te!_ 

minología utilizada por los distintos autores dista mucho de ser uniforme. 

:--:0 sólo una mistn;t noción suele recibir nombres distintos sino que a veces 

un mismo vocablo designa conceptos diferentes. 

Las represent<1ciones geométricas de un nttl tigrafo (mul tidigrafo) G s6-

lo son atiles y ~1ncjables si el número de elementos a considerar es rcduci 

do. Caso contrario G deberá darse por medio de listas, tablas, matrices , 

etc. Esto lleva al an5lisis de las conveniencias relativas entre las dife 

rentes formas de definirlo. La elección de la representación adoptada pu~ 

de depender del problema a estudiar. 

Creemos oportuno destacar que los resultados teóricos y las consecue~ 

ci:1s m5s tntt'rcs;mtes se obtienen al consi1kr;1r "grafos valuados" o "grafos 

etiquetados" , es decir, grafos a cuyos elementos se han asignado "valores" 

o "ctH]uetas". Asi por ejemplo para detennimu..las aplicaciones puede ser 

necesario asociar a los elementos del grafo nombres, valores, simbolos, s~ 

quencias de sfmbolos, cte. Los valores pueden significar costo, tiempo, 

capacidad, distancia, indice de eficiencia o de confiabilidad, etc. 

1\nlílogamcntc para C'l caso dirigido. Notemos que si bien los esquemas 

C. 1 y G2 dados anteriormente definen un mismo grafo ellos deben conside­

rarse diferentes si interesa además la designación de sus vértices. Es de 

cir G1 y G2 son grafos etiquetados distintos. 

A continuación describiremos cuatro problemas clásicos que llevaron 

al estudio de algunos conceptos esenciales de esta tcorí<l. Un enfoque si ­

milar se ha desarrollado en el Capítulo 1 de Tonmzos (13) y en el de lla­

rary ¡4). Por otra parte, referencias a Jos mismos y a otros resultados 

obtenidos y:~ en este stglo se incluyen en las revtsiones históricas de lla 

rarr (5), (6) . Para mayores precisiones y abundantes referencias biblio­

gr5ficas puede verse Wilson (14l o Biggs, Lloyd y Wilson (2). En el Cap!_ 
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tulo 1 de (7) se consideran las mismas cuestiones a las que nos referire­

mos y ~e unn adcm5s varias propiedades de los conceptos que les están aso­

ciados. Para una mayor infonnaci 6n y fundamentalmente para una visi6n mls 

general de los temas que incluye la Teorta de Grafos nos permitimos a¡regar 

a l:t~ ohrn~ y;t citadas las de llcr~e (1); Kaufmann (8), (9) y &Jsackcr-Saaty 

(~). J:n la P:lrtc 11 de (3) se da unn amplia variC<I<Jd de situaciones que 

pueden ser resueltas aplicando nocione~ propias de esta tcortn . 

PRORL~ EULERIANO 

Es el primero, en orden cronológico, de los problemas resueltos con mt 
todos ahora incluidos en el estudio de los grafos. Data de 1736 cuando L. 

F~lcr (1707-1783) ~•blica en las Actas de la Academia de San Petersburao 

unn memoria en la cual estudia y resuelve, por la negativa, el "problema de 

los puentes de Konigsbcrg". 1..1 miSIII3 parece haber sido casi ignorada hasta 

1851 en que se publicO traducida al franc6s. 

1~1 Ciuuad de Konigsberg (hoy K;ti iningrauo) en Prusia es atravesada por 

el Rio PTegcl. Sus 1!15rgencs estaban conectadas <'ntre si y con las de la I! 

la Kheiphof por siete puentes seg(Jn se indica a continuaci6n: 

r 
L1 s 1guientc pregunta inqu1etaba a los habitan tes de la e wdad 1 ¿es posi­

blP. P.fP.~tuar un pa/'P.r: a pie tizi qw utilí;:ando ":t:w~t.,l111f :nl- • · una ve.z cada uno 

'"it> !., ,, p!.IP.'Itt>n n1• tJUPlva al punto tnicial? 

Euler observ6 que la enumcraci6n de todos los casos posibles llevarta 
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a un proce~o tcdio~o y analizO la f:~ctibilidad del paseo atendiendo al nO­

mero de veces que en tal caso se deber!:~ volver u c:ldu una de las riberas, 

Consider6 un caso general y dE'<luje> -:ondiciones necesarias para que un tal 

recorrido fuera posible. S6lo esboz6 como demo~trar que ellas erAn tambiEn 

:ouficicntC!'. Si~'laicndo su razonamiento t.:onvenda·emos en representar por un 

v~rticc cada una de las riberas y por aristas los puentes que las unen. Se 

obtiene as! el multi¡rafo 

1\Jc<.lc verificarse que la posibilidad de efectuar el paseo de referencia 

equivale a la de poder dibujar el diagrama anterior de un solo trazo, sin 

levantar el lápiz, sin p3sar dos veces por una misma arista y volviendo al 

panto inicial. Esto no es factible y tampoco Jo es aún t.:uando no se pida 

volver al punto inicial. 

Se demuestra que es posible recorrer un multigrafo conexo G utilizan­

do cx~ct~nte una vez cada una de sus aristas y volver al punto incial si 

Y ~61o si G carece de vértices de grado ünpar, es decir de v~rtices en los 

cuales incide un rúnero impnr de aristas, supuesto que los bucles se cuen· 

tan doble. Si h.1y v~rticcs de grado impar (si('l11pre los hny en cantidad 

f1o1r) el n(llll('ro mtnimo de recorridos necesarios para cubrir G es la mitad 

del n6mero de vErtices de grado impar; éstos ser5n extremos de los recorrí 

dos en cuesti6n. 

Sc~On vimos el problema euleriano est5 vinculado con el de las figuras 

unicursale~, esto es, con las que pueden ser recorridas Jc un solo trazo 

sin repetir segmentos. También est4 presente en el "juego del laberinto" 
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Y en el antigüo entretenimiento siguiente : 7'ro;~a r u>1a curva que intersecte 

un11 única ve:~, en un punto in t erior, cada uno de los 16 segmentos dsZ si­

guiente dibujo: 

El concepto de recorrido euleriano permite ver que tal trazado no es posi­

ble y que la figura precedente no es unicursal. Otros ejemplos pueden ver 

se en (11 - G1p. VIII). Un análisis más detallado del problema euleriano 

y de otros relacionados con él puede hallarse en (12 -Cap . IX). Una gen~ 

ralizaci6n de la situaci6n considerada lleva al "problema del cartero" que 

consiste en determinar en un grafo valuado un recorrido de mínima longitud 

y tal que t.:adn arista sea recorrida al menos una vez. 

La noci6n análoga a la anterior, para el caso dirigido, permite demos· 

trar elegantemente que el siguiente problema siempre tiene soluci6n: 

nado un conjunto de h ::!mbo~os (o a¿fabeto de h ~Ctl'as) detemrinar 

una sucesión que contenga, como subsucesión, e:rdctamente una ve.z 

cada una de Zas hm sucesiones ds m s!mbol.os (o palabras de m Zs­

tras) posibles de construir. 

Si h • m • 2 y los simbolos son a ;b la única soluci6n -a menos de permu­

taci6n circular- es la sucesi6n: a, a, b, b, a. Es claro que en ella se en 

cuentran, como subsucesi6n, exáctamente una vez cada una de las palabras 

a,n 1 n,b 1 b,b 1 b,a . Si h • 2 y m • 3 las dos Onicas soluciones -a 

menos de permutaci6n circular- son: 

a, a, a, b, b, b, a, b, a, a, 1 a, a, a, b, a, b, b, b, a, a . 

Para constuirlas basta considerar, respectivamente, los siguientes digrafos 

v de t e r.111 n;¡ r en ellos un reco rr i de que u t 1 1 izando ex á e tamcn te una vez cada 

' Jl.O 1k lo::. a rcos ) rc::.petando las n ·spcct1vas orientaciones vuclv:~ al punto 

inicial. 
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ab 

aaa 
bbb 

ba 

En forma similar puede procederse para el caso general eligiendo como 
1 m-1 vcrtices las h "palabras" con m-1 "letras" y un arco (x,y) -no necesa-

ri~ente X~ y- CUando las m-2 Qltimas letras de X COinciden -ordenadamen­

te- con las m-2 primeras de y. Se demuestra que el número de soluciones es 

h-m.(h!)e donde e • hm- 1• De acuerdo con nuestro conocünicnto el proble­

ma fue tratado por primera vez en 1894, pero en términos de digrafos re­

cién en 1946. 

ARBOLES 

llna centuria después de F.uler y con el objeto de resolver los sistemas 

de ecuaciones lineales que vinculan potenciales con intensidades de corrien 

tes en redes eléctricas G. Kirchhoff (1824-1887) asoci6 a cada una de éstas 

un diagrama que la esquematizaba (el grafo de la red). En 1847 mostr6 que 

flo1r:• resolver el sistana no era necesario considerar separadamente los ci­

clos sino que bastaba con determinar un ''árbol maximal" y un conjunto de el. 

clos linealmente independientes. Esta idea fructífera fue luego utilizada 

t~hién en otras disciplinas. Kirchhoff demostró nd~1s que el número de 

~rboles maxWkales en grafos etiquetados est~ dado por el valor común que t~ 

man los cofactores de una matriz singular construida ad-hoc. Notemos que 

al calcular dicho nCtnero puede suceder que árboles isomorfos deban contarse 
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caro 5rboles etiquetados distintos. 

La noción "árbol" -que es quizás la ~s importante de las estructuras 

no lineales utilizndas en lagoritmos- fue redescubierta por A. Cayley (183~ 

-1895) en el transcurso de sus investigaciones ~1ra determinar el número de 

is6meros de hidrocarburos snturados con enlace simple (los de la serie pa­

r:•Hnica o alcanos) en 11
2

n+
2 

, donde n es el nCanero de átomcs de carbono. 

En 1857 ¡~blic6 un ini{X>rtantc trnhó•jo en el cual bautiz6 a la noción que 

nos cx.:up.1 con el término usado actualmente y di6 una f6nrula que permite 

calcular el nlínero de árboles con un vértice distinguido. En términos de 

grafos el problema abordado por Cayley era el de determinar el núnero de A.r. 
boles (sin vértice distinguido) con n vértices de grado o valencia cuatro y 

2n + 2 de grado uno. llaciendo caso omiso de los ángulos que fonnan en el 

esp.1cio los enlaces entre 5tomos cabe la siguiente representaci6n plana de 

dichas moléculas (firboles) correspondientes a n • 1,2,3. 

mct;UIO 

11 
1 

11-C-11 
1 

11 

etano 

11 11 
1 1 

li-C-e-11 
1 1 

JI 11 

H H ll 
1 1 1 

propano H-e- e- e -11 
1 1 1 
H 11 11 

Si n > 4 existen isómeros, esto es nnléculas con igual nCIITICro de átomos 

de cada elemento pero con diferentes propiedades físico-químicas. Para n • 4 

y ~niticndo indicar los átomos de hidr6ge1~, las dos suhstnncias existentes 

son: 

1 1 1 1 1 1 1 
butano -c-e-e-e- isobutano -c-e-e-

l 1 1 l 1:. 1 

11' 

El problema canhin.1torio a resolver es difíci 1 y C:aylcy logró su objetivo 

recién en 1874. l'c•stcrionncnte fueron encarados trahajos similares para 

otra:. dascs lk' con¡~stos. 
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En 1860 Borchardt dedujo que el nCuncro de posibles árboles etiqueta­

dos con ñ vértices (se cuentan reiteradas veces :irboles isomorfos) es nn- 2
• 

Una nueva dcducci6n fue dada por Cayley en 1889. Este resultado que fue 

luego redescubierto y probado de diversas maneras puede considerarse implf 

citamcnte demostrado por Kirchhoff. Basta aplicar su método a la matriz de 

adyacencia del grafo completo de n vértices, en él cada vértice es adyacen­

te de todos los restantes. Ignorando los trabajos ::mteriores y llevado por 

consideraciones puramente matemáticas Jordan los estudi6 en 1869. Poco des 

p.1és Sylvester, amigo de Cayley y también interesado en química, afinn6que 

Jordan sin sospeclk1rlo había colaborado con la química moderna. 

En el libro The i\rt of Comp.1ter Progranming de D. Knuth se C:enomina 

":irbol libre" a lo que hemos ll:unado "árbol" y se usa este vocablo para d~ 

signar otra noci6n estreclkUnente ligada con la anterior. Allí se las estu 

día, principalmente en relaci6n con sus aplicaciones en informática , y se 

dan algunas referencias hist6ricas. Otras pueden hallarse en Koning (10 -

pág. 47-48); Rouse-Ball y Coxetcr (12- ~1g. 260-262); Busacker y Saaty (3-

p5e.196-202). 

PROBLF:MA DE WS CUATRO COWRES. MULTIGRAPOS PLIINARES 

Un problema que parece haber sido mencionado por Mobius en 1840 y ser 

consecuencia de una hipótesis de los fabricantes de mapas di6 origen a la 

siguiente "conjetura de los cuatro colores": 

Supuesto que cada pa!s está constitu!do por una única región conexa y 

qu!! toda frontero entre pa!ses está formada por arcos de curva (no las hay 

con titu!das por 1111 sóLo punto) todo mara sobre un plano, o cquivalenteme!! 

te sobre la supcrflcie de una esfero, puede colorearce utilizando a lo su­

mo cuatro coloro:: y de forma que pa!sen con frontero común t<'ngan colores 

di;; tinto:;. 

l'ara 1.bnos t ra r que ('11 la a r i nn:Jc i 6n antcr ior no es po~ i h ll' suhs ti tui r cua­

tro por tres ~1sta analizar el siguiente mapa: 

-4 7-

El primer testimonio escrito de la cuesti6n planteada data de 1852 

cuando Oc Morgan escribe a ~~ilton transmiti~ndole una pregunta que le h! 
b~n fornubdo su alumno F. QJthrie. No obstante el asunto no fue de inte­

r~s general hasta 1878 fecha en la cual Cayley comunica en una reuni6n de 

la !.ondon Mathcmatical Society que habfa sido incapaz de resolverlo. La 

conjetura se constituy6 en uno de los más famosos dcsnfios matemáticos. En 

1860 Peircc anunci6 haberla probado pero su manuscrito no fue publicado. 

El primer razonamiento que se supuso la confinnaba fue dado por JCempe en 

1879, pero 11 años más tarde Heawood encontró un error en el mismo y mos· 

tr6 que era v:ílido si se substituía cuatro por cinco. En 1969 Ore y Stanple 

den'Ostraron su validez para todos los mapas con a lo sumo 40 paises y reci6n 

fue demostrada, en general, en 1976 por Appel y llaken . 

l.os e~fucrzos realizados para decidir respecto de la validez de la CO!l 

jctura impulsaron el desarrollo de la topologia combinatoria y llevaron al 

estudio de los "nultigrafos plana res", es decir al de aquellos que pueden 

repre~cntnrse sohre un plano de forma que sus ari~tns tengan en coman a lo 

sumo sus puntos extremos. Tal el caso del completo 1:~ que admite las si· 

guicntes representaciones: 
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12] 
e Cl 

b 

~· a b e 

l'lcstaqucmos que todo ~~a.~lti¡rafo planar p.¡ede representarse limpiamente (es 

decir sin intersecciones superfluas) tambi6n en la esfera. Basta para ello 

aplic~r una proyecci6n estereo¡rffica. ~ generalitJci6n de lo precedente 

~, llevado al e~tudio de los que son representables limpi3mente en otras~ 

pcrficies que lll esfera o el plano. Las represcnt¡¡cioncs 1 irapias de los 

li'Ul ti¡rafos plana res se 1111.1estran de inter6s en la confecci6n de e i rcui tos 

impresos. 

Puede verificarse que si a cada regi6n concx¡¡ (pats) y a la regi6n ~ 

terior de un mapa se les asigna un punto en su interior y cada par de estos 

se conecta con aristlls que intersccten los segmentos de frontera común -una 

ror cad.1 sc¡:~~~cnto- se obtiene un JaJl tigrafo planar. Para el caso del upa 

anterior obtendrt3m0s, 

1 
1 
f 

1 

/ 
/ 

1' 

·­' 1 
\ 
\ 
\ 

' ' ' 

..- .... -------­_, 

-------
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N6tese que los arcos de frontera común del mapa inicial y sus respectivos 

extremos definen un multigrafo que puede construirse a partir del reci6n 

obteniuos reiterando el procedimiento indicado . Ambos multtgrafos se dicen 

duales uno del otro. De lo anterior resulta que la ya confirmada conjetu­

ra es equivalente a la siguiente proposición : para aoLorear Los v~rtiaes 

dP 1<>1 multigro f o planar -de f ol"TTI. que v~rtices adyacentes tengan aol.ol'es 

distintos- aLaanzan cuatro aoLores. Recordemos que el precedente requiere 

de al menos cuatro colores. 

El n(mero mínimo de "colores" necesarios para clasificar los vértices 

de un multtgrafo G de forma que vértices adyacentes estén en clases dist~ 

tas se dice "nCmero cromático de G". Creemos interesante destacar que si 

bi en reci~n en 1976 se demostró que el número cromfltico ue los multtgrafos 

planares es cuatro ya con mucha anterioridad, y cano consecuencia de una 

fónrula de Beawood, estaba resuelto el problema similar para otras superf1 

cies orientables. En particular, para colorear -con las restricciones del 

ca~o- cualquier mapa dibujado sobre un toro bastan 7 colores y hay mapas 

que requieren de 7 colores (ver esquemas en ~g. 96 ue (3) o en pág. 235 

(12)). 

Un c~lebre teorema de Kuratowski dado en 1930 demuestra que un multt-

¡:rafo es pl¡¡nnr si y sólo si, ignorando sus v~rtices de grado dos, no con-

tiene subgrafos isomorfos al bipartido completo K
3

,
3 

o al completo K
5 

es­

quematizados a continuación: 

Ks 
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,
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El grafo 11.
3 3 

es el que corresponde al co11ociJo entretenimiento que propo-
' 

ne ver si es posible proveer de luz., agua y electricidad a tres casas, de 

form.'l que las respectivas redes de distribución, supuestas en un mismo pl!!_ 

no, no se i ntersec ten. ObscrvC'mos qlle K
3

, 
3 

es toroid.1 L, es decir es repr~ 

sentable limpiamente en un toro. 

1.1 "fómruZa polil'rlrol de E'ul c T'" data de 1750 y afirma que si G es un 

poliedro (grafo pl:1n.'lr) con C caras, fl ari s tas y V vértices entonces, 

C - fl • V = 2. bt :1 importante relaci6n que puede extenderse a otras con-

figuraci0ncs ¡x-rmite deducir que to..lo grafo planar tiC'ne al menos un vérti 

ce de grado menor o igual que cinco. De esto y procediendo por inducción 

sohre el número de vértices resulta que todo grafo planar pucJe colorearse 

con a lo stuno e wco colores, asignando a vé'rt ices ndyaccntes colores dis-

tin tos . lvlayor información e interesantes consideraciones sobre l os temas 

ant eriores pueden hallarse en (12 - C1p. VIII) o en (3 - C1p. IV). 

FROBL~A HAMILTONIANO 

Un entretenimiento ya conocido en la Indio 1\ntigua es el de consi de-

rar el desplazamiento de un "cnb.'lllo" en un tnhlero de ajedrez de fonn.'l que 

inrid:1 ex.'ic t amt'rttc una vez. en cada un:1 de sus casillas. Se pucuc o no pe­

dir que el trab.'ljo VUC'lva a la cnsi lla inkial. La lxísqueda de soluciones 

interesó en t re otros a De ~loivre, Euler y V:mdennondc quienes dieron , en el 

sigl o XVIII , distintos métodos para obtenerlas . ~bdificnndo las dimens i o-

nes del tablero pero respetando las restru1tes restricci ones se tienen pro­

blemas análogos. En un tablero de 4 x5 casillas no hay solucione s que 

vuel van a la posición inicial. 

El probl ema anter ior se incluye en la misma clase que el considerado 

por el Rcv. Ki r krnan , un entusiasta aficionado a los ma t emáticas , que anal.!_ 

z.ó en poliedros b posibilidad de encontrar n.'Corriclos que incidí erm1 exác 

tamentc um vez en cnda uno de sus vértices. Poco después y cano conse­

cuencia de sus trabajos sobre cuntcrniones t:unbién se interesó en la exis -

-51-

tencia de c iclos del tipo indicado Hamilton (1 805-1865). ~~s precisamente, 

ide6 un j uc~o asociado a un tipo de cálculo que desarrolló (lcosi31l Game) y 

en 1859 lo vendió por 25 guineas a un fabricante de Dublin. En líneas ge­

nerales el juego contemplaba el t razado de ci ertas curvas en los poliedros. 

De entre los problemas propues tos el más conocido consistía de un dodecae­

dro regular cuyos 20 vértices e ran di st i nguidos con nombres de ciudades. 

El jugador debía elegir una suces i ón de vértices tal que incidiendo exác~ 

mente una vez en cada uno de ellos y utilizando solo aristas del dodecaedro 

le pcrmiticr:1 volver a la "ciudad" inicial, luego de dar "la vuelta allll.l!l 

do". Esto se puede materializar insertando alfileres en los v~rtices y e~ 

nect4ndolos mediante un hilo que se arrolla una vez en cada uno de ellos. 

Una variante es no exigir la vuelta al punto inicial. Supuesto que la su­

perficie del dodecaedro es extensible, por ejemplo de caucho, puede repre­

séntarsela por el esquema siguiente. Las líneas gruesas determinan una de 

las soluciones buscadas. 

Identificando los v~r-tices con su designac i ón, es decir considerándolo co­

mo grafo etiquetado, el juego ot~nite 30 soluciones y sus respectivas opue~ 

ta~. Como grafo (no etiquetado) solo hay 2 soluciones, snnétricas entre s1. 

El nombre, popularidad y relevancia del creador del juego explica po~ 

qué en Teorfa de Grafos se dice "problema hamiltoniano" al de la determina 

ci6n tic recorridos que incidan cxfictrunente una vez. en cada uno de los v~r-

tices. Numerosos problemas llevan a la de t erminación de los mismos. Por 
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nj(.'lllplo, parn c~t;tblcccr un onlcn tot.1J (si es posible) en la re:1Uzaci6n 

J~ un conjtnlto Je t:arros h:asb detenuinar tnlO de ellos t..'fl el digrafo en el 

cuill hay un arco (xi , xj) si y s6lo si la tarea j dchc realizarse dcspu~s 

c¡u<' la ta rca i . 

Si a cada aristn (arco) se le asi~n:t tm valor, ln detc-nnhol<:i6n de un 

n·· ·nnidt' h:tmiltoniano que ndcm."is minimice la s1111a de lo:; valores asignmlus 

:• !'US nristas (al'l·os) es conocido COIDO "problema 1lel viajnntc de comercio". 

lcut ro de est<' pn trl5n de r:lzonmni<'nto c~tbc el análisis de cuestiones muy di 
\'f'ras. ~layores referencias y ;~lgunos mt5tooos p.1ra encontrar r-o luciones a 

los pa~;nticmpos indic<Jdos p.acdcn hall:trse en (1 Cap_ XI), o ~'is detallada­

mente en (12 Cap. VI y ~"ig. 262/266) o en (11 Cap. XI). 

Not('lll(IS que si hicn en cierto sentido hny similitud entre los proble­

m:•!'; c-ulcrinno y hamiltoniano, a diferencia de lo que sucecle p.1ra el caso 

l'ulerinno :~(in 110 5<' hnn dado condiciones realmente manejables que ~•racte­

l'Íl'\.'11 :1 los l\;1mi 1 toni:mos ni algoritmos parn construir esos rccotTidos, sal 

\'O <'11 caMs l'lll)' p.1rticulares. 

l'or otra p:trte, pucüe verificarse que la palabra a, :1, h, h, a iJenti 

ficada con 1111 rccorrillo t"Jleri:mo tlcl 1ligrafo ¡;1 (vc•r p!í,:. h) pucJe serlo 

t :omhién l'On un r~·orrhlo h:wiltoniano Jc C2 • ).;1 misma afinnaci6n es vtili 

da en genera 1 cons i dC'rnndo los correspond i.en t<'s di u ra f o~ r. y r. . Esto m-¡ m 
y la di fcr<'nci:a fundruncntal entre lns clifirultnd<'s de caract..:rizar los di-

grafos culerianos y los h:niltonianos puede tannrse c01110 ejemplo de la im­

port.1ncia que tiene la elección del digrafo (grnfo) en el cual se annliza­

r:i tm prohlcma Jcten11inado. 
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!.AS REDES Y SUS APLICACIONES 

Vera W. de Spinadel 

1 . 1.'/TRtJ.?UCC:ION 

J.a troría de las redes es 1..a1a rama de la Investigación Operativa que se 

aplica en el tratamiento de diversos problemas provenientes del campo eco­

nómico, sociológico y tecnológico. Históricamente está comprobado que el 

hanbre, ante el planteo de un problema, tiende a hacer 1..11 diagrama en el 

que los )Ultos representan individuos, localidades, actividades, etapas de 

1..a1 proyecto, etc., 1..11i~ndolos por medio de líneas que indican una cierta 

relación existente entre ellos. 

D. Konig fue el primero en proponer que tales diagranas recibieran el 

non'bre de roedss, haciendo 1..11 estudio sistemático de sus propiedades. 

Con todo rigor, la exposición de dichas propiedades incluiría 1..11 níinero 

grw1de de conceptos y teoremas, entre los cuales algunos son relativamente 

complicados. Daoo que nuestro objetivo es presentar este tema de manera 

que resulte accesible a un gran número de lectores de distinto nivel ci~ 

tífico, presentaremos los conceptos básicos del JDOdo más simple posible, 

mostraremos cano usarlos y daremos algmos métodos que pueden ser de uso 

fntctHcro en las aplicaciones. 

2. DEFINICION DE RELACIOW 

Definición: Dados dos conji..D1tos denotados por A y B, llrnmrcmos producto 

cartaBiano de A por By lo indicaremos A x B al conj1..11to constituido por 

todos los pares ordenados tales que su primer componente pertenece a A y 

A x B = { (a,b): a E A A h E B} 


