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ORIENTACION Y CONEXION

Juan C. Amblard

RESUMEN: destacamos aqui el concepto de conexidn en

relacién con el de orientacify, y mostramos geomé-
. +

tricamente que los grupos SO(n) y GL (n,R) son cone

XO0S.

1. Una recta queda orientada cuando mediante una flecha se indica en clla
un "sentido de recorrido positivo'. Ligeramente menos simple es la nocidn
de "plano orientado". Aqui la idea dindmica asociada es la de un "sentido
de giro positivo", el cual puede indicarse por un par (ordenado) de flechas
ortogonales, de igual longitud y origen, considerindose positivo el giro de
90 grados que lleva de la primera a la segunda. A su vez, en cl espacio de
tres dimensiones una orientacién se representa por un movimiento helicoidal,
de giro alrededor de un eje y traslaci6n (simultfnea) a lo largo de él. Es
te movimiento se puede caracterizar mediante tres flechas ortogonales, indi
cando las dos primeras (como en el caso del plano) un sentido de giro alre-
dedor de la tercera, y &sta el sentido de la traslacién. Convenimos en que
dos movimientos helicoidales representan la misma orientacidén cuando sus co
rrespondientes ternas (ordenadas)de flechas pueden obtenerse una de otra
mediante un movimiento rigido, de traslacién y rotacién, sin deformaciones

ni cambios bruscos de direccién.

Asi, pues, una orientacién queda determinada en cada caso (recta, pla
no, espacio) por la eleccidn de una base de vectores (que podemos suponer
ortonormales, 0 sea mutuamente ortogonales y de longitud uno). La orienta
cién propiamente dicha puede entonces definirse (para concretar) como la fa

milia de todas las bases que se obtienen por movimiento rigido de la base
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elegida. Si en &sta reemplaziramos un vector por su opuesto cacriamos en
la "orientacibn opucsta'. [Esta cs la (inica otra orientacidn posible, es
decir, de cada tres bases hay (al menos) dos que pertenccen a la misma
orientacién. [Lsto es (trivial en la recta y) ficil de ver en ¢l plano,
pues por movimiento rigido se puede siempre llevar el primer vector de una
base a coincidir con el primero de otra, no quedando entonces para los se-
gundos vectores mis remedio que coincidir o ser opuestos. Un argumento si
milar se aplica (inductivamentc) al espacio de tres dimensiones, y aun a
los de mayor dimensién si extendemos adecuadamente a éstos la nocidn de
orientacién. Pero antes convendrd extender otro tipo de nociones, de caric

ter geométrico, que nos ayudarin luego a definir la orientacidn.

2. Es bien sabido que los puntos (o bien las flechas que arrancan deun pun
to) de un plano pueden ponerse en correspondencia con los pares ordenados
de némeros reales, y ello con el auxilio de un sistema de dos ejes carte-
sianos ortogonales (en cuya interseccidn u "origen' podemos considerar apli
cadas las flechas). De un modo similar hay correspondencia entre las ter-
nas ordenadas de rcales y los puntos (o flechas que arrancan de un punto)
de nuestro espacio ordinario de tres dimensiones. Es natural entonces con
siderar la familia R" de todas las "n-tuplas" ordenadas (xy... x) de nime
ros reales como modelo de "espacio de n dimensiones', espacio que conside-
raremos preferentemente en su versidn ''vectorial', pensando a sus elemen-
tos como flechas o vectores aplicados en el origen 0 = (0,..., 0). De
acuerdo con esto las n-tuplas se suman y multiplican por ndmeros ''componen
te a componente''. O sea, dados a€R , u = (xl xn) y v=(y,... yn),
sepone u+ Vv = (X *y ,... e I yn) y au= (ax,,..., axn). También
se definc el "producto escalar'" deu y v asi: (u,v) = ?2 X;¥; . En par

1=1

ticular se ticne
n ,l1/2
= X, = "longitud de u".

1

(u, u) 1/2 =[

. n._. . .
Estas operaciones en R tienen las mismas propiedades formales con las que
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ya cstamos familiarizados en cl caso del plano o cl espacio ordinario, Por

ejemplo, el producto escalar cs (comnmutativo y) "bilineal', o sca lineal
en cada factor: (u,av+bw) = a (u,v) + b (u,w). Con ecsto, los vectores v
"ortogonales'" a un u fijo, o sea tales que (u,v) = 0, forman un '"subespa
cio" S dc R" , ¢s decir, (av+bw) € S cualesquicra scan v,we Sy

a,be R. Dicho S es el espacio "ortogonal" de u. Si u cs de longitud uno
se tiene (u,(v-(v,u)u) = (u,v) - (v,u) = 0, y por tanto todo Vv € R" se
expresa en la forma v = (v,u) u +w, con we S = ortogonal de u. LEsta
descomposicidn es igualmente vilida dentro de un subespacio S cualquiera y
puede hacerse de un modo reiterado, tomando en S el ortogonal §; de un

u; €S, luego en S; el ortogonal S; de un uy € S, , y asi sucesivamente. Di
chos uy (tomados de longitud uno) resultan ortonormales, es decir, cumplen

las relaciones

1 si i=j
(u.,u.) = §.. =
A d Voolo sii#j

Por tanto, si la "dimensi6én' de S es m, o seca si m es el nimero miximo de
rectas ortogonales (dos a dos) que pueden trazarse en S, el proceso anterior
tendrd que detenerse en el vector un resultando Sy = (0} . Pero entonces,
por descomposicién reiterada, cada u € S se expresa en la forma

u=au *...+au , con coeficientes a; univocamente determinados pues mul
tiplicando miembro a miembro por u; se obtiene a;= (u,ui). Esto se describe
diciendo que los {u, ... um) forman una "base'" (ortonormal) del subespacio
S. Notemos que cualquier otra familia ortonormal {v, ... v} en S se puede

obtener mediante el mismo proceso y por tanto es también una base. Expresan

do cada vj como combinacidén lineal de los u;, 0 sea poniendo

V. = Zla .. u: para cada j, se obtienen m* coefi-

cientes aij » los cuales constituycn la llamada "matriz de cambio de base",

indicada por:
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a a
11 12 m
a a a
A= 21 22 2m
a 5 a
m m2 m
o bien, mis sintéticamento, A= (aij] ey (wl wm) fuera una terce

ra base, siempre del mismo subespacio S, habria otra matriz de cambio
B = (bij] para pasar de los (vi) a los (wi} , Y sc tendria
m m m m
W = jfx bjkvj = ifl [ji:l aijbjk] u; = ifl A

0 sea que los elementos de la matriz C = (Cik] que pemite pasar directa
m

mente de los (ui) a los {w;} estdn dados por Cik = bjk . Esto se

B a..
j:] 1)
expresa diciendo que C es el producto de A por B, o sea C = AB. [n par-

ticular, si w; =u; para todo i, resulta

-

0..0
i} oo U

o

AB =BA=1= [Gij] = = "matriz identidad',

(=}
(=]
. .
-

lo cual sc describe poniendo B = A! = "inversa de A", As§ pues, toda ma

triz de cambio de base es invertible.

Recordemos que a cada matriz A = [aij] se asocia su "determinante'
det A, quc es el nmero obtcnido sumando algebraicamente todos los produc-
tos del tipo ali] a2i2 o amim , con (il im) = penatacién de los
indices 1, 2,..., m, afectando cada témino con un signo + & - segln quc
dicha permutacién sea par o impar. Por cjemplo, el determinante de la ma-
triz identidad vale uno, y el de cualquier matriz A = {aij] coincide con
el de su "traspuesta' At = [azj] , con an = ajj , seglin se comprucba {4
cilmente. Y también se comprucba (no tan ficilmente) que el determinante

de un producto es el producto de los determminantes. Resumicndo:



(*) detls; ;] =1, det At = det A, y det(AB) = (det A) (det B).

Volvamos ahora al subespacio S de R", con su base ortonormal {u, ... um},
m

y rcconsideremos las expresiones v5 = z aj;u; con 1<j<m. Dela
i=1

bilincalidad del producto escalar resulta

n L
Wy = Z 3558 = L %i%ik 7 Dy ’

donde los bjk son las componentes del producto de la traspucsta A por

A= [aij] . Por tanto, la ortonormalidad de los vJ. equivale a la condicidn
At A = I = ldijl » la cual a su vez equivale a ser l\t la inversa de A, y

esto a ser AAY =1, Las matrices que cumplen estas condiciones equiva-
lentes se Tlaman “ortogonales", y de dichas equivalencias se deduce f4cil-

mente que la familia O(m) de tales matrices (de m xm clementos reales) es
estable (o sea cerrada) respecto del producto y la inversidn, es decir, que
O(m) es un "grupo" (llamado precisamente "ortogonal''). Tomando determinan-
te en Al A =1 vy teniendo en cuenta (*), resulta (det A)2 = 1, o sea
det A =+1 para toda Ae O(m). La subfamilia SO(m) de todas las

A€ O(m) con detA =+1 cs también claramente estable respecto del pro-
ducto y la inversién, siendo entonces un "subgrupo'" de O(m) (1lamado "orto
gonal especial™). A continuacién veremos que el problema de orientar el
espacio S estd intimamente ligado al de "conectar" entre si los elementos

del grupo SO(m).

3. En consonancia con la definicién intuitiva que dimos en el espacio ordi
nario, diremos ahora que dos bases ortonormales (siemprc ordenadas)

fu ... "m) 7 4% ooc vm} del mismo subespacio de R tienen (o deter-
minan) en &l la misma orientacién, o que una se obticne de la otra ""por ro
tacién" en dicho subespacio, si ambas pucden "concctarse' por medio de una
basc ortonormal "mdvil'' cuyos elementos v, (t) = g ui_j (t)uj dependen con

i=1
continuidad de una variable t que recorre cierto intervalo [a,b]CR . Con




esto quercmos decir que wj(a) es uJ. y wj(b) cs vj para todo

j=1,... m yque las aij (t) son funciones continuas de t en [a,b].

De esto resulta que la matriz 1\t = [aij (t)] se va moviendo de una

manera suave y continua dentro de O(m), describiendo lo que podemos imagi-
nar como un grco o curya. Pero entonces dicho arco debe estar completamen
te contenido en SO(m), pues arranca de A.,J =1€ SO(m) yecl det l\,c no

puede ''saltar' de 1 a -1, por razones de continuidad. Viceversa, dado a

priori un tal arco en SO(m), descrito por una matriz ‘\t [aij (t)] que

m
i2=:1 aij (t)ui
definen una rotacién de los uy (aqui decimos '"rotacién' y no '"movimiento

se mueve con continuidad a partir de Aa =1, las wj (t)

rigido" pues pensando los vectores aplicados al origen cvitamos la "trasla
cién''). En resumen, dos bases tienen la misma orientacidn si y sélo si su
matriz de cambio puedec conectarse a la identidad por medio de un arco en

SO(m). Con esto, y en vista de la disyuntiva det A =+1 en O(m), nues-
tro problema de "tercera (orientacidn) excluida' sc reduce al de probar que
SO(m) es 'conexo'', o sca, que todos sus elementos sc pucden conectar a la
identidad (y por tanto entre si) por medio de un arco (sicmpre contenido en
SO(m), naturalmente). En otras palabras, debemos probar que si (ul um)
y {v, ... v } ticnen matriz de cambio en SO(m) sus orientaciones coinci

m
den. Notemos que si fuera u =v, ., dicha matriz seria del tipo

U noo

donde B es la que permite pasar de los {u, ... um} a los {v, ... vm} .
siendo det B =det A = 1. O sea que la condicién u =v, implica que
también {u, ... um) y (v, ... vm) tienen matriz de cumbio en SO, cn es
te caso en SO(m -1). Por tanto, usando induccibn, todo consistc en probar

que mediante rotacidén de los uy podemos llevar u; a coincidir con cualquier

vector v prefijado de longitud uno (todo dentro del subespacio en el que los



uy forman base, naturalmente). Si v estd en el plano de u, y u, , bas

ta rotar estos dos dejando los u

hipbtesis inductiva) los u

3 eee Up fijos. Y si no, rotamos (con

2 v+ Up hasta que u, caiga en el plano de u,
y Vv (digamos que es precisamente para usar este argumento inductivo que he

mos trabajado en subcspacios en vez de hacerlo directamente en Rn).

4. En fin, notemos que también el complemento de SO(m) cn O(m) es cone
xo, pues si Ay Be 0/S0 se tiene A'B eSO, vy Mt va suavemente de
A a B si At lo hace de I a A™'B (cuando t recorre cierto intervalo
[a,b]). Esta descomposicién de O(m) en dos ""componentes’ conexas traduce
la doble posibilidad de "trdnsito" en el espacio correspondiente. Como en
la recta, en todos ellos hay "mano y contramano", sélo que la naturaleza
de esta disyuntiva se complica al crecer la dimensidn (en el plano es un

modo de girar, en el espacio una forma de "enroscarse'.. <] I

Notemos también que en R" se puede indicar objetivamente una orienta-
cibn "privilegiada", a saber, la de la base '‘candnica' formada por las n-tu
plas del tipo (0 ... 010 ... 0), cosa imposible en los cspacios en que no
hay base distinguida.

Finalmente queremos sefialar que hemos usado bases ortonormales para fa
cilitar la exposicién y probar la conexidén de SO, pero en realidad la orto- \
normalidad nada tiene que ver con el concepto de orientacién en si. Para
libramos de clla notemos que cualquier base {u, ... un} en R" se puede

"'ortonormalizar" reemplazando u por e =u,/lul (donde Il indica la lon
gitud del vector) y u; por e; = ﬁj/ l&jl con ﬁj =y - ':2;,: (uj,ei)ei,
de donde resulta (ej,uj) >0 y uj = if), cij e; con cij = (ei,uj)
si i<j vy cij =0 si 1i>j . Por tanto la matriz C=[cij) es
"triangular', con dect C = (c’,ul)(cz,uz)...(en,un) > 0. Notemos que la fa
milia GL’(n,R) de todas las matrices n x n (reales) con determinante > 0
es estable bajo cl producto y la inversién, o sea nucvamente un grupo (del

cual SO(n) es subgrupo). Dicho grupo GL" contiene a las matrices (trian
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gulares) del tipo Ct = I(l-'c)cij +t Gij] con te [0,1] , las cuales
conforman un arco que une C = Co con I=C, . Ademis, si Ay B son
las matrices de cambio de (ui) y de {ci) respecto de la base candnica,
se tiene A =BC y por tanto B € SO(n) si A€ GL' . Pero cntonces,
uniendo B con I mediante un arco en SO(n) descrito por cierta Bt cuando
t recorre [0,1] , la matriz At = Btct describe otro arco en GL’(n,R),
uniendo A con I. Esto nos dice que GL" es concxo, lo cual a
su vez significa que dos bases {ul un) y (v1 vn} de R? (o de
cualquier "espacio de vectores" de dimensidn n) tienen matriz de cambio en
GL*(n,R) si y sblo si existen n funciones wi(t) continuas en un intervalo
[a,b] , tales que también {wl(t) wn(t)) es base del espacio en cues-
tibn para todo t € [a,b] , con wi(a) =y Y wi(b) =y para todo
1 <iS<n. Cuando esta condicién se cumple se dice que (ul un) y
{vy ... v } tienen la misma orientacién, quedando entonces la familia de

todas las bases del espacio dividida en dos clases que representan las dos

orientaciones posibles del mismo.
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