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de André Weil en Francia y de Hermann W yl en Alemania, quie
nes percibieron anticipad~~ente las posibilidades futuras con 
tenidas en las ideas de Cartan. 

En 1951 murió E. Cartan después de sufrir una larQa 
enfermedad. Tuvo cuatro hijos, uno de los cuales, Henri Cartan 
llegó a ser una figura de primer nivel en la matemática actual. 

HECHO CURIOSO: El señor A atraviesa de un balazo el corazón 
de un hombre, du~ante la última mitad de un minuto. El señor 
B ~traviesa de un balazo el corazón del mismo hombre, durante 
el cuarto de minuto precedente, el señor e durante el octavo 
minuto anterior a ese cuarto, y asi sucesiv~~ente. Asumiendo 
que cada disparo mata instantaneamente (s i el hombre está vi
vol, entonces el hombre debió estar muerto ya antes de cada 
disparo, porque siempre hubo otro anterior. Luego, no se pu~ 
de decir que haya muerto por una herida de bala. (J.A. Ber
nadette, "Infinity") 

(Observación: no hay errores en esta revista excepto éste.) 
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COMPETENCIA MATEMATICA EruiESTO PAENZA 

Historia y Características principales 

El fallecimiento prematuro de Ernesto Paenza, un 
ferv1ente promotor del desarrollo cientifico en la Argentina, 
ocurrido el 28 de agosto de 1985, es lo que ha motivado a su 
familia para la creación de la Fundación que lleva su nombre. 

Esta competencia es organizada y financiada por di
cha Fundación, y cuenta con el auspicio de la Unión Matemática 
Argentina. 

La competencia está abierta para todos los departa
mentos de Matemática de Universidades del pais. En ella pue
den inscribirse los alumnos re;ulares todavia no graduados a 
la fecha de realización de la prueba. Esta es individual y 
no se permite ninguna consulta personal ni bibliográfica du
rante su desarrollo. 

Los ejercicios son de relativa dificultad y está 
fuera de nuestra intención que algún participante logre el 
puntaje total. Se cons1dera meritorio ya ia obtención de pun 
taje por la resolución de algún ejercicio. 

Es nuestra idea también que l~s alumnos part cipan
tes Y profesores supervisores sigan pensan o y resolviendo 
los problemas de la prueba en los dias y/o semanas subsiguien 
tes a la realización de la misma, esta vez sólo por el placer 
Y la satisfacción de resolverlos. 

El Comité Organizador establecerá un orden de méri
tos individual, de acuerdo con el puntaje obtenido en la pru~ 
ba. Asimismo, y en base a estos datos, quedarán ordenadas tam 
bién las instituciones, para lo que se sumarán los puntajes de 
sus 3(tresl representantes mejor calificados. 

Se otorgan 5 (cinco) premios individuales del prime
ro al quinto en el orden de méritos. Ellos constan de una m~ 
dalla, y, respectivamente 1000, 800, 600, 400 y 200 australes 
de octubre de 1985 a octubre del año en curso. Además, los 
cinco siguientes en el orden de méritos reciben mención hono
rable, testimoniado en una medalla. 
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Todos los participantes ~ue hayan obtenido por lo 

menos 5 (cinco) puntos (medio ejercicio) reciben n dip_oma 

testimonio de su participación y de la posición obtenida. 

Las lO (die~) primeras instituciones (siempre que 

hayan obtenido por lo menos lO (diez) puntos) reciben una plA 

queta testimonio de su partlcipación y de la posición obter.i

da. Las tres primeras recibe~ 500 australes (actualizados de 

la misma manera que los premios ndiidualesl cada una , por 

ejemplo, en forma de libros o revistas que soliciten oportunA 

mente a la Fundación Paenza. 

El Comité Organizador de la competencia es el si

guiente: Presidente, Alberto P. Caldrón; Vicepresidente Ejec~ 

tivo, Eduardo J. Dubuc; Asesores, Carlos Cabrelli, Alicia 

tickenstein, Adrián Paenza, Carmen Sessa. 

Aprovechamos esta oportunidad para invitar a toda 

institución que desee participar a comunicarse con nosotros. 

Aquellas que ya hayan participado serán contactadas automáti

camente. Recordamos que un alumno que ya haya participado pu~ 

de participar nuevamente, siempre que en el interin no se haya 

qraduado. 

Correspondencia a: 
Dr. Eduardo J. Dubuc 

Vicepresidente Ejecutivo 

Fundación Ernesto Paenza 

Tucumán 1738 - 1• "A" 

1050 - Capital Federal 

RESULTADOS DE LA TERCERA REALIZACION 1988. 

Participaron 118 alumnos pertenecientes a 13 insti

tuciones en todo el país. 

El primer premio, 15.000 australes, fue obtenido por 

Rubén Fernando Krasnopolsky, de la Facultad de Ciencias Exac

tas y Naturales de la Universidad de Buenos Aires. 

El segundo premio, 12.000 australes, fue obtenido 

por Eduardo Alberto Jagla, de la Facultad de Ciencias Exactas 

y Naturales de la Universidad de Buenos Aires. 

El tercero, cuarto y quinto premios, 9.000, 6.000 y 

l _OOO au~~rala~ rA~nActivAmantA_ fueron recartidos antre tres 

·JS· 

participante& que obtuvieron el tercer mayor puntaje. 

Estos tres terceros premios, 6.000 australes cada 

uno, fueron obtenidos por Gerardo Garbulsky y Jimmy Petean,de 

la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad 

de Buenos Aires, y por Juan Pablo Rosseti, de la Facultad de 

Matemática, Astronomía y Física de la Universidad de Córdoba . 

Cada uno de ellos recibe además una medalla testim2 

nio. 

tos siquientes nueve participantes obtuvieron entre 

el sexto y el décimo mejor puntaje. Ordenados alfabéticamente 

y por institución, Horacio Casini, de la Facultad de Ciencias 

Exactas,Ingeniería y Agrimensura de la Universida Nacional de 

Rosario, Alvar~ Corvalán; Pablo Eduardo Giambiaqi, Guido Kampel 

y Daniel Silber Schmidt, de la Facultad de Ciencias Exactas y 

Naturales de la Universidad de Buenos Aires, Ernesto Federico 

Leale de la Facultad de Ingeniería de la Universidad Nacional 

de San Juan, Daniel Olivares y Daniel Rubén Tuchsznajder, de 

la Facultad de Ingeniería de la Universidad de B enos aires, 

y Pedro José Ruiz, de la Escuela Latino Americana de Informá

tica (ESLAI) de la Universidad de Luján. Cada uno de ellos 

recibe una medalla de mención honorable. 

Los resultados por Institución, ordenados sumando los 

puntajes obtenidos por sus tres mejores participantes son los 

siguientes: 

La primera y dos segundas: 

ll Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad de 

Buenos Aires. 

2) Escuela Latino Americana de Informática (ESL~I), Universi

dad de Luján. 

Facultad de Ingeniería, Universidad de Buenos Aires 

Cada una de ellas recibe un premio de 7.500 australes. 

Las tres siguientes instituciones son: 

4) Facultad de Ingeniería, Universidad Nacional de San Juan. 

5) Facultad de Matemática, Astronomía y Física, Universidad 

Nacional de Córdoba. 

5) Facultad de Ciencias Exactas, Ingeniería y Agrimensura, Un1 

versidad Nacional de Rosario. 
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PROBLEAAS. 

Cada uno con un máximo de 10 puntos, fueron los si-

guientes: 

Problema l. 

Cuando el número 4444'''' es escrito en notación d~ 
cimal, la suma de sus di~itos es A. Llamemos B a la suma de 

los di~itos de A. Encuentre la suma de los di~itos de B. 

Problema 2. 

Una caja contiene p bolillas blancas y q ne~ras. Al 
lado de dicha caja, hay una pila con por lo menos ( p+q) bolillas 
negras. 

Se eligen dos bolillas de la caja al azar y se efe~ 
~úa el siguiente procedimiento: 

al Si las dos bolillas son del mismo color, quedan 
afuera de la caja, pero se incluye en ella una bolilla negra 
de la pila. 

b) Si las dos bolillas son de diferente color, se r~ 
pone la blanca en la caja. 

Se continúa hasta que se sacan las dos últimas y se 
coloca una en la caja. Cuál es la probabilidad que esta sea 
blanca? 

Problema 3. 

Se tienen dos números naturales q > p, tal que 

(p/q) 2 <2. 

Pruebe entonces que 

( (p/q) + (l/4p 2 )) 2 < 2. 

Problema 4. 

Encuentre la longitud de la sucesión más larga de di 
gitos iguales no nulos en la que termina el cuadrado de un nú
mero entero-escrito en base 10- y exhiba el menor cuadrado que 
termine en tal sucesión. 

Problema 5. 

Un soldado necesita verificar la presencia de minas 
explosivas en una región que tiene la forma de un triángulo 
equilátero. El radio de acción de su detector es igual a la 
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mitad de la al ura del trián;ulo. 

El soldado está parado en uno de los vértices del 

triángulo. Qué camino deberia ae~uir, si pretende recorrer la 
menor distancia posible pero llevando a cabo su misión? 

P:oblema 6. 

Se tiene una sucesión de números reales no negativos, 

qu~ satisfacen la siguiente propiedad 

an+m s 6 n + 6 m 

Pruebe entonces que siempre existe el limite de la sucesión 

(an/n). 

Problema 7. 

Se tienen 12 monedas indistingulbles por su aspecto 
exterior, pero con la particularidad que 11 de ellas pesan 

igual y la restante no. 

Si se dispone de una balanza con dos platillos, cómo 
puede hacerse para determ nar cuál es la moneda que pesa dis

tinto en sólo tres pesadas. 

Problema 8. 

Sea f: R ... R una función dos veces derivable, y a: 
R ... R una función continua que verifica: 

lim a ( x l = + • 
X ... +• 

lim a(x ) = 

Si se sabe que f (x) satisface la ecuación diferencial 

f"(x) = a(x)f(x) 

y las condiciones iniciales 

f (o) = 1 

f 1 (o) = o, 

pruebe que los ceros de f(x) están acotados superiormente,pero 

~ interiormente. 

SOLUCIONES. 

Las soluciones que se encuentran a continuación fu~ 

ron elegidas por el Comité Organizador entre las respuestas de 
los participantes. Son aquellas que más nos gustaron, además 
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de ser correctas. 

Los vectores luego del número del problema indican, 

considerando los 100 primeros participantes: La pri~ra coor
denada, la cantidad que obtuvo e, 9 ó 10 puntos en el problema 
(problema esencialmente bien resuelto). L& segunda coorden~da 
la cantidad que obtuvo 5, 6 6 7 puntos (esencialmente la "mi

tad o un poco m~s" del problema). La tercera coordenada, lA 
cantidad que obtuvo 1,2, 3 6 4 puntos (casos particulares, o 
algo conducente a una posible solución). La cuarta coordena
da, el complemento den 100 (aquellos que no hiciere nada). 

Problema 1 (5,1,4,90) 

(Solución de Horacio Casini, de la Facultad de Ciencias Exac
tas, Ingenieri~ y Agrimensura de la Universidad Nacional de 
Rosario). 

Sea e = suma 
se tiene a lOn + a 

1 n n-
+ a mod(9). Entonces o 

de los digitos de B. 
lOn-l + ... +a 104 : 

o 
tenemos 4444 •••• 

Si lOk: 1 mod(9), 

an + an-1 + ••• + 
A : B : C ( 9 ) • P~ 

ro 4444 : 7(9) => 4 4 4 4 """" : 7 • • • • ( 9 l . Adem~s 7 1 = 3 4 3 : 
: 1 ( 9) => 7 .... - 7 • • • 1 • 7 : 1. 7 : 7 ( 9 l . Por lo tanto C : 7 ( 9) . 

Por otro lado, 4444 •••• < 10 ""'""'; luego una cota s~ 
perior para A es 9 x 4 x 4.444 ~ 10 '; luego una cota superior 

para B es 9 x 6 = 54 y por último una cota superior para e es 
5 + 9 = 14. Pero entonces C :7(9) y C ~14, de donde C = 7. 

Problema 2 (15,4,2,79) 

(Solución de Fabian3 Krongold de la Facultad de Ciencias Exa~ 

tas y Naturales de la Universidad de Buenos Aires). 

Es claro que mediante este procedimiento, la canti
dad de bolillas blancas que quedan en la caja después de cada 
operación es par si habia una cantidad par de bolillas blancas 
e impar si habia una cantidad impar de bolillas blancas. Como 
en cada extracción disminuye en 1 el número de bolillas en la 
caja, finalmente habrá una única bolilla en la caja. Como en 
este momento el número de bolillas blancas tiene que tener la 
misma paridad que p, es claro que esta bolilla ser~ blanca si 
y sólo si p es impar. Luego, la probabilidad buscada es 1 si 
p es impar y O si p es par. 

Problema 3 (0,0,2,98) 

(Solución del Comité Organizador) 

Por hipótesis, p 2 < 2q 2 y p 2 , 2q 1 , N, luego 

p 7 S 2q 2 - 1 

tene os que 
= E..' + _1_ + _1_ 

q 2 2qp 16p" 

S 2g 2 - 1 + _1_ + ____ 1_ = 2 _ Jl + ___ 1_ + __ 1_ 

Basta ver entonces, que 

Luego - -t. _1 + _1_ 
q2 2qp 

1 =- -- + 

16p" 

1 
16q. 

Problema 4 (13,3,2,82) 

2qp 

-

< 

1 
2q2 

16p" q2 

Jl + ___ 1_ + _1_ 
< 

q2 2qp 16p" 

- Jl. _1_ + _1_ 
q2 

(-l+ 

2q2 16q" 

1 
8q 2 

) < o. 

2qp 16p. 

O pero q < 

= 

p. 

(Si bien hay varias soluciones correctas, todas ellas son dem~ 
siado largas. Scluc1ón del Comité Orglnizador). 

Sea x t Z cualquiera: 
1 . x 2 : O , 1 , 4 , 5 , 6 ó 9 ( mod 1 O ) . 

2. Si x 2 : 11,55 ó 99 (mod 100)entonces x 2 

suceder. 
3 (mod 4), hecho 

3. Si x 1 = 66(mod 100) entonces x 2 2(mod 4) lo que es imposi 
ble también. 

4. Luego, la única alternativa es que x 2 : 44(mod 100). 

5. Si x 2 = 4444(mod 10000) entonces x 2 : 12(mod 16), imposible. 

De manera que cuatro números consecutivos no pueden dar 
se. Queda preguntarse si para algún x, x 2 : 444(mod 1000). E~ 

to sucede para x = 38, x~ = 1.444, que es la respuesta. 

Problema 5 (6,13,6,75) 

(Muchos participantes dieron la trayectoria correcta) 

Sea h = altura. El soldado deberá pasar por lo menos por 
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1 . x 2 : O , 1 , 4 , 5 , 6 ó 9 ( mod 1 O ) . 

2. Si x 2 : 11,55 ó 99 (mod 100)entonces x 2 

suceder. 
3 (mod 4), hecho 

3. Si x 1 = 66(mod 100) entonces x 2 2(mod 4) lo que es imposi 
ble también. 

4. Luego, la única alternativa es que x 2 : 44(mod 100). 

5. Si x 2 = 4444(mod 10000) entonces x 2 : 12(mod 16), imposible. 

De manera que cuatro números consecutivos no pueden dar 
se. Queda preguntarse si para algún x, x 2 : 444(mod 1000). E~ 

to sucede para x = 38, x~ = 1.444, que es la respuesta. 

Problema 5 (6,13,6,75) 

(Muchos participantes dieron la trayectoria correcta) 

Sea h = altura. El soldado deberá pasar por lo menos por 
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un punto de cada uno de los tres arcos con centr o en los v~r
tices y radio h/ 2 . Si parte de A y se dirige a B, tocarA el 
arco con centro en B e n un punto P. Luego se diri;e hacia e 
hasta detene r se en un punto O sobre el arco con centro en C. 

h/2 

La trayectoria mínima (Demostración de varios participantes): Por 
el principi o de Fermat ,la trayectoria es minima si forma ángulos 
i guales con respecto a la normal en el punto P al arco con cen 
tro en B. Ello sucede si Pes el punto medio (ángulo a= 30•). 

(Demostración del Comi té Organizador) Damos una so l ución pur~ 
mente matemática . Mi ni mizar el recorrido APO es equivalente 
a minimizar APC pues la distancia del arco a e es constante. 
Consideremos la elipse con focos en A y e que pasa por P. R~ 

sulta tangente al arco con centro en B precisamente cuando P 
es el punto medio (ángulo a = 30• ) . Todo otro punto del ar
co queda fuera de la elipse, determinando por lo tanto una tr~ 
yectoria mayor. 

El soldado cubre todo el triángulo (Demostración de Eduardo A. 
Jagla de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la Uni 
versidad de Buenos Ai res ) : Todo punto a la i zquierda de O está 
a distancia menor que h / 2 de algún punto del camino (aquel que 
está en la misma vertical). Claramente el circulo con centro 
en O y radio h/2 cubre todos los puntos que quedan a la dere
cha de o. 
Problema 8 (0,2,6,92) 
(Solución del Comité Organizador) 

Las raíces están acotadas superiormente: Sea a tal que 

- l-

a(xl ~ O si x ~ a 

veamos que f no t:ene más qu~ un e ro en el intervalo [a,+·~ 
supongamosque f(x 1 c:f(x 3 )a 0,conClliix 1 <x 3 • Luego , como f no 
es l~énticamente cero en [x 1 ,x 2 ), podenos s poner S.P.G. que 
3 x r (x

1
, x

4
), y supongamos que es alcanzado en x,. Luego 

f(x 
1 

) , o, f' (x
1

) = O y f"(x 1 ) ~O, pero esto es absurdo. ya 
que f y f" tienen el mismo signo en [ Cl, + • l . 

Las raices no es tán acotadas infe=iormente: sea ~ tal que 
a (x) <- 1 vx :í ~. Veamos que Vx 0 lii ~ , f t i ene una r aiz en 
(-. ,x 

0 
) • supongamos que no. Luego f tiene signo constante 

en (-•, x
0

) para algún x 0 • Podemos suponer S.P.G . que f es 
positiva en ese int ervalo. 

Sea x
1 ~ x 0 , cua l quie ra, tenemos que 

f ( X ) = f ( X 1 ) + ( X - ~ 1 ) f ' ( X ¡ ) + ~ ( X - X 1 )
2 f '' ( ~ ) t 

con t entre x y x 1 • 

Luego s i x S Xc , tenemos t < Xo , 
tenemos r. < Xe y h" (f.) < ·h(f.)< O Y luego 

f (x )<f(x 1 ) +( x- X 1 ) f ' (X1 ) 

Si pudiéramos e legir x 1 t a l que f' (x 1) > O,esto mostraría 
que f( x l <o para algún x sufic i entemente grande negativo, contra
ri amente a lo que habi amo. supuesto. Luego, supongamos que 
f'( x) ~ o vx s x •. Pero esto implica flx) ~ f(x ~ l Vx s x., luego 

f (X) = f( x 1 ) + (x-X 1 )f '( X1 )+ ~( X- X 1 ) 3 f"(E;) , 

luego 

(* ) f (X) < f (x 1 ) + (X-X 1 )f '( X1 ) - ~ (X-X 1 )
3 f (Xo) 

(ya que f " (f. ) = a ( r, )f (f. )< - f (x 0 ll y( * ) mues t ra que f (x ) es 
neg ativa pa r a va l ores negat i vos de x suflcientement e grandes, 
lo que nuevamente da una contradicci ón . 

Problema 7 (36 , 2,2 , 61 ) 

(Solución de Ariel Carp, de la Facu l tad de Ingenie r ia de la 
Universidad de Buenos Ai res) 

se numeran las bolillas de l a 12 y se realizan las 
pesadas según el esquema: 
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u. pesada 

1 

2 

3 
4 

5 

6 

7 

8 

• 

> 

2a. pesada 

J 
4 

5 

9 

la. pesada Moneda aistinta 

dar 

dar 

dar 

dar 

Problema 6 (0,0,4,96) 
(Solución del Comité Organizador) 

Comoan+m ~ an + am, tenemos, por ejeMplo, a 2k ~ 2ak' 
y asi, inductivamente, ank i nak. S! A= & 1 , se tiene 
O~ a /n i A. Luego la sucesión an/n es acotada . Sea b su li n -
mite inferior. Vamos a prcbar que b e~. de hecho, el limite. 
Dado e > O, tomemos k tal que b + e - ak/k >O. 

Si n = qk + r, l s r i k, ae tiene: 

•n = 
n 

donde B =máximo {a 1 ,a,, ... ,ar}.como (b+t-ak/kl >O, se tiene 
que para n suficientemente grande, an/n < a k /k + (b+c- ak/k l = b+ t. 
Por otro lado, por definición de b, an /n > b- e. 
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