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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Aldo Figallo y Paolo Landini

INTRODUCCION.

En la primera redaccion de este articulo los concep-
tos usados eran los introducideos en (1], pero a sugerencia de
J. Vargas hemos decidido realizar algunos cambios, para tal
fin, en primer lugar, generalizamos la nocién presentada en [2]
de sector angular, que nosotros llamamos aqui sector angular
basico. Luego modificames la definicidén 2.1 de [1] de medida
de sector angular. Finalmente continuamos con el tema objeto
de esta nota, que es presentar una definicidén de las funciones
trigonométricas (seno y coseno), como extensidén de ciertas fun
ciones particulares donde hacemos uso de los sistemas genera-
les de medicidén de sectores angulares.

En toda la expcsicidn, la terminologia usada es la
de [(2].

1. SISTEMAS DE MEDICION DE SECTORES ANGULARES.
1.1. Recordemos que:

1.1.1. Un angulo del plano » es la unicn de dos semirrectas no
opuestas con origen comin. Las semirrectas se.llaman los la-
dos del angulo y el origen comin se llama el vértice del mismo.
Para denotar el angulo de lados ab y ac escribimos <bac o <cab
(Fig.1).

1.1.2. Dado el dngulo <aob y las rectas A y B que contienena
sus respectivos lados, el sector angular bdsico S.A.B (aob) es
el conjunto A n B, ([2], pdg. 76), las semirrectas ob y ca se
llaman los lados del sector angular, y o el vértice del mismo
(Fig. 2).

1.1.3. Dos sectores angulares bdsicos S.A.B (mon) y S.A.B(m'o'n')
se dicen consecutivos si o=0', si los angulos <mon y <m'o'n'
tienen un lado en comin y si los puntos n', m estan en semipla-
nos opuestos de la recta ‘on eGSR
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Fig.1

0=0"

1.2. DEFINICION: Un conjunto del plano = se llama un sector an
gular si es unidén de sectores angulares basicos consecutivos,
© si es una semirrecta. En este Ultimo caso diremos gue es un
sector angular nulo.

1.3. OBSERVACINONES Y NOTACICNES
1.3.1. Todo sector angular basico es un sector angular.

1.3.2. Un semiplano es un sector angular. Llamaremos a los se
miplanos, sectores angulares llanos.

1.3.3. El plano = es un sector angular, lo llamaremos el sec-
tor angular total, y desde ahora en adelante lo representare-
mos con T.

1.3.4. Si definimos a los sectores angulares consecutivos de
manera andloga a la hecha para sectores angulares basicos, te
nemos que la unidén de sectores angulares consecutivos es un
sector angular.

1.3.5. Todo sector angular de T determina un angulo, el vérti
ce de dicho angulo se dird el vértice del sector angular.

1.3.6. Todo dngulo < acb de T determina dos sectores angulares
que representaremos con S.A(aob) y S.A(boa) = (T - S.A(aob))
U <aob (Fig. 4).
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1.3.7. Con S(A) representaremos al conjunto de todos los sec
tores angulares.

1.3.8. Cuando no haya lugar a confusién indicaremos a los sec
tores angulares con letras minisculas latinas o griegas estre
lladas. Cuando necesitemos destacar que el vértice del secter
angular : es el punto p, escribiremcs a

1.3.10. Si F y Q son dos figuras de T congruentes ([2], pag.
165) escribiremos F = Q.

i
NG 7

Fig.4

1.4. DEFINICION: Una funcidén m:S(A) - R+. se dice un sistema
de medicidn de sectores angulares (S.M.A.) si verifica las si
guientes propiedades:

M1l) m(:) = 0 si y solo si ; es un sector angular nu
lo.
* * »* *
M2) Si a = g es m(a) =m (B).
M3) si ; Y E son consecutivos y m(;)+m(§) sm(T) en

tonces m(;u5)=m(;) +m(§)5m(T) entonces
m(aUB) =m(a)+m( ).

1.5. OBSERVACION: Si m:S(A)--R+ es un S.M.A. y 1=m(T)entonces
*
m(S(A))=(m(a): deS(A)) = [0, )< R,

En lo gque sigue consideraremos una clase particular
de S.M.A.

1.6. DEFINICION: Un S.M.A. se dice completo si m(S(A))=[0, t].

1.6.1. Es claro gue un S.M.A. es completo sivy so;o si para
cada numero real a con 0s a s T existe un sector angular

*
ac S(A) tal que m(a)=a.

1.6.2. PROBLEMA: Indicar un ejemplo de un S.M.A. que no sea
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completoc.

En (1) hemos estudiado con cierto detalle el Sistema
Radial y el Sistema Sexagesimal. Para lo que sigue necesita-
mos la siguiente nocidn:

1.7. Si f:A-B y g:C~-D son funciones, se dice que g es una
extensién o ampliacién de f si se verifica:

1°) ASC, B < D.

2°) f(a)=gl(a) para todo acA

2. LA FUNCION S1 — Y ALGUNAS PROPIEDADES

2.1. Consideremos un S.M.A. completo m:S(A)-»R+ y sea :=%m(T).
para cada ac(0,r)cR consideremos un tridngulo rectangulo como
el de la figura 5, donde d{(a,b), d(b,c) ¥y d(a,c) designan las
medidas euclideas de los segmentos ab, bc y ac respectivamente,
< abc es el angulo recto Yy ;a=s.A(cab) es tal que m(;)=a.

Definimos la funcidn S1 m:[O,r]*R por medio de la

férmula
o] si x=0
sl’m(x) = 1 si x=r
d(b,c) si x=a
d(a,c)
c c!
c
a
a b a=a' b=b'
F1g.5 Fig.6

Con el objeto de graficar la funcidn S1 o indicaremos

alesnae merantiadsasdee
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2.2. LEMA: Se verifica:

1) S1 m ©5 una funcién acotada y para todo xe[0,r]

vale 0 s sl,m(x)‘ 1

. r, /2 ) TP § 2 .
7 ) Sl,m(i) o 7 ’ sl,m (3)' 2 ! sl,m(3 r) =

3% s1 m &S una funcién creciente, esto es:
si x,ye[0,r] con xsy (1) entonces s1 m(x) ss1 m(y)

Sllm(x) H sl,m(Y) (2).

DEMOSTRACION: Solo demostraremos 3°): Es claro que
si x=0 o y=0, (2) se verifica. Supongamos ahora gque vale
0 <xsy<r y consideremos los tridngulos sabc y sa'b'c' como
los de la figura 6 con x=m(;‘), y=m(;;), pors 2.1%

= d(b,c) - d(b',c’
sl,m(x) = a(a,c) (331, sl,m(y) = a%:TfET% (4). Por otra parte

o _d(a,b) . dla,b)
como 0sd(a,c)sd(a',c'), entonces ala’.c'] s diac) (5). De (5)

1 - d2(ab) o d?(a,b) (6). De (6) d’(b,c) (di(b',c') (1,
d?(a,c) d? (a',c") d*la,c) d4*(a‘’,c')

y por lo tanto %%%45% H %%%;‘%;%(8). De (8), (3) y (4) queda

comprobado (2).

*
2.3. PROBLEMA: Sea m:S(A) » R’ un S.M.A. completo, rp un sector
* * *
angular recto y “p un sector angular tal que ups rp. Probar
que se verifica:

a )sS, _(m@_)). m(r.)
mhp)s map . mrp

1,m

2.4. Usando 2.2., 1°), 2°) y 3°) podemos hacer una representa
cién grafica de sl n (Fig. 7).
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3. LA FUNCION Senm

vamos a definir ciertas extensiones de la funcién

sl,m:
3.1, Sz‘m:[0,2r]* R (Fig. 8)

sl,m(X) si Osxsr
Sz'm(x) =
sl'm(2r-x) si rsxsar
3.2.

:[0,3r)+ R (Fig. 9)

S3,m
(x) si 0sxsar
s3,m(X) =

-sl'm(x-zr) si 2rsxs3r
3535 S"m:[0,4r]* R (Fig. 10)

[ s3,m(x) si 0s x s3r
|

s4'm(x) = 1
'Sl,m("'x) si 3rsxsdr

3.4. DEFINICION: Llamaremos funcidn Senm:R* R a la defirida
por la férmula:

Senm(x) = Sen4 m(u) donde x=t.4r+a con t enterd Yy
’

0s ac<d4r.
3.5. El1 grafico de la funcién Senm,(Fig. 3 L 1 N

3.6. En el caso que el sistema de medicién sea el radial, la
funcién definidi en 3.4. se llamard la funcién seno, y para
abreviar escribiremos senx en lugar de SenRx.

Si esta presentacién de la funcién seno se lee con
cierta ligereza, tal vez €l lect.i piense que lo inico que se
ha hecho es introducir complicaciones innecesarias, pero anali
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zando este método con cierto detalle, podrd observar que pre
senta algunas ventajas. A continuacién enunciamos una de ellas,
que en nuestra opinién es importante. Para fijar ideas traba
jaremos con el sistema radial.

3.7. LEMA: La funcién senc tiene las siguientes propiedades:-
Si 0sBs % , entonces:

1°) Si a+p =1 entonces sen a = sen B
2°) Si a=9+8 entonces sen a =-sen B
3°) Si a= 2v-8 entonces sen a= -sen g

DEMOSTRACION: Es una consecuencia trivial de la definicidén 3.4.

3.8. INTERPRETACION GEOMETRICA

Consideremos la circunferencia C centrada en el ori-
gen de coordenadas (X,Y)o, de radio 1, y sea p un punto de
ella. Supongamos que las coordenadas cartesianas de p son
(x,y) ¥y sea g un punto del eje X de coordenadas (x,0).

Sea ;o = pqn xp, (Fig. 12), entonces si m(;p)= a,
es claro que se verifica: y = sen4'mu (1), esto es, si p se
desplaza sobre C en sentido antihorario, determinando un sec-
tor angular de medida tal que 0sa<m(T), entonces la ordenada
de p es Sen4lma. Si ahora pensamos que p ha dado |n|giros,en
el sentido antihorario si n> 0 o en el sentido horario si n<0,
con n entero y X = n.m(T)+a entonces la ordenada de p es
Senm(x). (Fig. 13 y 14).

Fig.l2

F19.13 Fig.14
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La interpretacidn anterior nos sugiere la siguiente:

3.9. DEFINICICN: Sea un S.M.A. completo r:S(A)»R’, T el sec
tor angular total. Llamaremos &ngulo de mids de un giro a todo
nimero real x tal que m{T)<x o X<-m(T). Y diremos gue x con
tiene jnjgiros si X = n.m{(T)+acon 0s a<m(T), con n entero.

3.10. CONVENCION: Para la funcién Sen  se suele usar la si-
guiente notacién Senm c=Sen(a)m, asi por ejemplo: Sen545=5en45'
b4 SenR(%)=Sen(%)Rad. o simpleménte Sen % . Luego cuando escri
bamos la expresidén Sen %==Sen 45° (1), el simbolo Sen del pri-
mer miembro de (1) significa SenR y. el simbolo Sen del segun-
do miembro de (1) significa Sens. Es decir estamos utilizando
el mismo simbolo Sen para representar funciones distintas.

4. LA FUNCION Cosm Y ALGUNAS PROPIEDADES

En éste parrafo trabajaremos de un modo totalmente
andlogo al de 2.y 3.

4.1. Consideremos un S.M.A. completo m:S(A) » R' Yy sea r=%m(T).
La funcién C1 m:[O,r]* R estd definida por medio de la fdérmula:

1 si x=0
Cl m(x) = 0 si x=r
fﬁ%} si x=a (Fig.5)

Con el objeto de graficar la funcién Cosy o indicare
mos algunas propiedades.

4.2. LEMA: Se verifica:

1%) Cl m ©S una funcién acotada y para todo xe¢[0,r]

vale 0 s Cl,m(X)s 1

1 o 3 o (k=2 $r) = %
2.) Cl,m (3) i 2 v cl,m(z) = 2 ’ Cl'm(3r) 2
3°) C1 m ©S una funcidén decreciente, esto es: si

Xx,ye[0,r) con X sy entonces ¢y m(x)z Cl,m(y)

4.3. Usando 4.2., 1°), 2°) y 3°) podemos hacer una represen-
tacioén grafica de C1 & (Fig. 15).
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S. LA FUNCICN COsm

Vamos a definir ciertas extensiones de la funcién

Cl’m:
Lyeye e Cz'm: (0,2r] R (Fig. 16)
cl,m(x) si O0sxsr
CZ,m(X) =
-cl,m(Zr-x) si rs xs2r
S C3,m [0,3r] R (Fig. 17)
C2,m(x) si 0sx s2r

Ca'm(x) =
-Cl'm(x-Zr) si 2rs x s 3x

Sie3le c4’m:[0,4r]* R (Fig. 18)
(x) si 0sx s 3r
Cl,m(‘r'X) si 3rs x sdr

S.4. DEFINICION: Llamaremos funcién cos :R-+R a la definida
por la fdérmula:
cOsm(x) = Cos4 m(a)donde X=t.4r+ac con t enteroc y

0 <a <4r.

5.5. El grdfico de la funcién Cosm. (Fig. 19)

6. LAS FUNCIONES TANGENTE, COTANGENTE, SECANTE Y COSECANTE

En este apartado definimos las funciones: tangente,
cotangente, secante y cosecante.

6.1. La funcién TG,

Sen_(x)
Tangm(x) = EE;iT?T si Cosm(x) #0
6.2. La funcién Cotgm:
Cos_(x)
cthm(x) = EEEETQT si Senm(x) #0
m

6.3. La funcién Secm:
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Secm(x) = Egg:T;T sl Cosm(x) #0

6.4. La funcidn cosec_:
b

COsec (x) = e

Senn(’u . senm(") ¥ 0

7. LA RELACION FUNDAMENTAL

En este apartado probaremos la relacion fundamental
de la trigonometria.

7.1. TEOREMA: Para todo xet¢ R se verifica:
2 2 =
Senm(x) + COSm(x) 1

DEMOSTRACION: Sea X ¢ R entonces x=n.m(T)+a COn n entero y
0sasm(T).

Se verifica uno y solo uno de los cuatro casos siguientes:

1°) O0sasr. 2°) rsas2r. 3°) 2rsas 3r. 4°) 3rsas4r.
Si se verifica 1°) Sen’(x)+cos’(x) = s (a)+c (0)8

= sl,m(°)+c1,m(°) = (Fig. 5)

d(b,c)? | d(a,b)? _d(b,ec)? + d(a,b)?_ d(a,c)?® _
d(a,c)? d(a,c)? d(a,c)? d(a,c)?

Si se verifica 2°) Sen;(x) + Cos&(x) =

= (Sllm(Zr*a))’ + (-Cl,m(zr-“))z =
(2: a) + Cz (Zr-a) (1). Si g= 2r-a (2), con O0sBsr.

Luego de (1), (2) y el caso 1°) Sen&(x)+¢os;5x)=Sen;a+¢os;a=1

Los restantes casos se prueban en forma andloga.
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