LOS NUMEROS REALES Y CIERTOS RESULTADOS DE APROXIMACION

R. MIATELLO Y M.L. SALVAI

El objeto de esta nota es estudiar la distribucién de
ciertos conjuntos de numeros reales que poseen cierta es-
tructura algebraica. Antes de abordar el tema especifico que

nos ocupara, daremos una breve introduccién histoérica.

Los numeros naturales son usualmente representados por
puntos sobre una linea recta, cada punto separado del ante-
rior por una unidad de longitud, como en el caso de un metro
de carpintero. De manera similar, los numeros racionales se
pueden representar sobre la misma recta, midiendo fracciones
de longitud. La introduccién del cero se atribuye a los
hindies y en el siglo XVII los algebristas italianos intro-

dujeron los numeros racionales negativos. Graficamente.

Los griegos fueron los primeros en observar que las
fracciones resultan insuficientes a los fines de 1la
geometria, mostrando en particular que la medida de la dia-
gonal de un cuadrado de lado 1 no puede ser un nuUmero ra-
cional; en términos geométricos, no existe una unidad de
longitud (por m&s pequefia que ésta sea) tal que el lado y la
diagonal de un cuadrado sean maltiplos naturales, ambos, de
dicha unidad. Esto resulté un descubrimiento incémodo para
los griegos pues introdujo cierta incompletitud légica (tem-
poraria) en la geometria euclidea, dado que en muchas demos-




traciones se suponia que dados dos segmentos cualesquiera,
siempre existia una unidad de longitud comin (tal es el ca-
so, por ejemplo, en la demostracién usual del teorema de

Thales).

El hecho anterior se expresa usualmente diciendo que V2
"es" un numero irracional, lo cual, en términos geométricos
significa, que el punto P que se obtiene intersecando la
recta con un circulo cuyo radio es la diagonal de un cuadra-
do de lado 1, no corresponde a un numero racional. En

otros términos, los numeros racionales no "llenan" la recta.

Muchos otros numeros irracionales aparecen cuando se
evaluan valores racionales de ciertas funciones de la mate-
matica . Observemos que los valores dados en las tablas de
logaritmos o de funciones trigonométricas son evidentemente
racionales pero en realidad éstos son sélo aproximaciones
racionales de los verdaderos valores, que son irracionales,

con pocas excepciones.

Los numeros reales incluyen a los numeros racionales e
irracionales y constituyen el sistema central de la
matematica. En geometria cualquier discusién sobre &reas o
volumenes lleva naturalmente a los numeros reales. Si con-
sideramos nuevamente la representacién de numeros por puntos
sobre una linea recta encontramos que si bien todo segmento,
por pequefio que éste sea, contiene una infinidad de numeros
racionales, existen a la vez una infinidad de puntos que mi-
den longitudes que no pueden ser expresadas por numeros ra-
cionales. Sin embargo una vez que se tienen en cuenta todos

los numeros reales, cada punto de la recta corresponde a un




numero real y viceversa (ver por ejemplo, "Calculo" de M.
Spivak).

Existe otra divisién fundamental en los numeros reales
en dos clases: los numeros algebraicos y los trascendentes.
Un numero real se dice algebraico si satisface alguna ecua-
cién algebraica a coeficientes enteros. Por ejemplo cual-

quier numero racional q satisface la ecuacién X-q = 0; por
3
otra parte, los numeros irracionales V5 y v2 satisfacen res-

pectivamente las ecuaciones x° - 5§ = 0 y x°

-2=0, y por
lo tanto son también algebraicos. Los nameros no algebrai-
cos son llamados trascendentes. Su existencia no es para
nada obvia y fue probada por el matemAtico francés
Liouville, quien construyé explicitamente ciertos numeros no
algebraicos. Posteriormente fue probado que m es trascen-
dente, con lo cual se dio una respuesta negativa al antiguo
problema de la cuadratura del circulo, es decir, es imposi-
ble construir con regla y compas el lado 1 de un cuadrado
con area igual al area de un circulo de radio 1. En efecto,
de lo contrario se tendria que 12 = m donde 1 es
“construible con regla y compas" y por lo tanto algebraico
(la prueba de este hecho es no trivial e Por 1lo tanto
12 = n también seria algebraico, un absurdo.

Otro resultado fundamental fue probado a fin del siglo
XIX por el matematico aleman G. Cantor. Este no exhibié
nuevos numeros trascendentes sino que probé que en cierto
sentido existen "muchos mas" numeros trascendentes que alge-
braicos. Para describir este resultado daremos un ejemplo

ilustrativo. Observemos en primer lugar que la funcién




#(q) = q + V2 asocia en forma univoca, a cada numero raclios
nal q, un numero irracional. Ademas es facil ver que los
numeros de la forma q + V2 no agotan el conjunto de los
numeros irracionales, que denotaremos I. En efecto, si s es
racional, s + V3 es un numero irracional que no es de la

forma ¢(q) para q racional. De lo contrario

s +V3=q+ V2o (V3 -+V2) =q - s racional; luego
3+2-2v6 = (q-s)°

o sea (5 - (q - s)%)% = 24

imposible, pues 24 no es cuadrado de ningin numero racional
(¢por qué?). Este ejemplo sugiere que hay "mas" numeros
irracionales que racionales. Una demostracién matematica-
mente rigurosa de este hecho requiere probar: (a) que existe
una funcién inyectiva ¢:Q > I y (b) que no existe una
funcién biyectiva y¢: Q > I. De hecho, si ¢(q) = q + V5,
q € Q, ¢ verifica (a) (y no (b)). Sin embargo, la demostra-
cién de (b) es menos sencilla. Se puede hacer utilizando la

expansién decimal de los numeros reales.

Luego de esta introduccién histérica pasamos a descri-
bir el objeto principal de esta nota. Como motivacién su-
pongamos que deseamos investigar cémo se distribuyen los- va-
lores de la sucesiédn cos(n), n=1,2,3,..., y en particular
determinar, si existe, su limite. Los siguientes son valo-

res de computadora dando cos(n) para 1 = n = 50.




n cos n n COosS n n COS n
1 . 540 18 . 8660 39 =.903
2 -.418 19 - .988 36 =127
3 =. 989 20 . 408 37 S/65
L =8653 21 . 547 38 5355
5) =5283 22 8999 39 . 266
6 =. 960 23 .532 40 . 666
7 =N753 24 .424 41 N8
8 -. 145 25 899 42 8399
S =>91 26 .646 43 005
10 =5%839 27 8292 L4 $989
11 -.004 28 .962 45 925
12 -.843 29 . 748 46 .432
13 S 907 30 <154 47 8992
14 =136 311 .914 48 .640
15 =59 32 .834 43 . 300
16 =957 33 .013 50 .864
17 =820S 34 . 848

Estos valores parecen indicar que la sucesién no posee
limite pero no dan idea precisa de los llamados "puntos de
acumulacién” de la sucesién. Para analizar este problema,
seremos conducidos naturalmente a usar nociones del Algebra:
grupos, subgrupos e independencia lineal, que permitiran dar
una respuesta sencilla a la pregunta anterior. Es un ejem-
pPlo que ilustra la unidad de la matematica, pues muestra que
sus diversas ramas estan fuerte y sutilmente relacionadas

entre si.

En lo que sigue necesitaremos introducir algunos con-
ceptos tedricos.



1. Definicion. Sean I un intervalo de numeros reales Yy
D c I. Diremos que D es denso en I si para todo x en I

existe una sucesidn {xn} en D tal que lim X =X

Ejemplos. Q
(i) ¢ es denso en R. (ejercicio)
(i1) (0,1)-{% |n € Z} es denso en [0,1].

Lema. Sean I un intervalo de Ry D € I. Entonces D es den-
so en I si y s6lo si para todo intervalo abierto J tal que
InJ=#¢esDnd = ¢.

Prueba.

Supongamos que D es denso en I, y sean J un intervalo
abierto y x € I n J. Por hipétesis existe (xn} una sucesién
en D tal que lim X =Xy esto dice que x € J si n es mayor
que cierto N. Como la sucesién esta en D, X € DnJ, si
n > N.

Para probar la reciproca tomemos x € I. Por hipétesis,
para todo n € N existe X en Dn (x-%, Xt %). Luego

lim X =X Esto demuestra que D es denso en I.

Ejemplo.
El lema anterior implica que, Q es denso en R, pues en

todo intervalo abierto de numeros reales existe al menos un

numero racional.

Ahora consideremos la siguiente pregunta: ;Para cuales

valores de a € R es el conjunto G, = {cos (na)| n € Z} denso
en [-1, 1]7




3. Lema. Ga es denso en [-1,1] si y sélo si Za + Z2n =

{na + 2mm|n, m € Z} es denso en R.

Prueba.
Notemos que Za + Z 2n es la preimagen de Ga por la

funcién coseno.

«) Sea y € [-1,1] y sea x tal que cos x =y. Por la
densidad de Ga en R existe una sucesién {xn} en Ga tal que
X > X Por continuidad es lim cosx = cosx =y, y ademas
cos(xn) es de la forma cos(ma) con meZ ya que

X € Zn + Z2n. Esto prueba que Ga es denso en [-1,1].

«) sea x € R; entonces x € [km, (k+1)n) para algin
k € Z. Se tiene que Cosl[kn,(k+1)n] es biyectiva sobre
[-1,1] y admite inversa arcosk:[-l,ll > [km, (k+1)m], que es
continua pues cos lo es. Por la densidad de Ga en [-1,1],
existe (yn) una sucesién en Ga tal que y, >y = cos x, luego
arcosk(yn) > arcos, y =Xx; y como Xx es arbitrario vy
arcosk(yn) € Za+ Z2m resulta que este conjunto es denso en
R.

Observacion. G = Za + Z2m es un subgrupo de R, esto es,
dados x,y en G también x-y pertenece a G. Daremos un
criterio que permitird decidir si un subgrupo de R es denso
o no. Asi, a través del lema anterior tendremos una

respuesta para la pregunta anterior.

Definicion. Se dice que un subconjunto no vacio G de R
es un subgrupo de R si x-y € G para todo x,y € G. Notemos que




G verifica que i) O € G (pues G # ¢ = existe

X€G=20=x-x¢€G) (4)
ii) x e G=2>-x=0-x¢€G (5)

iii) x,y e Gs3x +y=x-(-y) € G (B)

7. Ejemplos.

Se verifica facilmente que son subgrupos de R los
siguientes conjuntos Zb = {nbln € 7} y

Za + Zb = {na+mb|n,m € Z} (ya lo hicimos notar para
b = 2n).
De jamos al lector la verificacién de que
1 11 _ 1 ) . >
zZ 3+ /4 >3 =1 55 (;puede generalizar este hecho?).

Es obvio que también R Y Q@ son subgrupos de R.

8. Proposicion.
Si G es un subgrupo de R que no es denso, entonces
existe b € R tal que G = Zb (utilizamos la notacién de (7)).

Prueba.

Tomaremos como definicién de densidad la dada mediante
el Lema 1.

Si G = {0} (0 € G por (4)), el enunciado es trivial,
pues se elige b = 0.

Si existe xeG, x = 0, también -x € G. Luego
{x € G|x >0} es no vacio. Sea b = inf {x € G|x > 0}.
Claramente b 2= 0.




Supongamos que b = 0. Veamos que en ese caso G es

denso en R. Sea Xy €e R y € >0, debemos encontrar un

elemento de G en el intervalo J = (xo- €, X+ €).
inf {x € G|x > 0} =

Como
0, existe g € G tal que 0 < g < ¢

—] I I | I
(0]

Sea k el menor entero tal que kg > x
kg = X, t €= (k-1)g = kg-g = x

o €. Si fuera
5 + € -g2>X%x >x —-€, con

0 0
lo cual k no seria el menor entero tal que kg > x

o~ € un
absurdo. Luego kg < X, *+ € 2 kg € (xo SNE I e )

Como € es arbitrario y obviamente kg € G, resulta que G
es denso en R.

Supongamos ahora que b > 0.

Si b ¢ G, existe una sucesién decreciente g € G tal
que %Lg g, = b, g * g, si n # m.

Se sigue que g; =8 "8, — b-b = 0.

Como g; € G,
esto implica que b = 0, un absurdo.

Luego b € G.

Probemos ahora que G = {kb|k € Z}

La inclusién > es evidente, por (9).

Comprobemos la reciproca. Sea g € G, si g # kb
VkeZ existe meZ tal que mb< g < (m+1)b luego
esto contradice la definicién

de b un absurdo. Por lo tanto g = kb para algun k € Z.

0 < g-mb<b. Como g-mb € G,




10. Ejemplos.
El conjunto {—% |m,n e Z}, donde p es un primo fijo, es
P

subgrupo de R y resulta denso por la proposicién anterior,
ya que no es de la forma Zb. En efecto, existen en él
numeros no nulos de médulo tan pequefio como se quiera, por

ejemplo l; con n € N.
P

Definicion. Se dice que la n-upla a,...,a (a1 € R) es
Z-linealmente independiente si m1a1+...+ moa = 0 con

m <y M€ Z, m_= ... = m = 0. Esto es equivalente a

177 1
afirmar que si un numero admite wuna expresién como
combinacién lineal entera de a,...a, dicha expresién es

Unica.

11. Lema.

Sean a, a, € R = {0}. Entonces G = Za1 + Za2 es denso

enR e a ya

, son Z-linealmente independientes.

Prueba.
Demostraremos ambas implicaciones por el absurdo:
=») Supongamos que a,, a, no son Z-linealmente independientes;
entonces existen n, m € Z no nulos tales que 0 = ma + na,;

m
luego a, = - 5 2, ¥ en consecuencia

a
= — L = - 1
ka1+ h a, = ka1+ h [ : al] (kn hm) = si k, h e Z.

Como ka1+ h a, es un elemento cualquiera de G, resulta

a
GcZz El' que no es denso en R. Luego G no es denso en R.

<) Supongamos que G no es denso en R, entonces por la

10




Proposicién 8, existe b € R tal que G = {nb|n € Z}. Como
a, a, € G, a = nlb y B nzb para ciertos

- uego, na - na_ =nnb -
T enteros no nulos Lueg o8y 135 o0y

nlnzb =0, vy ai, a2 no son Z-linealmente independientes.

n

En consecuencia se tiene la respuesta a la pregunta

formulada inicialmente.

12. Corolario. (cos(na)ln € Z} es denso en [-1,1] si y sélo
sl a no es un multiplo racional de . En este caso para
todo y € [-1,1] existe una subsucesién de cos(na) que tiende

ay.

Prueba. Por el Lema 3 {cos(na, |[n € R} es denso en [-1,1]
sii Za + Z2n es denso en R y por el lema anterior esto es
equivalente a que a y 2m sean Z-linealmente independientes.

n ; .
Ahora a = = 2n con n, m€ Z implicama - 2nwtr = 0 con m # 0;

Yy reciprocamente na + m2mn = 0 con n=#o0 6
m# 0 implica a =0 6 a = :g 2m.

Sea S la circunferencia de radio 1 en C:
S={zeC||z] =1} ={cos 8 + i sen @ |6 € R}

Sea D un subconjunto de S. Diremos que D es denso en S
si para todo elemento x + iy de S existe {xn+iyn} una
sucesién en D tal que X + iyn 2 X + iy (esto significa que

X >Xxey 5 y).

13. Corolario. El conjunto H, = {cos(na)+i sen (na)|n € 7}

es denso en S si y sélo si a no es un miltiplo racional de
m.

11




Prueba. Por el Corolario 12, es equivalente demostrar que
Ha es denso en S si y so6lo si {cos(na) |n € Z} es denso en
[-1,1].

La implicacién (=) es obvia.

Para probar la restante damos X + iy € S. Se ve que
y = sgly) V1-x2, donde sg(y) =1 si y 20 y sgly) = -1 si
y < 0.

Por hipétesis existe una sucesién de enteros (nj} tal

que lgm cos(nja) = X. Podemos elegir n tales que
sg(sen(nja)) = sgly), ya que cos 8 = cos (-8) y
sen (-8) = - sen 6.

Asi resulta lim sen(nja) = lim sg(y) Vl—cosz(nja) =

= sg(y)\/l-x2 =\y.

Luego cos(nja) 5l sen(nja) 5> x + iy lo que prueba que

Ha es denso en S.

En una préxima nota consideraremos algunas generaliza-
ciones naturales de los teoremas anteriores. Por ejemplo,
un problema andlogo al del Lema 11 es el siguiente:

Bajo qué condiciones sobre a, a’' € R es posible
aproximar cualquier vector (x,y) € R por k(a,a’) (k € Z) a

menos de multiplos enteros de los vectores (1,0) y (0,1).

Dicho de otra forma: dado (x, y) y € > 0 ¢ existen

12




enteros k, m, m’ tales que simultaneamente

|ka-x-m|<e

|[ka’ -y - m'| < €?

Esta pregunta, asi como 1la generalizacién a n
dimensiones fue estudiada por matematicos célebres del siglo
pasado, como Lagrange, Jacobi, Dirichlet, Hermite y
Kronecker.
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