DivisiBILIDAD DE NUMEROS COMBINATORIOS.
EL TeoreMA DE Lucas.

ROBERTO J. MIATELLO - ISABEL VIGGIANI ROCHA

El objeto de la presente nota es analizar el problema
de divisibilidad de un numero combinatorio (E) por un
numero primo p. La respuesta de esta pregunta no trivial
resulta ser muy elegante y su demostracién elemental. Este
resultado, debido al matematico francés Edouard Lucas, apa-
recié por primera vez en un texto de Teoria de Numeros de
este autor. La demostracién que daremos es debida a Fine
(American Math. Monhly 1947). Antes de abordar el resulta-
do general consideraremos el caso en que p = 2, y daremos

una prueba independiente en este caso.

En primer lugar recordamos el resultado basico de ex-
pansién m-adica de un numero natural.

Fijamos m e N, m > 1.

Teorema. Sea x € Nu{0O}. Entonces existen a al,..., a

unicos, 0 = a < m, tales que

Prueba. Por el algoritmo de divisién
X=mq+Tr O=r<m q y r unicos. Si x =0

el resultado es obvio. Supongamos x # 0.
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Como m > 1 es q < x, luego, por hipétesis inductiva,

q = a;mi (0 = a; < m) donde a; vVi=1,..., t, estad uni-
i=0
vocamente determinado por q. Luego

y tomando a0 =r, a‘ = 31—1’ si 1 =1,...,t-1.
La unicidad de los ai’s sigue de la de los a;’s.

La expansién del teorema anterior se llama expansion
m-adica de x. Si m = 10 se obtiene la expansién decimal

usual. Si m = 2 se llama expansiéon diadica o binaria.

Definicién. Si p es primo y x € @-{0} se define
= _ L Silp) :
v (x) = i(p), donde x=1 P j con i(lp) ez
P o1 ! j
(p1’ P,,---,P_son primos distintos).

Se llama a vp(x) la valuacién p-adica de p en x. En
el caso en que p = 2, escribiremos vz(x) = vi(x).
Se tiene asi, si x € Z-{0}, que vp(x) > 0 si y sélo si

X es divisible por p.

Lema 1. Dados x, y € Q - {0} se tiene
v (xy) = v (x) + v (y).
p P p

Prueba. Ejercicio.

v

Lema 2. Sir
S

p
s la afirmacién es obvia. Ahora si j < p"

)
s, V [p J = r-s.

Prueba. Si r

entonces
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P) _ P (p'-1) (p'-2)...(p"=j+1)
1.2, ... (G-1).J

) S
Es claro que v [E—%il =0, sil=1i=(j-1).
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Luego v[

n
Lema 3. Sea n = z Zki ki<k <. - . <k .
1 2 r
i=1
- K
Entonces v(n!) = Z v(27i!)
1
Prueba.
2 K K 2 K K
n'=n(2r+..+22+il)n(2r+..+23+‘1
i=1 i=1
1 r
Zkr—l Zkr
k .
n (2r+l_) n i
i =1 ’ i=1 "
r-1 n
Luego

k
e k K
v(2 r+...+ 2 5+¢1 + 1)
L J

1
J

V(ij!).l
1

K gaseest |
I ~1-

J

ij

= Z v(i) =
H=1i—1 ?
j
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Pasamos a responder la pregunta de cuando (E) es par,
esto es, bajo qué condiciones v(;) > 0. En primer lugar,
es Iinstructivo escribir el triangulo de Tartaglia para
1
0

IA

n = 10. Recordemos la identidad (:) + (kfl) - (E:})

IA

k < n.

11
121

138351

14641

15101051
1615201561
1557 21353521 71
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
11 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

o sea el esquema de paridad de (E) es, si 1 =k =n = 10,
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0
_ j n A .
, k = .z bj2 : (k) es impar si y
1

| 2
Teorema A. Si n = Z az2
= =5

sélo si a zZ b, Vi.
Corolario. (1) Si n =2° entonces (E) es par Vk,
0 < k < n.

(11) Si n =21 =1 + 2+ ... + 2% () es

impar V k, 0 =k =< n.

Prueba (del Teorema A).

& S
Escribamos n= Z Zki, k = z Zhi
1 1
t
/4
n-k = 274
!

donde k_<... < k , RE< N <h R
1 T 1 s 1 t

Es facil ver que la condicién a = b, Vi, es equivalente a
1 1

que los conjuntos {h1""’ h}y {ZV"" Zt) sean disjuntos.
8
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Supongamos por lo tanto que este es el caso. Luego,

por el Lema 3 tenemos

VQ) v(n!) - v(k!) - v((n-k)!)

r s t
Y v(2¥in) - Y v(2hi1) - Y V(Zei!)
=t =1 1=1

=0

es decir (2) es impar.

Supongamos por el contrario ahora que existen u, v ta-
les que hv= 2v= m. Entonces k = z 2k1 + 2" nk = z Zej + 2"
A A
Wi

~ u
(j significa que se omite el indice j).

U)WM)+wm«n)=2w?u)+ﬁm%)+zwfn

A
u

Ahora bien, por el Lema 2,
2m+1 m+1 m
=RV =v(2 1) - 2v(2™)
2m
Reemplazando en (*) obtenemos

—

v2Pi1) + v(2™h) + Z w2y = 1

>~

- v[[%: Zhi]!] +v(2™h) + v[[g zeJJ!] - 1.

h

Ahora bien, si b = Z 21 + 2“"1 = k+2" es n-b =

A
u

n-k-2" = Z Zej, luego (*) es igual a v(b!) - v[b ] +
A 2™
v



vi(E(n=b) )=

Por lo tanto

v(p) = vn!) - vik!) - v((nk)!)
I o b
- v(b) N v[2m+1] A

luego (;) es par. La demostracién del teorema esta comple-

ta.
Consideramos a seguir el caso de p un primo arbitra-
rio.
r :
Teorema B. (Lucas, 1890). Sea pprimo n= ) a p,

|
k=Y b p O0O=<a, b =pV . Entonces
[Er] mod p.
r

> 7 m -
Se usa aca la convencidn (n) =0 sim< n.

Corolario. (ver Teorema A).
- B n
Sl p - 2’ (k)

cona =0, b =1.
J j

Omod 2 si y s6lo si existe j (0 = j =)

Prueba. (del Teorema B)

Escribamos el polinomio
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(:)xk = (1+x)"

(¥ a p')
(14x) 0 °

WM™ o

i
((1+x)P )3

Il
=

i
(1+xP )% mod p.

]
Tit—= 8C ]

S k .
Para obtener el coeficiente de x en el miembro dere-

r
cho debemos considerar las posibles expresiones k = } cjpj

j=0
con 0 = cJ = aj <D Ahora bien, tal expresién de k es
unica y se tiene ¢ =b, V j=0,1,...,r. El coeficiente
j
a0 al ar
correspondiente es [b ][b ],..., [b ], por lo tanto, igua-
(0} 1 r

lando coeficientes se obtiene el Teorema B.

Para concluir proponemos algunos ejercicios al lector.

Ejercicio 1. Pruebe que (;) =0 mod p, Vk con O < k < n si

2 < r .
y s6lo si n = p para algun r.

p

k
vk 0 < k < n. (Una pregunta mas dificil es hallar todos

r
Ejercicio 2. Pruebe que [ ] no es divisible por pz,
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los valores de k con 0 < k < n tales que p2 no divide a
)
k

o
Ejercicio 3. Pruebe que n = } ap
i=0
(E) 20 md p, Vk 0 <k <n, si y sélo si a =p-1, V,
1

i, (ar > 0) satisface
0=1ic«<r.
Ejercicio 4. (i) Concluya del Ejercicio 3 que si p = 2, (E)
es impar Vk si y so6lo si n = e

(ii) Dé ejemplos, si p > 2, de n # p -1 tales

que (2) 20mod pVk, O<Kk<n.
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