Una Prueba del Teorema Fundamental del Algebra

Diego Vaggione

El objetivo de este trabajo es proveer una prueba del Teorema Funda-
mental del Algebra al lgctor que maneje con cierta madurez conceptos tales
como los de sucesién de niimeros complejos, convergencia, subsucesiones,
continuidad de funciones complejas, asi como la interpretaciéon geomeétrica

de C.

Un modelo muy usual de prueba del Teorema Fundamental del Alge-
bra consiste en derivar éste del Teorema de Liouville usando conceptos
topoldgicos elementales. La dificultad presentada por tal esquema es que
las pruebas del Teorema de Liouville envuelven el concepto de integral lo
cual hace que el lector crea que una prueba del Teorema Fundamental
del Algebra es algo engorroso atn con la posibilidad de usar argumentos

topoldgicos elementales.

La prueba dada en este trabajo sigue el mismo esquema salvo por
el hecho de que se reemplaza el Teorema de Liouville por el Teorema
del Médulo Maximo para funciones racionales (esto a los fines de evitar
el problema antes mencionado). Una de las ventajas de este esquema de
prueba es que la mayoria de los resultados involucrados en el camino hacia

el Teorema Fundamental del Algebra tienen interés propio.

1. Notacién y Resultados Asumidos. Como es usual C denotara el
conjunto de los niimeros complejos. Con Re(z) e Im(z) denotaremos la
parte real y la parte imaginaria del nimero complejo z. Con |z| denotare-

mos el modulo de z, es decir:
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Iz} = \/Re(z)2 + Im(z)%.

Se supone que el lector maneja con cierta madurez los conceptos de
sucesion de nimeros complejos, convergencia, subsucesiones, continuidad
de funciones f : A — B, con A,B C C, asi como la interpretacion

geométrica de C que identifica a éste con el plano R? via el mapeo

z — (Re(z),Im(z)).

Via tal identificaciéon tenemos definido en C el producto escalar, a

saber:

< z,w >= Re(z)Re(w) + Im(z)Im(w), z,w € C,

el cual cumple la siguiente igualdad:

< z,w >= |z||w]|cosb,

donde 6 es el angulo entre z y w (pensados como vectores del plano). Otras

propiedades basicas del producto escalar son:

<z,w +w; >=< 2z, > + < z,wy >

<21+ 22,0 >=< 2, > + < 2, W >
<rzw>= z,rw>=r< z,w >

|2

=< 25,

Z,21,%2, W1, W, W € er € R.
Usaremos la desigualdad del triangulo, es decir
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|2 + w| < 2] + [w|

o su obvia consecuencia

|z + w| > |2| = |w].

También se supondra que el lector maneja la representacion polar de

un complejo z, por medio de la cual se puede probar el siguiente

Lema 1.1: Toda ecuacién de la forma 2" = a, conn € Ny a € C

tiene una solucion en C.

Dados a € C,R > 0, con D(a, R) denotaremos al conjunto

{z € C| |z —a| < R},

y con D(a, R) denotaremos al conjunto

{z € C||z—a| < R}.

2. Maximos y Minimos de Funciones Continuas.
Lema 2.1: (a) Si {r, : n € N} C [a,b] C Ry limr, = r, entonces

r € [a,b].
(b) Si {z,:n € N} C D(a,R) y '}Lr&zn = z, entonces z € D(a, R).

Demostracién: (a) Sir ¢ [a, b], entonces r < a o 7 > b. Supongamos
que r < a, entonces hay un € > 0 tal que {z||lz —r| < e} N[a,b] =0,y
por lo tanto a partir de cierto N € N los r,’s no estan en [a, b], lo cual es

absurdo. Sir > b se llega a un absurdo en forma similar.
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(b) Ya que < |z, —a| : n € N > tiene limite |z — a| (;por qué?), por
(a) se tiene que |z — a| € [0, R].

Sea A C C. Diremos que z es un punto de acumulacion de A si Ve > 0
hay un @ € A — {2} tal que |z — a| < e. Nétese que si A esta contenido
en R, entonces el concepto recién definido de punto de acumulacion de A
coincide con el que se define usualmente cuando se trabaja con conjuntos

de reales.

Lema 2.2: (a) Sea < r, : n € N > una sucesién de nimeros reales tal
que el conjunto {|r,| : n € N} es acotado superiormente. Entonces hay

una subsucesion < r,, : k € N > la cual es convergente.

(b) Sea < z, : n € N > una sucesion de numeros complejos tal que
el conjunto {|z,| : n € N} es acotado superiormente. Entonces hay una

subsucesién < z,, : k € N > la cual es convergente.

Demostracién: (a) Sean a,b € R tales que [a,b] D {r, : n € N}.
Supongamos que el conjunto {r, : n € N} no tiene puntos de acumulacion.

Sea:

b, = Sup{z € [a,b]|[a,z] N {r, : n € N} esunconjunto finito}. (1)

Queda como ejercicio verificar que tal supremo existe. Si b; < b, entonces
ya que b; no es un punto de acumulacién de {r, : n € N}, hay un € > 0
tal que en el conjunto (b; — €,b; + €) no hay ningin r,, lo cual nos dice
que b; no es el supremo dado por (1). O sea que b; = b y por lo tanto
tenemos que {r, : n € N} es un conjunto finito, situacién en la cual es
facil dar una subsucesién convergente (ejercicio). Nos queda el caso en el

que el conjunto {r, : n € N} tiene un punto de acumulacion x. Definamos
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la sucesién de naturales < n; : k € N > recursivamente de la siguiente

forma:

n; = menor n tal quer, € (zr -1,z +1)

nky1 = menor n tal quen >n, yr, € (r — klﬁ,x+ k—}ﬁ), k>1.

Queda como ejercicio para el lector probar que la subsucesién < r,,, : k €

N > converge a x (use que Vk € N, r,, € (z — %,x o %))

(b) Aplicando (a) a la sucesiéon < Re(z,) : n € N >, se tiene que
hay una subsucesion < Re(z,,) : k € N > la cual converge a un real r.
Similarmente, aplicando (a) a la sucesién < Im(z,,) : k € N >, se tiene
que hay una subsucesién < Imn(z,, ): e € N > la cual converge a un real

s. Ya que
lim Re(z,,) =T,
k—oo

se tiene que
Jim Re(s,) = .

con lo cual

limz,, = elirg(Re(zﬂke) +ilm(z,, ) =r +1s.

El siguiente grafico puede resultar util.
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Pregunta: ;Es posible definir en (a) n, = menor n tal que r, €
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(z — },z + ¢) y evitar asi una definicién recursiva como la dada?

Teorema 2.3: Sea f : D(a, R) — R una funcién continua. Entonces f
alcanza un maximo y un minimo, es decir hay elementos z,,, zps € D(a, R)

tales que

f(zm) £ f(2) < f(2m), Vz € D(a,R).

Demostracién: Supongamos que {f(z) : 2 € D(a, R)} es acotado

superiormente. Para cada n € N, sea z, € D(a, R) tal que

f(z2) 2 (Sup{f(z) : z € D(a, R)}) — 1/n.
Por el Lema 2.2, < z, : n € N > tiene una subsucesiéon < z,, : k€ N >
que es convergente a un zyy, el cual pertenece a m por Lema 2.1. El
lector facilmente podra verificar que f(za) = Sup {f(z) : z € D(a, R)}.
Si la imagen de f no fuera acotada superiormente, entonces para cada
n € N habria un z, € m tal que f(z,) > n, lo cual procediendo
analogamente al caso acotado conduce a un absurdo (ejercicio). Queda

como ejercicio probar que f alcanza un minimo.

3. El Teorema del Médulo Maximo para Funciones Racionales.

Dado a € C,a # 0, con S, denotaremos el conjunto

{z € C|<z,a>>0}.

Si recordamos que < z,w >= |z||w|cosf, donde § = angulo entre z y
w, entonces podremos notar que S, es el semiplano dado por el siguiente
dibujo:
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Lema 3.1: Sea f tal que f(D(a,¢)) C S, para algin e > 0y d # 0.
k

Entonces si lim f(2)/e(z — a)® existe, éste debe ser igual a cero.

Demostraciéon: Supongamos lim% = b # 0. Sin pérdida de
z=ac(z —a

generalidad podemos suponer que b =1y que d = 1 (tomese f=d'fy

¢ = bd~'c). Claramente hay una sucesién z, tal que z, = a y c(z, — a)*

es un real menor o igual que cero, para todo n € N (use el Lema 1.1). Se

tiene:

1= lim f(z0)/c(2n —a)* = Re(lim f(zn)/clzn )"

= lim Re(f(zn))/c(2n —a)* <0.

n—oo

El Lema 3.1 tiene un significado geométricamente claro. Llamemos g

a la funcién c(z — a)*.

Nétese que g(z) tiende a cero en la direccién y
sentido que se quiera si se elige bien la manera en la que z tiende a a.

Mais concretamente dado un argumento # hay una sucesién {z, : n € N}
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la cual tiende a a tal que Vn € N, arg(g(z,)) = 0. Graficamente

a 9
e (Z)
C2h : 3;2,)

Si ﬁf)l — b # 0, entonces a medida que vayamos variando arbitraria-

mente los valores de 6, la funcién f debera comportarse de manera que los
valores arg(ﬁg—:%) tiendan a arg(b), lo cual le sera imposible si sus valores
(en un entorno de a) estan confinados a un semiplano dado.

De la discusién anterior deberia extraerse la importante observacion

de que en general saber que

IG) _
Mo 70

da mas informacién acerca de la relacién en el limite entre f y g que saber

f(2)

que lmg(— = 0 ya que el segundo caso es equivalente a que |f(z)| tienda
—ag(z . R
a cero mas rapidamente que |g(z)|, lo cual no nos dice nada de la relacion

en el limite entre arg(f(z)) y arg(g(2))-

Finalmente cabe destacar que decir que una funcién es analitica en
una regiéon G (o sea que existe f’(z) para todo z en () es en realidad una
condicién mixta que consiste en decir que sobre ciertos puntos de G se

verifica la fuerte condicién 3f’ # 0 y sobre el resto la mas débil 3f" = 0.
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Lema 3.2: Sea p(z) = a,z"+...4+a;2+ag, con n > 1,a, # 0. Entonces
si p(a) =0, p(z) = q(z)(z — a), donde

q(2) = anz" '+ (Gnoy + ana)z" 2 + (apn_g + ap_1a + ana®)z" 3 + .. +

(ay + aza + ... + a,a™ ).

Demostraciéon: Es un simple chequeo.

Un conocido corolario del lema anterior es que un polinomio de grado

n tiene a lo sumo n raices contadas con su multiplicidad.

Dados dos polinomios p, q, sin ceros en comun, podemos definir una

funcién R con dominio Dr = {z € C|¢(z) # 0}, dada por

R(z) = p(z)/q(2), z € Dr

Las funciones definidas de esta manera seran las llamadas funciones
racionales. Nétese que en virtud del lema anterior, el dominio de una

funcién racional es siempre el plano menos una cantidad finita de puntos.

Ejercicio: Una funcién racional asume una cantidad finita de veces

cada valor de su imagen.

Teorema del Médulo Maximo para Funciones Racionales.
Sea R una funcién racional. Supongamos que |R(a)| > |R(z)|, Vz €

D(a,€) con € > 0,a € Dg. Entonces R es constante.

Demostracién: Supongamos R es no constante. Sean p, q sin ceros

en comun tales que R(z) = p(z)/q(z), Vz € Dg. Se tiene que

— R(a) = 1@)p(z) —p(a)e(2)
R(z) — R(a) = 7@9z) , Vz€ Dp (2)
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y ya que el polinomio ¢(a)p(z) — p(a)g(z) es no constante (;por qué?) y
se anula en a, se tiene que por el Lema 3.1 hay un k£ > 1 y un polinomio

c(z) tales que

g(a)p(2) — p(a)q(z) = c(2)(z — a)*, ¥z €C, (3)
y ademas ¢(a) # 0. Usando (2) y (3) se deduce que
R(z) — R(a) _ «(2)

- , Vz € Dr — {a}.
G=aF ~ a@u) il
Pero entonces claramente se tiene que
lim M # 0. (4)

=2 (z —a)k

Si atendemos el siguiente dibujo:

R(z)-R(a)

Rz)
R@)

veremos que R(z) — R(a) € S_g(,), Vz € D(a,¢) (queda como ejercicio
probar que R(a) # 0 ya que R es no constante). Para probar esta iiltima

asercion geométricamente clara, recordemos que

< R(z),R(a) >= |R(2)||R(a)|cosb,
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donde 6 = angulo entre R(z) y R(a) (pensados como vectores de R?), lo

cual nos dice que

< R(z) — R(a),—R(a) > < R(a),R(a) > — < R(z), R(a) >
|R(a)|” — |R(2)| |R(a)|cost

> |R(a)|* - |R(2)| |R(a)| 2 0.

Vz € D(a,¢). Pero entonces por el Lema 3.1 (aplicado a f(z) = R(z) —
R(a)) hemos llegado a una contradiccién (ver (4)), la cual proviene de

suponer que R es no constante.

Lema 3.3: Sea p(z) = a,2" + ... + ag, con a, # 0 y n > 1. Entonces
zlLIglp(zH = o0, es decir VN € N existe un M € N tal que |z| > M =
lp(2)| = N.

Demostracion: Sea M; tal que

e a an
2| > My = | l+...+—§|§| §
z z 2
Sea M, tal que
n|an|
|Z|2M2=>IZ| TZN
Si |z| > M, y |z| > M,, entonces
- an_1 Qg
lp(z)] = |2]" lan + L
z z
Qp—1 Qg
> |z[*(|an] = |——+ -+ I)
z z

> |z|"102—ﬂI > N.

27




Es decir que basta con tomar M = maz(M;, M,;).

Ahora estamos en condiciones de probar el:

Teorema Fundamental del Algebra.

Si p(z) es un polinomio no constante, entonces p(z) tiene una raiz.

Demostracién: Sea M tal que |z| > M = |p(z)| > |p(0)|. Sea f la
restricciéon de |p(z)| a D(0, M). Ya que f es continua, por Teorema 2.3, f
alcanza su minimo en un 2, € D(0,M). Facilmente puede notarse que

Vz € C,

p(2)] = |p(zm);

lo cual nos dice que p(z,,) = 0 ya que de lo contrario la funcién racional
1/p(z) tendria en z,, un punto de médulo maximo contradiciendo el Teo-

rema del Modulo Maximo.
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