GRAGEAS ACERCA DEL TEOREMA DE PITAGORAS
Patricio G. Herbst

Gragea Historica

No hay dudas de que fue el mismo Pitagoras quien enuncio6 el teorema
que lleva su nombre y que probé el caso particular en que el triangulo
rectangulo es isosceles.

La autoria de la demostracion para el caso general permanece descono-
cida pues, como es sabido los miembros de la escuela pitagorica acostum-
braban atribuir todos sus descubrimientos al Maestro.

También es asunto de discusion cual es la prueba pitagorica del teo-
rema. Se sabe que la hermosa prueba sintética que da Euclides (Libro L.
Proposicion 47) fue reconocida como original por los comentaristas de la
época. Esto sin embargo, deja atiin un amplio margen de posibilidades.

Los historiadores discurren entre dos de ellas:

- la prueba sintética por diseccion que usa de dos cuadrados (ver
figura 1).

- la prueba por semejanza, que considera simultaneamente los tres
triangulos semejantes determinados al trazar la altura respecto de la hi-

potenusa (ver figura 2).
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Fig.2

Ambas podrian haber funcionado con los conocimientos de la época,
sin que este funcionamiento fuera el que considerariamos legitimo hoy en
dia.

A continuacién presentamos dos generalizaciones del teorema de Pitagoras,
donde sus demostraciones adscriben repectivamente a cada uno de los re-

gistros mencionados.

Gragea matematica: una generalizacion del teorema de Pitagoras

debida a Pappus.

Teorema de Pappus

Sea (abc) un triangulo cualquiera y (abmn) (bcpg) paralelogramos cua-
lesquiera.
Llamemos R = recta mn
S = recta pq b
Ry S se cortan en k.
Sea T' = recta bk y sean
T Ttq T || T || Ty 2

con ¢ € Ty, a € T; conside-

remos el paralelogramo (aczy)

tal quecz =bk, €T, yeTy. vy x Fig. 3
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Entonces: area (acry) = area (abmn) + area (bcpq).

Demostracion: Sean v, w tq {v} = TNae, {w} =TNTFysea z tq
{z}=TiN A
Observemos que (abkz) es un paralelogramo tal que area (abmn) = érea (abkz)
(porque tienen la misma base y estan contenidos entre las mismas paralelas
-R y la recta ab-).

Ahora observemos que area (abkz) = area (avwy) (porque ay = za

y estan contenidos entre las mismas paralelas - 7'y T; - ). Entonces
area (abmn) = area (avwy)

Similarmente se prueba que
area (bcpg) = area (cvwz)

y la conclusién buscada sigue.

Gragea didactica a propésito del Teorema de Pappus

Intuitivamente, una de las bondades del Teorema de Pappus es que su
demostracion ademas de elemental es facil: ello es asi porque casi todo lo
que hay que considerar para la prueba ya esta considerado en el enunciado.
No puede decirse lo mismo de la mayoria de las pruebas sintéticas del
Teorema de Pitagoras donde encontrar la figura conveniente y disecarla
es lo mas creativo de la prueba (y por ello bastante dificil de modelizar
su construcciéon). Por otra parte el mismo enunciado del Teorema de
Pitagoras aparece artificial.

El Teorema de Pappus puede servir para darle un origen natural al
enunciado del Teorema de Pitagoras: una vez enunciado y probado el Te-

orema de Pappus, pueden imponerse codiciones sobre los paralelogramos
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de teorema, preguntando cosas como si (abmn) y (bcpq) son rectangulos,
serd (aczy) rectangulo ? hasta fijar condiciones sobre (abc) para que si
(abmn) y (bepq) son cuadrados, (aczy) resulte cuadrado. (Lector : piense
en eso). Ese trabajo con el Teorema de Pappus origina el enunciado del

Teorema de Pitagoras y la demostracion de Pappus le es pertinente.

Gragea matematica: una generalizacion del Teorema de Pitagoras
debida a Thabit-Ibn-Al Qurra

Teorema de Thabit-Ibn-Al Qurra

Sea (abc) un triangulo arbitrario y sean R, S rectas por a tales que

RNbc = {z}
SNbe={y}
con (< azc) = (< bac)

y (< ayb) = (< bac). -
b X

Fig.4
Entonces |[a8][? + [[e||? = |[Bel| (|Iby]| + ||zc]])-

Demostracion:
(1) (2)
(abc) ~ (yba) ~ (zac)

(1) pues < bac =< bya y < abe =< aby.

(2) pues < bac =< azcy < ach =< acz.
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Entonces de la semejanza (1) se tiene en particular

la] _ |[egl
|locl|  [lad]|
y de la (2)
|lae|| _ [le=]] .
llbell  |lae]|
y la conclusién buscada sigue.
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