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Lema de Zorn.

Sea C' un conjunto. Una relacién binaria < en C se dice orden si se

satisfacen:

1) a <a
2) a Xb,b<Xc= a=<c Aziomas de orden
3) a =by b=<a=a=5b
Si se satisface 1). 2) v 3). entonces se trata de una relacion reflexiva,

transitiva y antisimétrica.

Luego (C, <) se dice que es un conjunto parcialmente ordenado.

Siz,y € Cyz <y sedice que z precedea y.

Si dados z,y € C se cumple que z < y 6 y < z entonces z e y se dicen
comparables.

(C,X) se dice que es un conjunto totalmente ordenado si todos sus

elementos son comparables.
Ejemplos

t) De conjuntos parcialmente ordenados:

Sea
U={1,234}

y sea B la famila de subconjuntos de U, i.e.:

B= {o.U,
{1}, {2}, {3}, {4},
{1,2},{1,3},{1,4}, {2.4}, {34}, {2,3)
{1,2,3},{1,3,4}. {2.3,4},{1,4,2}}

Ay




Démosle a B el orden de la inclusion, o sea si A € B y B € B entonces
A <X Bsi AC B, ie. tenemos (B,C). Se puede verificar facilmente que
esta relacion satisface los axiomas de orden. Luego diremos {1} < {1, 2},
6 {2,3} <{2,3,4} pues {1} C {1,2} 6 {2,3} C {2,3,4}.

Pero notemos que no todos sus elementos son comparables, por ejemplo
{1} con {2} 6  {2.3} con {3.4}. Por lo tanto (B, C) es un conjunto

parcialmente ordenado.

1) De conjuntos totalmente ordenados:

[) (N,<), donde < es el orden usual de los numeros naturales.

[I) (R.<), donde < es el orden usual de los numeros reales.

III) Sea A el conjunto de los pares ordenados de numeros naturales
(m.n).
Definamos en A el siguiente orden:

Diremos que (m,n) < (r,s)sim < r,y si m =r entonces n < s

Observemos que dos pares ordenados son iguales con este orden si y
solo si sus coordenadas son iguales. Ademas notemos que dados dos pares

ordenados cualesquiera son comparables, por ejemplo :

(13.124) < (13.786) y (1243,456) < (3435,1)

Este es un orden total. llamado el orden lezicogrdfico. Se puede ex-
tender a n-uplas de numeros reales. Observemos que el orden lexicografico
es similar al orden alfabético. digamos que una palabra es menor que otra

si aparece antes en el diccionario.

Diremos que M € (C, <) es marimo elemento si M sigue a todo ele-

mento de C.i.e. M = ¢.V ce C.




Anaélogamente, definimos como minimo elemento de C, un m € C tal

quem <X¢, V ceC.

Notemos que si tales elementos existen son tinicos. Pero no siempre
existen elementos maximos o minimos. por ejemplo, en (N, <), no existe

maximo elemento.

Volvamos por un instante al ejemplo ). Notemos que U es un elemento
maximo. Pero hay en B ~ {U} (ordenado con la inclusén) elementos
tales que ningun otro elemento de B ~ {U} lo contiene estrictamente,

por ejemplo

{1,2.3}, {1.3.4}. {2.3.4}. {1.4,2)

Estos elementos son llamados elementos maximales de B. Generalicemos

esta idea.

Definicion: Sea (C.=<) un conjunto parcialmente ordenado. Diremos

que M € (C,=X) es un elemento mazimal si para todo ¢ comparable con
M.c=< M.

Analogamente, se define elemento minimal como un elemento de C tal

precede a todo elemento comparable con él.

Notemos que si consideramos (' = {{1}, {2}.{3},{4}} v lo ordenamos
con la inclusion todos sus elementos son maximales. y si tomamos C' como

los reales con el orden usual no existen elementos maximales.

Luego cabe preguntarse. cuando (C, <) tiene elementos maximales. La

respuesta a esta pregunta esta dada por el lema de Zorn.
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Definicion: Sea (C,=) un conjunto parcialmente ordenado. Diremos
que un subconjunto 7 de C es una cadena si todos los elementos de 7 son

comparables, i.e. sia € n y b € 5 entonces a < b o bien b < a.

Observacion: Los elementos de la cadena pueden ser familias de con-

juntos. Aclaremos esto con el siguiente

Ejemplo:

Volvamos al ejemplo ii.

B= {0, U,
{1},{2}. {3}, {4},
{1.2},{1,3}.{1,4},{2,4},{3.4}, {2.3}
{1.2,3}.{1.3,4}.{2,3.4}.{1,4,2}}

Recordemos que habiamos considerado B ordenado con la inclusién.

Cadenas de este conjunto serian, por ejemplo:

= {{l}v{I’Q}v{1'2*3}~{1~213’4}}
n'= {¢ {2,3},{2,3,4}}
n"= {{4}}

Consideramos, ahora. la coleccion de todas las cadenas de una familia

parcialmente ordenada F. Dadas n y p dos cadenas de F diremos que
n = p si todo elemento de 7 esta en u.
Luego nos podriamos preguntar si existe una cadena maximal.

Tomemos el siguiente axioma, que contesta esta pregunta.




PRINCIPIO DE MAXIMALIDAD DE HAUSSDORFF

Sea F' un conjunto parcialmente ordenado. Entonces dada una cadena

n de F existe u, cadena maximal tal que n < u.

Deduzcamos ahora el lema de Zorn.
LEMA DE ZORN. Sea F u.: conjunto parcialmente ordenado tal
que toda cadena de F' tiene cota superior, i.e. para cada u cadena en

F Ja € F talquem < a ¥V m € u. Entonces existe un elemento maximal
en F.

Demostracién: El principio de maximalidad de Hausdorff, garantiza
la existencia de una cadena maximal y. Por hipdtesis existe una cota
superior a € F' de la cadena maximal u. i.e. m <a ¥Ym € 4. Luego a es
un elemento maximal de F.

Supongamos que no lo fuera, por lo tanto 3 b € F tal que a =< b.

Consideremos ahora la cadena

p=p U {b}

Pero u < 4/, lo cual es un absurdo, pues u era una cadena maximal.O
Veamos ahora ejemplos de aplicaciones del Lema de Zorn.
Ejemplo I:

Consideremos el conjunto de los numeros naturales N y consideremos

la siguiente familia de subconjuntos de N

F ={ACN: si € A, y€ A entonces zy es par }

Ordenemos esta familia con la inclusién.




Notemos que F' #  pues el conjunto de los nimeros pares pertenece

aF.

Sean = {C; : i € I } una cadena de 7, donde I es una familia de
subindices. Para aplicar el Lema de Zorn, deberiamos verificar que esta

cadena tiene una cota superior. Sea

M=U @

i€l
Claramente M > C; ¥ 1 € I. Faltaria verificar que M € F.
Tomemos z e y en M , luego por la definicion de M . z € C; para
algin: € Iyy € C; paraalgin ) € I. Como C es una cadena, C; C C;
6 bien C; C C;. Supongamos que C; € C,. Luego z € C;, por lo tanto
Ty es par pues C; C F.
Asi, tenemos que toda cadena de F tiene cota superior. Por el Lema

de Zorn tenemos que existe un elemento maximal en F.

Veamos coémo son esos elementos maximales. Observemos que el con-
junto de todos los numeros pares, que denotaremos por P, debe estar

contenido en el elemento maximal, pues de lo contrario no seria maximal.

Ademas, un elemento maximal puede contener sélo un nimero impar

pues si hubiera mas de uno el producto entre ellos daria un nimero impar.

Luego los elementos maximales de F’ seran

M,=P U {2k+1} kel

Observemos que no hay un tnico elemento maximal.




Ejemplo II:

Consideremos ahora, E un espacio vectorial sobre un cuerpo K.
Recordemos que un subconjunto A de E se dice linealmente indepen-

diente (L.i) si y solo si cualquier combinacién lineal finita de elemer.tos de
A, i.e.

N
Zagzi conzr; €A Vi=1.... N, ycon T, F T Str#k
i=1

es igual a 0 solo si cada a; es igual a 0.

Esto, es equivalente a decir que si un elemento de E puede ser escrito
como una combinacion lineal de distintos elementos de A con coeficientes
no nulos, esta representacion es inica, pues de lo contrario A no seria
linealmente independiente.

Un subconjunto B de E es una Base de Hamel si v solo si cada ele-
mento no nulo de E puede ser representado de manera tinica como una
combinacion lineal finita de elementos de B con coeficientes no nulos.

Una base de Hamel es necesariamente linealmente independiente. Nos
preguntamos si R como Q-espacio vectorial tiene una base de Hamel. La
respuesta es si y la da el Lema de Zorn.

Sea

L={A CR : Aes un subconjunto l.i. de R }

Observemos que L es no vacio, pues si a € R, entonces {a} es Li. .
Diremos que A; =< A,, si A, esta contenida en A,.

Queremos ver que un elemento maximal de L es una base de Hamel.




Sea C = {C; : i € I} una cadena en L. Deberiamos ver que C tiene
una cota superior. Sea S = UC;. Claramente C; C S Vi € I. Luego,
solo nos faltaria ver que S € L. Sean z;, z3, ....... , T, elementos de S tales
que ; # Tjsii # j, pero para algin 1o € I, z;estaen C;, Vi=1...n,
pues C es una cadena, por lo tanto son Li., y asi S es cota superior de C.
El Lema de Zorn nos dice que existe un elemento maximal H. Veamos
que H es una base de Hamel.

Supongamos que no lo sea, por lo tanto existe y € R, y # 0 tal que
no tiene la representacion como combinacion lineal finita de elementos de
H. Consideremos ahora el conjunto H U {y}. Este conjunto esta en L y

contiene a H, pero esto es un absurdo ya que H es maximal.

Desde hace tiempo. los hombres se han preocupado por medir cier-
tas cosas que lo rodean. Esto significa, elegir bajo algin criterio, cierto
patrén para caracterizar una propiedad determinada del objeto a medir.
Por ejemplo se puede medir la longitud de una varilla, o su peso. Los
objetos a medir pueden ser concretos o abstractos, y pertenecer a areas
muy diversas. La matematica no ha quedado ausente en las necesidades
humanas y ha elaborado la llamada teoria de la medida, sobre objetos

matematicos. Por ejemplo a los siguientes conjuntos:

I ={z€R:a<z<b}=(ab) intervaloabierto
I' ={z € R :a<z<b}=][ab) intervalosemi-abierto
I" ={z€R :a<z<b}=[ab] intervalo cerrado

la medida que se les asigna es su longitud, i.e. [(]) = b—a.
La longitud es un ejemplo de una funcién conjunto, esto es una funcion
que asocia un nimero real extendido( i.e. un mimero de R U {oc}) a cada

conjunto de una coleccién de conjuntos. En nuestro caso el dominio de la




funcién longitud es el conjunto de todos los intervalos. Se quiere extender
esta nocion de longitud a otros conjuntos mas complicados de R, o sea
definir una funcién de conjunto m, que asigne a cada conjunto £ de una
coleccion M de conjuntos de niimeros reales un nimero real extendido.
Idealmente quisieramos que m satisfaga la siguientes propiedades:

i) mE esté definida para cualquier subconjunto de niimeros reales. i.e.
que M = P(R).

1) Para un intervalo I. m/ = ().

iil) m(E) = m(E +a) Va € R, es decir que sea invariante por
traslaciones.

iv) Si{E,}32, es una sucesién en M de conjuntos disjuntos , entonces
m(U Ex) =Y E,.

Pero no es posible que una funcién medida satisfaga las cuatro propiedades
simultaneamente. Veremos, por ejemplo, el caso de la llamada medida de
Lebesgue que satisface las tres iltimas propiedades pero no la primera,
usando para ello las bases de Hamel.

Sea A un subconjunto arbitrario de R. Un cubrimiento numerable
de A por intervalos abiertos es una familia {1n}2<, de intervalos abiertos
tales que

A C I,.

s

=1

Definicion: Sea A un subconjunto de nimeros reales. Definimos como

la medida exterior de A a:

mT(A) = znf{Z l(1n) : {I.}Z, €s un cubrimiento por abiertosde A }.
=1
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La m® : P(R) — Ry es una aplicacion que satisface las siguientes
propiedades:

1) Si A C B, entonces m*(A) < m*(B).

12) Si I es un intervalo, entonces m*(I) = I(I).

u1) m” es invariante por traslaciones, i.e. m*(A) = m*(A+c¢) conc €
R.

Probemos la siguiente proposicién:

Proposicién: Sea {A,}72, una familia numerable de subconjuntos

de R. Entonces . .
m*((JAn) < ) m*(A4a).

1=1 =1
2
dida exterior un cubrimiento {I'}:2, de cada A, que satisface la siguiente

desigualdad:

Demostracion: Para cada n, dado existe por definicion de me-

o0

m~(A, 2i>211ﬂ *)

i=1
Observemos que como cada {I"},. es un cubrimiento de cada A,,
entonces la U, U; I C U, A,.y por lo tanto {I*}%,_, es un cubrimiento
de U, A,.
Luego, por (*)

o0

() A € 3D < 3 mi(An +e
n=1

n,i=1 n=1

Como ¢ era arbitrario,tenemos probada la proposiciéon. O
Definicion: Diremos que un conjunto F es medible si ¥ A C R
m*(A)=m"(ANE) + m" (AN E°)
donde E° denota E complemento.
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Veremos que existen conjuntos no medibles, usando que R como Q-
espacio vectorial tiene una base de Hamel.

Como consecuencia de la definicién de conjunto medible tenemos los
siguientes resultados:

t) Si E; y E, son medibles, entonces E; U E; es medible.

i) Si By E,, ..., E, son conjuntos disjuntos medibles y A es un

conjunto arbitrario, entonces

m* (AN [UL,E]) =) m* (AN E)).
=1

Usando 1) v ii) se demuestra que si {En}2%, es una familia numerable
de conjuntos medibles entonces la UsZ,En es medible, y ademas, si esta

familia los E; son disjuntos dos a dos entonces

m*(|J E.) = Y m*(Ey)
n—1 =1

Probemos esta iltima afirmacién. La proposicién anterior nos da una
desigualdad. Tratemos de obtener la otra. Si en la propiedad ii) consid-

eramos ese conjunto A como R, tenemos que para cada n fijo

m'(o E,) = Zn:m'(Ef)

n=1 =1

Luego, como UL, E; C U, E; Vn tenemos que

m*((JE) 2m (| JE)= Y m*(E)
=1 =1 =1

Como el término de la izquierda no depende de n, tenemos que

m'(o E;) > im'(E.-)

=] =1
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Ahora con todos estos resultados estamos en condiciones de comenzar
la construccién de un conjunto no medible.
Empecemos definiendo la suma mddulo uno en el intervalo [0,1).

Sean z e y en el [0,1)

H z+y, sxt+y<li
Y= .
z+y—1, stz+y>1

Ahora, si E es un conjunto medible contenido en el [0,1), entonces se
puede ver que E + c es medible v que m*(E + c)=m™E)Vec€eR
Definamos una relacion de equivalencia. Diremos quer ~ysiz—y €

Q. Sean z ~ y. Como R tiene una base de Hamel H como Q-espacio

vectorial , entonces existen z; # z, # ....... #Fzrnen Hyqo,q,....... gnen Q
tales que z = go+qiz1+...... +¢nZn y también existen y; # y; # ....... # Y
en Hyrgry,..... rm en Q tales que y =rg + ryy; + ... + PmYm-

Ahora,

r—y= (g+qz+.... + gnZTn) — (ro+TY1 + ...... + Tmlim)
(9o — 7o) + (121 + ... + qnZn) — (1iya + ... + TmYm))

Como z ~ y, entonces z — y € Q. Luego

(g1zy + -.... + @nZn) — (T1y1 + ...... +Tm¥m)) € Q

pues go —ro € Q. Pero esto es una contradicién, a menos que m = n y
que para cada ¢ T; = yx y ¢; = ri para algin k

Consideremos ahora como

P= {z€0,1) : 3z, #z3#....... #znen Hy go,q,....... gnen Q
talesquez = go + 11 + ...... + gnZTn, congo =0} U {0}
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Sea {r;}Z; una enumeracién de los racionales de [0,1), con ry = 0,y
definamos P, = P + r,.

Asi By = P. Notemos que UP; = [0,1), pues sea z € [0,1) entonces z
va a diferir de algin elemento de P en un racional, por lo tanto esti en
algun P,

Ademas, NP, = O si i # k. pues si suponemos que existe z € P;N P,
entonces z =p+r; = m+r; con p,m € P. Por lo tanto. P—meQNP,
luego p = m y asi r; = r(, lo que es una contradiccion.

P es un conjunto no medible

Probemos esta afirmacion. Supongamos que sea medible. por lo tanto.
como cada P, = P + r;, también es medible. v m*(P;) = m*P).

Asi.como UP, = [0,1) y PNP. = si # k.tenemos

o o

1=m"0,1) = m'(U P)= Zm'(P,) = i m*(P)
=1

§=1 =1

Pero si m*(P) > 0 esto me diria 1 = oo y si m*(P) = 0 entonces 1=0.

Absurdo que provino de suponer que P era medible
Ejemplo 11I:

Consideremos un anillo R conmutativo. y sea S un subconjunto no
vacio de R que es cerrado para las operaciones del anillo R, 1.e. un sub-
anillo.

Un subanillo 7 de R se dice ideal si

re Ryzel = rzel

Diremos que un ideal M es marimal si M # R y para todo ideal N
talque M C N C R N =R, 6bien N = M. Observemos que
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M maximal implica que 1 ¢ R, puessir € Ry lg € M, entonces
M = R.

Supongamos ahora que R # {0}, donde {0} es el ideal cuyo tnico
elemento es el 0, y tiene identidad, i.e. 31g € R, tal que rlg =
r Vr € R. Entonces en R siempre existe un ideal maximal, de hecho,
todo ideal I en R estda contenido en un ideal mazimal.

Pues:

Como {0} es un ideal de R,y R # {0}, basta con probar la segunda
afirmacién.

Sea A # R un ideal. y sea
S ={B# Ridealde R : A C B }

S #©,yaque A € S. Ordenemos a S con la inclusién. Verifiquemos
que toda cadena C' = {C; : i € I} tiene cota superior en S, para poder
aplicar Zorn.

Sea C = UC;. Claramente C; CC Vi€ I. Veamos que C € S.

Sean a, b € C. entonces para algin :, k € I,a € C;yb € Cs.

Como C; esun ideal.a—b € C;vra € C;, V r € R.

Como C es una cadena, podemos suponer que Cx C C;, asi a,b € C;.

Asi a,b € C implicaquea—b € C yquera € C, Vr € R. Luego
C es un ideal.

Como AC C;, V @ € I, entonces A C C. Nos falta ver que C # R.
Pero como cada C; # R, entonces 1g ¢ C;, Vi € I, (pues si 1 esta en
algin Cj, como C; es un ideal, entonces C; = R), por lo tanto 1g ¢ C' y
asi C # R. Finalmente, hemos visto que C € S.

Luego el Lema de Zorn, nos dice que existe un elemento maximal en

S. Pero este elemento maximal es claramente un ideal maximal en R que
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contiene a A.

Recordemos que estabamos considerando un anillo conmutativo R con
identidad 1g.

Decir que {0} es un ideal mazimal en R es equivalente a decir que R

€S un cuerpo.

Supongamos que R es un cuerpo, y que M es un ideal maximal.
Veamos que M = {0}.

Seam € M. Sim # 0, como R es un cuerpo, entonces m~! € R
Ademas, M es un ideal, por lo tanto mr € M, V r € R, en particular,
parar =m™' ie. que lg = mm~! € M. Pero esto nos diria que M = R,

pero M es maximal. Concluimos que M = {0}.

Veamos la reciproca. Supongamos ahora que {0} es un ideal maximal.
Veamos primero que R no tiene divisores de cero. i.e. si a € R. a # 0 es
un divisor de cero si existe b € R, b # 0 tal que ab= 0

Supongamos que existen a, b # 0 tal que ab = 0. Consideremos ahora
los ideales generados por a y b, que denotaremos por (a) y (b) respecti-
vamente. (Notar que como R es conmutativo y tiene 1g, (a)=Ra=aR).
{0} C (a) y {0} C (b). Como {0} es un ideal maximal, entonces (a) =
R = (b).

Notemos que (a)(b) C (ab). Pues, sean a; € (a) y b, € (b). quiero ver
que a;b; € (ab). Como a; € (a). entonces existe r, € R tal que a; = ar,
y como b; € (b), entonces existe r; € R tal que by = bry, por lo tanto
a1b; = arybry, como R es conmutativo, a b, = (rir2)ab = ra;b,, lo que
implica que a,b;, € (ab).

Observemos también, que como 1i € R, entonces RR = R.
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Asi
R = RR = (a)(b) C (ab) = {0}.

Absurdo que provino de suponer que R tenia divisores de cero.

Veamos ahora que sim € Rom # 0, 3 s € R tal que ms = 1. Sea
m # 0y consideremos ahora el ideal generado por m, i.e. (m) Nuevamente,
como {0} C (m)y {0} es un ideal maximal, entonces (m) = R. Como
lr € R =(m) = mR, entonces existe s € R tal que 1g = ms.

Por lo tanto, R es un anillo de divisién, como ademas es conmutativo,

entonces es un cuerpo.
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Universidad Nacional de Cordoba.

17



