
E d itorial 

Nuestra revista, en sus casi 15 años de existencia no ha recorrido un 
camino sencillo. Sin embargo gracias al esfuerzo y generosidad de profe­
sores, secretarios y colaboradores, sigue adelante y ha alcanzado un razona­
ble grado de independencia y regularidad en su aparición. Somos conscientes 
de que hay aun mucho por hacer, pero una revista como la nuestra en­
cuentra, con intermitencias, problemas de insuficiente financiación pérdida 
de personal de apoyo, variación de la calidad y costos de impresión. Si­
multáneamente debemos atender dos cuestiones fundamentales la búsqueda 
de buen material para publicación y el alcance de una mejor difusión. 

na dificultad de siempre es la poca interacción con nuestro desti­
natarios naturales los profesores de Matemática y los alumnos de los pro­
fesorados y licenciaturas en Matemática. La revista necesita y desea incre­
mentar las contribuciones de los profesores y estudiantes de Matemática de 
todo el país, sea en la propuesta de problemas o de sus solucion~s en el ,e~vío 
de artículos y noticias de interés general, así como de sugerencias Y cnticas. 
La revista ganará en riqueza si las contribuciones se diversifican, mostrando 
mayor variedad de temas y de puntos de vista. En adelante esperamos que 
esta columna ayude a incrementar la comunicación con el lector. En ella 
nos referiremos brevemente a temas de actualidad en Matemática Y en la 
Enseñanza de la Matemática. 

Aprovecho la oportunidad para agradecer la confianza y el fuerte .apoyo 
de nuestros lectores, de la nión Matemática Argentina y de las autondades 
de nuestra Facultad a través de todos estos años. 

Roberto Miatello 

Propiedades de refracción de cónicas 
A-f. A vio, R. Azpiroz, E. Güichal, M.F. Lusente 

R esumen. Dados una recta ~ un punto F que no pertenezca a ~ y 

un número real ~:(0 < t: < 1), e define una elipse como el lugar geométrico 

de todos los puntos P del plano determinado por ~ y F, tales que el 

cociente entre las distancias de P a F y de P a ~ es constante, igual a 

e i e traza la recta 1, tangente a la elipse en el punto P (que no sea 

uno de sus vértices), las rectas 1 y 1 se cortan en un punto N tal que los 

segmento P F y N F son perpendiculares. Esta sencilla propiedad permite 

interpretar a la constante t: en términos de propiedadaes de refracción de 

la elipse. Se compara e ta demostración con la dada por R. Descartes en 

el Discurso III de La Dióptrica' y se comentan algunas experiencias 

que permiten visualizar esta propiedad. Resultados similares pueden ser 

demo trados para las hipérbolas. 

l. Notación. 

A, B .. . P, Q ... denotarán puntos del plano. 

~ 1, I:, ... servirán para designar rectas en ese plano. 

AB denotará el segmento de recta con extremos en los puntos A y B. 

IAB I indicará la longitud del segmento IAB I. 

< P F R denotará el ángulo con vértice en F determinado por las dos 

semirectas con origen en F y que contienen a los puntos P y R respecti­
vamente. 

O a f3 <p ••• denotarán números reales correspondientes a las medi-

das en el istema natural de algunos de los ángulos que aparecerán. 
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Como e habitual, identificaremo el ángulo con u medida y si por 

Pjcmplo. e e la medida del ángulo < PFA1 notaremo < PF.\1 = e. 
También escribiremo expre ione del tipo: en < P F Af = ene, haciendo 

abuso de la notación, ya que en el primer miembro el símbolo "sen denota 

una función que asocia un número real a un ángulo, mientras que en el se­

gundo miembro, indica la notación habitual para la función trigonométrica 

de variable real: y = en x. 

2. Una propiedad de la elipse. 

Definiremos una elipse como el lugar geométrico de todos los punto P 

del plano determinado por una recta 6 y un punto F que no pertenezca 

a ella, tales que el cociente entre las distancias de P a F y de P a 6 es 

constante igual a t, donde tes un número real {O < t < 1) denominado 

'excentricidad" de la elip e. El punto F será un foco de la elipse y 

la recta 6 será llamada la directriz" correspondiente al foco F. Los dos 

puntos de la elipse que se encuentran respectivamente, más próximo o más 

alejado de la directriz, son llamados sus "vértices '. 

La propiedad que queremos probar está enunciada en la siguiente 

Proposición. Si se traza la recta¡, tangente a la elipse en el punto 

P (que no sea uno de sus vértices), las rectas¡ y 6 se cortan en un punto 

N tal que los segmentos P F y N F son perpendiculares. 

El resultado mencionado es ya conocido y puede ser probado intro­

duciendo algún sistema apropiado de coordenadas. La demostración que 

daremos está basada en la verificación directa de que el triángulo con 

vértices en P, N y F (ver Fig. 1) es un triángulo rectángulo (con su 

ángulo recto en F). Esto será consecuencia del teorema recíproco del de 
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Pitágoras (Proposición 4 , Libro 1 de "Los Elementos" de Euclides) ya 

que mostraremos que vale la siguiente relación: 

(1) 

ftS"ura 1 

Observación. Aunque no queremos introducir en forma sistemática 

un sistema de coordenadas, se podrá observar que los cálculos que re­

alizaremos para determinar las longitudes de los segmentos mencionados, 

están relacionados con un sistema de coordenadas polares, con el punto F 

como origen y con la recta perpendicular a 6 y que pasa por F, como eje 

polar. 

tilizaremos dos parámetros para definir exactamente a la elipse: uno 

de ellos será el número t ya definido como su excentricidad y el otro será 

el número l que nos da la mitad de la longitud del segmento o cuerda 

(denominado 'lado recto de la eli p e), que pasa por F y es paralelo a la 

directriz. En la Fig. 2 se tiene que l = IF Rl. Como R es un punto de 

la elipse y la distancia de R a 6 es igual a IF MI donde M es el punto 

de intersección de 6 con la recta perpendicular a ella que pasa por F se 

tiene que 
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(2) IFMI= ~ 
f. 

,, 

Figura 2 

Dado un punto P de la elip e, designaremo con () a la medida del 

ángulo < P F 1.1 ; A a la recta perpendicular a 1::::. que pasa por F; Q al 

punto de 1::::. tal que IPQI da la distancia de P a 1::::. y P' al punto de A tal 

que IP P'l es perpendicular a A. (Ver Fig. 2). 

Por ser P un punto de la elipse, se tiene que IP Fl = t IPQI. 
Si consideramos un punto P tal que ~ < () < 1r se tendrá que: 

IP'FI -- = cos( 1r - ()) = -cos () 
IPFI 

Es decir que: IP'FI = -IPFicose. 
Pero por otra parte: 

1 l 
IP'FI = IP'MI-IFMI = IPQI-IFMI = -IPFI--

f. f. 

En consecuencia, se tiene que: 

1 l 
-IP Fl-- = - IP Fjcos e 
f. f. 

de donde se deduce : 

4 

(3) IIP Fl = 1 + ~co O 1 

Ejercicio. Verificar que si O < () ~ ~, también se tiene que 

IPFI = l 
1 + f.CO (} 

A continuación encontraremos una relación que nos defina la medida 

a del ángulo que forma la recta -- que pasa por dos puntos PI y P2 de la 

elip e, con la recta.\ uponiendo que los punto han sido elegidos de modo 

tal que L: no sea paralela a A. (Ver Fig. 3). Sea A el punto de intersección 

de L: con una perpendicular a :E que pasa por F y sea (3 = < AF M. 

t ¡gura 3 

e tiene entonces que: 

y que 

en consecuencia: 

i usamos la relación (3) para PI y para P2 , obtendremos que: 

l l 
() co ((JI - ) = 

1 
() cos( ()2 - {3) 

1 + f. co I + f. cos 2 
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que puede escribirse como 1gue: 

(4) cos( 01 - (3) - cos ( 82 - (3) = t sen ( 82 - BI) sen (3. 

U san do las fórmulas trigonométricas: 

Cf>l + 'P2 'P2 - Cf>l cos cp1 - cos cp2 = 2 sen 
2 

sen 
2 

y 2 <() <() sen cp = sen 2 cos 2• 

la expresión ( 4) puede escribirse: 

que, cuando el =/: 02 es equivalente a: 

(5) 

Pero esta expresión tiene aún sentido cuando 81 = 82 y nos servirá 

para obtener la relación buscada cuando la recta secante L: se tran forme 

en la recta¡, tangente a la elipse en el punto P. 

Si hacemos entonce 01 = 02 =O en (5) obtenemos (ver Fig. 4): 

6 

(6) 

en( O- (3) = tsen(J 

que puede escribirse como sigue: 

sen O cos (3 - cos O sen (3 = t sen(J 

o bien: 

sen Bcos (3 = ( t + cos B)sen (3 

de donde se deduce que: 

(3 
senO 

tg = --­
t +cosO 

y como (3 = a + ~ resulta que: 

t +cosO 
tga= ---­

enB 

Esta fórmula nos permitirá calcular los elemento que nos faltan para 

probar la relación ( 1). En efecto observando la figura siguiente se puede 

verificar que: 

rlg-ura 5 
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IN MI 

Luego: 

= INQI + IQ.tii = 

= IPQitga + IP P'i = 

= ~ IP Fjtga + IP FjsenO = 

1 = IP Fl( enO + -tga) = 
f. 

= IPFI( enO- f.+ cosO)= 
f. enO 

= -iPFitcos
2
0 +cosO 

f. senO 

INMI = -~ co o 
f. senO 

Aplicando el teorema de Pitágoras al triángulo con vértices en F M y 
N obtenemos que: 

(7) 

( ) 

IFNI 2 = IFMI 2 + INMI 2 = 

¡2 1 

Esto es: 

¡2 1 
IFNI2_ ---

- t 2 sen20 

De (3) y (7) se deduce que: 

Por último de la figura 5, e desprende que: 

IP.t\ 1 = IPQI = IPFI 
COS Q f.COS Q 

1 
-

f. cos a(1 +f. cosO) 
es decir que: 

¡2 (f. + cos 0)2 1 - -(1 + )-,--------
- f.2 sen2 () (1 +f. cos 0)2 

En consecuencia se tiene que: 

(9) 

Comparando ( ) y (9), concluímos que 

Como queríamos demostrar. 

3. Una consecuencia de esa propiedad. 

Como una consecuencia inmediata de la propiedad demostrada en 
la sección anterior. veremos un resultado que puede ser interpretado en 
términos de refracción de un rayo de luz que pasara de un medio ho­
mogéneo a otro de distinta densidad. Imaginemos un rayo luminoso que 
e propaga en el aire y penetra en un cuerpo cuya sección tiene forma de 

elip e. i el rayo seguía en el aire una dirección paralela al eje mayor de 
dicha elipse al penetrar en el cuerpo cambiará la dirección de su recorrido 
y si el índice de refracción del material con que está construído ese cuerpo 
coincide con el recíproco de la excentricidad de la elipse, la desviación del 
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rayo será tal que pasará por el foco de la misma. En efecto, veamos para 

ello la figura 6. 

Por ser P un punto de la elipse, se tiene que IPQI 
consecuencia: 

IPQI 1 

IPFI t 

~ IPF I y en 
t 

Si dividimos numerador y denominador del primer miembro por el 

número que nos da la longitud del segmento P N obtenemos: 

(10) IPQI IPFI 1 
IPNI: IPNI = ~ 

Y observando que tanto el triángulo con vértices en los puntos P F y 

N como el triángulo con vértices en P, Q y N son triángulos rectángulo , 

podemos escribir el cociente anterior en la forma: 

(11) 
1 

t 

Si :=:denota la recta perpendicular a 1 en el punto P es fácil comprobar 

que 

10 

< P Q = O:¡ · < P N F = O r 

con lo cual la expresión ( 11) puede ser escrita en la forma: 

(12) sen a ¡ ·1 
---=k, donde k=­
sen a r t 

Pero esta fórmula expresa la ley de refracción de Snell, esto es: el 

cociente entre los valores de los senos de los ángulos de incidencia y de 

refracción que forma un rayo de luz con la recta normal a la elipse en el 

punto P, es constante. 

Este resultado geométrico fue probado por R. Descartes en el Dis­

curso VIII de "La Dióptrica', uno de los tres ensayos que aparecen a 

continuación de su Discurso del método' publicado en 1637, aunque 

no llega a obtener la ley correcta para la propiedad de refracción de la 

luz pues estaba convencido de que la velocidad de la luz se incrementaba 

cuando pasaba de un medio a otro de mayor densidad. Para demostrar 

esa propiedad de la elipse, Descartes utiliza una construcción geométrica 

basándose en otras propiedades de esa curva: a) que es posible encontrar 

otro punto F' (el otro foco) tal que la suma de las distancias de P a F y 

a F' es constante para cualquier punto P de la elipse y b) que los radios 

focales es decir los segmentos P F y P F', forman ángulos iguales con la 

recta 1 tangente a la elipse en P y en consecuencia la recta normal :=: es 

bisectriz del ángulo < F P F'. 

Por el punto P (ver Fig. 7) se trazan las rectas tangente y normal a 

la elipse y un segmento P A paralelo al diámetro mayor D ]( y de igual 
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longitud que P F y desde A y F, do perpendiculares a la recta normal:=:, 

que determinan los puntos L y G. 

Figura 7 

Si observamos que los triángulos t::.ALP y t::.FGN son semejantes y 

tenemos en cuenta que IAPI = IP Fj, resulta que: 

(13) IALI - IAPI - IAPI 
IGFI- INFI- NFI 

Por el punto F' que denota el otro foco de la elipse trazamos una 

paralela a P N hasta intersecar la prolongación de P F en el punto O. Los 

triángulos t::.P N F y t::.O F' F son semejantes, de modo que se tiene que: 

(14) 
IPFI 
INFI 

IOFI 
IF'FI 

IOPI + IPFI 
IF'FI 

IPF'I + IPFI- IDKI 
IF'FI - IF'FI 

Las dos últimas igualdades son consecuencias de las propiedades a) y 

b) citadas antes. Si denotamos con k a la constante definida por el último 

cociente que aparece en (14), se tiene que k> 1 y de (13) y (14) se deduce 

que: 

IALI 
IGFI =k. 

12 

Si dividimo el numerador y el denominador del primer miembro por 

IAPJ, que es igual a IP Fj, por construcción, obtenemos que: 

IALI IGFI 
IAPI : IPFI =k. 

sen < APL 
que puede ser expresado en la forma: = k, que coincide 

sen< GPF 
con (12). 

Un resultado análogo, válido para cada una de las ramas de una 

hipérbola (y cuya demostración queda a cargo del lector), puede ser enun­

ciado de la siguiente forma: 

Definición. na hipérbola e el lugar geométrico de todos los puntos 

P del plano determinado por una recta ~ y un punto F que no pertenezca 

a ella, tales que el cociente entre las distancias de P a F y de P a t::. e 

constante igual a E donde E es un número real (E > 1). 

Proposición. Si se traza la recta T , tangente a a la hipérbola en el 

punto P (que no sea uno de sus vértices) las rectas T y t::. se cortan en 

un punto N tal que los segmento P F y F son perpendiculares. 

T 

f'tgura 8 N 

4. Comprobación práctica. 

Como un medio de comprobar prácticamente la propiedad mencionada, 
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buscamos construir una elipse que permitiera verificarla en forma visual. 

Luego de analizar varios materiales posibles (vidrio, acrílico etc.) que 

no pre entaban grandes dificultades para su cortado y pulido decidimo 

la utilización de un material epoxi ARALDIT j3 que era empleado en 

estudio ralizados en el Laboratorio Experimental de Tensiones, del De­

partamento de Ingeniría, de la niversidad acional del Sur. 

Se cortó en primer lugar una emicircunferencia de dicho material 

que fue utilizada para determinar su índice de refracción con re pecto al 

aire, obteniéndose el valor k = 1, 591 ±O, 003 para un haz de luz emitido 

por un Laser He-i\e de un diámetro de 0,59 mm y una longitud de onda 

). = 632, mm. Con ese dato e construyó luego la mitad de una elip e 

de excentricidad t = 1/ k y utilizando el mi mo haz e tomaron vanas 

fotografías que permitían verificar la propiedad e tudiada. 

La primera de las reproducciones que ilu tran e te trabajo mue tra el 

equipo utilizado: n disco de Haut sobre el que ha sido fijada la media 

elipse, en la que se ha señalado una recta que marca la dirección de su 

semieje mayor y otra recta perpendicular a ésta, que la interseca en el foco. 

A la derecha se observa el emisor del Laser, sostenido sobre un soporte 

que permite su desplazamiento, de modo tal que la emisión del haz de luz 

sea paralelo al semieje mayor de la elipse. 

La segunda fotografía, con expo iciones múltiples, tomada con una 

cámara reflex con tiempos de exposición de 10-30 seg., muestra cómo se 

desvía parte del haz al penetrar en el otro medio pasando siempre por el 

foco de la elipse. Se puede observar también que parte del haz se refleja 

formando en cada caso un ángulo de reflexión igual al de incidencia. 
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Sucesiones definidas de manera recurrente 
Leandro Cagliero 

Comunmente se entiende que una sucesión de números reales o comple­

jos está definida recurrentemente cuando cada término de ella está definido 

en función de los anteriores; y los primeros están definidos de ' antemano". 

eamos algunos ejemplos para comprender la idea 

Ejemplo. 

(I) O:n = a;_2 - 3an- 3; O:o = 1, O'¡ = 2 O'z = 4 

De este modo tenemos 

0'3 = a~ - 3ao = 4 - 3 = 1, 

a:4 = a~ - 3a1 = 16 - 6 = 1 O, 

as = a~ - 3az = 1 - 12 = -11 etc. 

Es decir la sucesión es { 1 2 4, 1, 10, -11 ... } . 

Intentemos dar una idea más formal de este concepto. En lo que sigue 

denotaremos con F al cuerpo de los números reales R o al cuerpo de los 

números complejos C y consideraremos el problema de hallar sucesiones 

{a¡} en F que satisfagan: 

{ 
O'n = ~(an-I O'n-z, ... ,O'n-k,n) 

ao = Ao; ... · O'k-1 = Ak-1· 

donde ~ : FkxN --t Fes una función arbitraria y A0 A1 ••. , Ak-I son 

valores prefijados en F. 

Llamaremos a: 
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