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Resumen. Dados una recta A, un punto F que no pertenezca a A y
un numero real €(0 < € < 1), se define una elipse como el lugar geométrico
de todos los puntos P del plano determinado por A y F, tales que el
cociente entre las distancias de P a F y de P a A es constante, igual a
€. Si se traza la recta v, tangente a la elipse en el punto P (que no sea
uno de sus vértices), las rectas v y 7 se cortan en un punto N tal que los
segmentos PF'y N F son perpendiculares. Esta sencilla propiedad permite
interpretar a la constante € en términos de propiedadaes de refraccién de
la elipse. Se compara esta demostracién con la dada por R. Descartes en
el Discurso VIII de “La Didptrica” y se comentan algunas experiencias
que permiten visualizar esta propiedad. Resultados similares pueden ser

demostrados para las hipérbolas.

1. Notacién.

A, B, ..., P, Q, ... denotaran puntos del plano.

A,v,E, ... serviran para designar rectas en ese plano.

AB denotara el segmento de recta con extremos en los puntos A y B.

|AB| indicara la longitud del segmento |AB].

< PF'R denotar4 el angulo, con vértice en F, determinado por las dos
semirectas con origen en F y que contienen a los puntos P y R, respecti-
vamente.

0,a,8,¢, ..., denotaran nimeros reales, correspondientes a las medi-

das, en el sistema natural, de algunos de los angulos que apareceran.




Como es habitual, identificaremos el angulo con su medida y si, por
ejemplo, 6 es la medida del angulo < PFM, notaremos < PFM = §.
También escribiremos expresiones del tipo: sen < PFM = senf, haciendo
abuso de la notacion, ya que en el primer miembro el simbolo “sen” denota
una funcion que asocia un nimero real a un angulo, mientras que en el se-
gundo miembro, indica la notacién habitual para la funcién trigonométrica

de variable real: y = sen z.

2. Una propiedad de la elipse.

Definiremos una elipse como el lugar geométrico de todos los puntos P
del plano determinado por una recta A y un punto F que no pertenezca
a ella, tales que el cociente entre las distancias de P a F y de P a A es
constante, igual a €, donde € es un nimero real (0 < € < 1) denominado
“excentricidad” de la elipse. El punto F sera un “foco” de la elipse y
la recta A sera llamada la “directriz” correspondiente al foco F. Los dos
puntos de la elipse que se encuentran respectivamente, mas préximo o mas

alejado de la directriz, son llamados sus “vértices”.
La propiedad que queremos probar esta enunciada en la siguiente

Proposicién. Si se traza la recta v, tangente a la elipse en el punto
P (que no sea uno de sus vértices), las rectas y y A se cortan en un punto

N tal que los segmentos PF y NF son perpendiculares.

El resultado mencionado es ya conocido y puede ser probado intro-
duciendo algin sistema apropiado de coordenadas. La demostracién que
daremos esta basada en la verificacion directa de que el triangulo con
vértices en P, N y F (ver Fig. 1) es un triangulo rectangulo (con su

angulo recto en F). Esto sera consecuencia del teorema reciproco del de




Pitagoras (Proposicién 48, Libro 1 de “Los Elementos”, de Euclides) ya

que mostraremos que vale la siguiente relacién:

(1) |PF|* + |FN|* = |PN]?

N~

g
A
Figura 1

Observaciéon. Aunque no queremos introducir en forma sistematica
un sistema de coordenadas, se podra observar que los calculos que re- -
alizaremos para determinar las longitudes de los segmentos mencionados,
estan relacionados con un sistema de coordenadas polares, con el punto F
como origen y con la recta perpendicular a A y que pasa por F, como eje

polar.

Utilizaremos dos parametros para definir exactamente a la elipse: uno
de ellos sera el niimero ¢ ya definido como su excentricidad y el otro sera
el nimero /, que nos da la mitad de la longitud del segmento o cuerda
(denominado "lado recto” de la elipse), que pasa por F y es paralelo a la
directriz. En la Fig. 2 se tiene que [ = |[FR|. Como R es un punto de
la elipse y la distancia de R a A es igual a |[F M|, donde M es el punto
de interseccién de A con la recta perpendicular a ella, que pasa por F, se

tiene que
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Figura 2

Dado un punto P de la elipse, designaremos con # a la medida del
angulo < PFM ;A a la recta perpendicular a A, que pasa por F; Q al
punto de A tal que |PQ| da la distancia de P a A y P’ al punto de A tal
que |PP’| es perpendicular a A. (Ver Fig. 2).

Por ser P un punto de la elipse, se tiene que |PF| = ¢ |PQ)|.

Si consideramos un punto P tal que 7 < 6 < 7, se tendra que:

|P'F|
|PF|
Es decir que: |P'F| = —|PF|cos¥.

Pero, por otra parte:

= cos(m — 0) = —cos b

l

€

1
|P'F| = |P'M| - |[FM| = |PQ| - |FM| = - |PF| -

En consecuencia, se tiene que:

l

1
—|PF|— - = —|PF|cos@
€ ¢

de donde se deduce :



1

(3) = 1 + ecosf

Ejercicio. Verificar que si 0 < < 7, también se tiene que

l
PF|l= —.
| | 1 + ecos

A continuacion, encontraremos una relacién que nos defina la medida
a del dngulo que forma la recta £ que pasa por dos puntos P, y P, de la
elipse, con la recta A, suponiendo que los puntos han sido elegidos de modo
tal que ¥ no sea paralela a A. (Ver Fig. 3). Sea A el punto de interseccién

de ¥ con una perpendicular a ¥ que pasa por F y sea 3 =< AFM.

Figura 3

Se tiene entonces que:

|PLF |cos(6, — B) = |FA

Y que
|P,F|cos(8; — 3) = |FA.

en consecuencia:
|P1F|cos(01 — ,B) = |P2F|cos(02 - ,3)

Si usamos la relacién (3) para P, y para P,, obtendremos que:

l l
v —By=— _cosll, —
1+ €ecosb, costtresi) 1+ €cos b, cos{la =B
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que puede escribirse como sigue:

(4) cos(6y — B) — cos (0; — B) = esen (6, — 6;) sen 3.

Usando las féormulas trigonométricas:

9 can P1 T 92 Y2 — 1
€OS (p1 — €08 (P = 2sen—— sen—

& ~

@

y senp =2sen % cos

WIS

la expresion (4) puede escribirse:

+6,—28 6,—6 ‘ ,—6, 6,—-86,
2 sen sen = €2sen cos sen/3
2 2 2 2

que, cuando 6, # 6,, es equivalente a:
_ 6, + 6, — 23 0, — 6,
(5) sen————— = € cos——— sen 3

2 2
Pero esta expresién tiene ain sentido cuando 6, = 6, y nos servira

para obtener la relacién buscada, cuando la recta secante ¥ se transforme

en la recta v, tangente a la elipse en el punto P.

Figura 4

Si hacemos entonces 6, = 0, = 6 en (5), obtenemos (ver Fig. 4):

6




(6)

sen(f — 3) = esenf

que puede escribirse como sigue:

sen @ cos 3 — cos fsen 3 = esenf3

o bien:

sen fcos 3 = (€ + cos f)sen 3,

de donde se deduce que:

tgf = senf
= € + cosl
y como 3 =a + 7, resulta que:
€ + cosb
fga————
senf

Esta férmula nos permitira calcular los elementos que nos faltan para

probar la relacién (1). En efecto, observando la figura siguiente, se puede

verificar que:

Figura 5




INM| = |NQ|+ QM| =
|PQl|tga + |PP'| =

Il

= 1|PF|tga + |PF|senf =

1
= |PF|(senf + —tga) =
€

050
= |PF|(senf — ks 08 =

esent

— _|PF| €cos?0 + cosf

€ senf

i | cosf
Luego: INM| = =% ond

Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo con vértices en F, M y

N, obtenemos que:

|[FN|? = |[FM|? + INM|? =
1?2 12 cos’d B
€ ' €2sen?

? 1

€2 sen?f

Esto es:

? 1
€2 sen?d

(7) [FNJ? =

De (3) y (7) se deduce que:

? 14€+42ecosh
€2 sen?f (1 + ecosf)?

(8) |PF* + |[FN?| =

Por iltimo, de la figura 5, se desprende que:
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Py PQU_ PRI 1 1

cosa  ecosa € cosa(l + ecosb)

es decir que:

P 1+tg%a
2__'“:
SulaE € (14 €ecosb)?
B 12( (e+cos¢9)2) 1
e sen?f 7 (1 + ecosf)?

En consecuencia, se tiene que:

P 1+€+2ecosh
N> =—
(9) B €? sen?0(1 + € cosh)?

Comparando (8) y (9), concluimos que

|PF|*+ |FN|?* = |PN|?

Como queriamos demostrar.

3. Una consecuencia de esa propiedad.

Como una consecuencia inmediata de la propiedad demostrada en
la seccién anterior, veremos un resultado que puede ser interpretado en
términos de refracciéon de un rayo de luz que pasara de un medio ho-
mogeéneo a otro, de distinta densidad. Imaginemos un rayo luminoso que
se propaga en el aire y penetra en un cuerpo cuya seccién tiene forma de
elipse. Si el rayo seguia en el aire una direccién paralela al eje mayor de
dicha elipse, al penetrar en el cuerpo cambiari la direccién de su recorrido
y si el indice de refraccién del material con que esta construido ese cuerpo

coincide con el reciproco de la excentricidad de la elipse, la desviacién del
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rayo sera tal que pasara por el foco de la misma. En efecto, veamos para

ello la figura 6.

v

U]

A
Figura 6
. : 1
Por ser P un punto de la elipse, se tiene que |PQ| = —|PF| y en
€
consecuencia:
|PF| €

Si dividimos numerador y denominador del primer miembro por el

numero que nos da la longitud del segmento PN, obtenemos:

) PF 1
- PQ| IPF| _1

Y observando que tanto el triangulo con vértices en los puntos P, F y
N, como el triangulo con vértices en P,Q y N, son triangulos rectangulos,

podemos escribir el cociente anterior en la forma:

(1) sen < PNQ 1
sen < PNF ¢

Si = denota la recta perpendicular a + en el punto P, es facil comprobar

que
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< PNQ =¢a;; < PNF = q,

con lo cual la expresién (11) puede ser escrita en la forma:

2B % ondeb— -

SEN Oy €

(12)

Pero esta formula expresa la ley de refraccién de Snell, esto es: el
cociente entre los valores de los senos de los angulos de incidencia y de
refraccién que forma un rayo de luz con la recta normal a la elipse en el

punto P, es constante.

Este resultado geométrico fue probado por R. Descartes en el Dis-
curso VIII de “La Didptrica”, uno de los tres ensayos que aparecen a
continuacién de su “Discurso del método”, publicado en 1637, aunque
no llega a obtener la ley correcta para la propiedad de refraccién de la
luz, pues estaba convencido de que la velocidad de la luz se incrementaba
cuando pasaba de un medio a otro de mayor densidad. Para demostrar
esa propiedad de la elipse, Descartes utiliza una construccién geométrica
basindose en otras propiedades de esa curva: a) que es posible encontrar
otro punto F” (el otro foco) tal que la suma de las distancias de P a F y
a F” es constante para cualquier punto P de la elipse y b) que los radios
focales, es decir, los segmentos PF y PF’, forman angulos iguales con la
recta 7, tangente a la elipse en P y en consecuencia, la recta normal = es
bisectriz del angulo < FPF".

Por el punto P (ver Fig. 7) se trazan las rectas tangente y normal a

la elipse y un segmento PA paralelo al diametro mayor DK y de igual
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longitud que PF y desde A y F, dos perpendiculares a la recta normal =

que determinan los puntos L y G.

Figura 7

Si observamos que los tridngulos AALP y AFGN son semejantes y

tenemos en cuenta que |AP| = |PF)|, resulta que:

|AL| _ |AP| _ |AP|
IGF| ~ [NF| ~ NF|

(13)

Por el punto F’, que denota el otro foco de la elipse, trazamos una
paralela a PN hasta intersecar la prolongacién de PF, en el punto 0. Los

triangulos APNF y AOF'F son semejantes, de modo que se tiene que:

|PF| _ |OF| _|OP|+ |PF| _ |PF'|+|PF| |DK]|
INF| ~ |F'F| — |F'F| - |F'F| ~|F'F|

(14)

Las dos ultimas igualdades son consecuencias de las propiedades a) y
b) citadas antes. Si denotamos con k a la constante definida por el ultimo
cociente que aparece en (14), se tiene que k > 1 y de (13) y (14) se deduce

que:

L

|GF| F.
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Si dividimos el numerador y el denominador del primer miembro por

|AP|, que es igual a |PF|, por construccién, obtenemos que:

|AL| |GF| _
|AP| " |PF| —
APL
que puede ser expresado en la forma: SZZ:‘GPF = k, que coincide

con (12).

Un resultado analogo, valido para cada una de las ramas de una
hipérbola (y cuya demostracién queda a cargo del lector), puede ser enun-

ciado de la siguiente forma:

Definicién. Una hipérbola es el lugar geométrico de todos los puntos
P del plano determinado por una recta A y un punto F que no pertenezca
a ella, tales que el cociente entre las distancias de P a F' y de P a A es

constante, igual a € donde € es un nimero real (e > 1).

Proposicién. Si se traza la recta Y, tangente a a la hipérbola en el
punto P (que no sea uno de sus vértices), las rectas T y A se cortan en

un punto N tal que los segmentos PF y NF son perpendiculares.

Figura 8 N

4. Comprobacién practica.

Como un medio de comprobar practicamente la propiedad mencionada,
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buscamos construir una elipse que permitiera verificarla en forma visual.
Luego de analizar varios materiales posibles (vidrio, acrilico, etc.) que
nos presentaban grandes dificultades para su cortado y pulido, decidimos
la utilizacién de un material epoxi, ARALDIT 3, que era empleado en
estudios ralizados en el Laboratorio Experimental de Tensiones, del De-

partamento de Ingeniria, de la Universidad Nacional del Sur.

Se corté en primer lugar una semicircunferencia de dicho material,
que fue utilizada para determinar su indice de refraccién con respecto al
aire, obteniéndose el valor k£ = 1,591 + 0,003 para un haz de luz emitido
por un Laser He-Ne de un diametro de 0,59 mm y una longitud de onda
A = 632,8mm. Con ese dato se construyé luego la mitad de una elipse
de excentricidad € = 1/k y utilizando el mismo haz se tomaron varias

fotografias que permitian verificar la propiedad estudiada.

La primera de las reproducciones que ilustran este trabajo muestra el
equipo utilizado: Un disco de Haut sobre el que ha sido fijada la media
elipse, en la que se ha sefialado una recta que marca la direccién de su
semieje mayor y otra recta perpendicular a ésta, que la interseca en el foco.
A la derecha se observa el emisor del Laser, sostenido sobre un soporte
que permite su desplazamiento, de modo tal que la emisién del haz de luz

sea paralelo al semieje mayor de la elipse.

La segunda fotografia, con exposiciones multiples, tomada con una
camara reflex con tiempos de exposicién de 10-30 seg., muestra cémo se
desvia parte del haz al penetrar en el otro medio, pasando siempre por el
foco de la elipse. Se puede observar también que parte del haz se refleja,

formando , en cada caso, un angulo de reflexién igual al de incidencia.
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Equipo utilizado.
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Refraccion del haz de luz, para cuatro posiciones de emision.
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