
Pretorneo de las ciudades 

Los siguientes problemas formaron parte del Pretorneo de las ciudades, 

realizado en abril de 1993. 

Problema 2 (nivel juvenil). 

Probar que todo entero positivo m tiene un múltiplo M tal que la suma 

de las cifras de M es impar. 

Solución. 

Caso 1: Si m es coprimo con 10. El dígito de las unidades de m puede ser 

1, 3, 7 ó 9 y por lo tanto uno de los siguientes números tiene un 9 en las 

unidades: 9m, 3m, 7m ó m. Llamemos a al múltiplo de m que tiene un 9 

en las unidades. 

a y 11a tienen 9 en las unidades pero al menos uno de ellos no tiene un 

9 en las decenas. Llamemos b al múltiplo de a (y por lo tanto de m) que 

tiene 9 en las unidades y no tiene 9 en las decenas. 

Si la suma de los dígitos de alguno de los múltiplos de m que consideramos 

hasta ahora es impar, no hay nada más que probar. 

Supongamos entonces que la suma de los dígitos de todos los múltiplos de 

m que consideramos hasta ahora es par. 

Consideramos el siguiente múltiplo de m : e = 10n-l b +m donde n es 

la cantidad de dígitos que tiene m. Observemos que 10n-l b es b seguido 

de n- 1 ceros; entonces al sumarle m, el dígito de la izquierda de m se 

posiciona para la suma con el dígito de las unidades de b (que es 9). Hay 

que llevarse 1, pero como el dígito de las decenas de b no es 9, de ahí en 

más no hay que llevarse nada. Entonces la suma de los dígitos de e es igual 

a la suma de los dígitos de b (que es par) más la suma de los dígitos de 

m (también par) menos 9. Por lo tanto la suma de los dígitos de e es impar. 
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Caso 2: Si m = 2i5'p, con p coprimo con 10. Según vimos en el caso 1, 

hay un múltiplo de p, digamos q, que tiene la suma de los dígitos impar. 

Tomamos k = max { i; j} y observamos que 10k q es un múltiplo de m y la 

suma de sus dígitos coincide con la suma de los dígitos de q, que es impar. 

Problema 3 (nivel juvenil). 

Se tiene un tablero de nxn casillas que tiene escritos "1" en las casillas de 

una diagonal y "O" en todas las casillas restantes. 

En cada paso se cambian algunos números del tablero de la siguiente 

manera: 

e marca un "camino de torre" cerrado. o sea una línea que

brada cerrada que une centros de casillas, cuyos segmentos 

son paralelos a los bordes del tablero y se le suma ''1" a los 

números ubicados en las casillas del camino. 

¿Es posible que después de varios pasos todas las casillas tengan escrito 

un mismo número? 

Solución. 

Pintemos las casillas de negro o blanco, al estilo del tablero de ajedrez. Los 

' 1" iniciales están en casillas del mismo color digamos negras . Entonces 

la suma de los números de las casillas negras es superior a la de las casillas 

blancas. n "camino de torre' contiene igual cantidad de casillas negras 

y blancas, por lo tanto esta diferencia en las sumas se mantiene a lo largo 

del proceso. Por lo tanto si n es par es imposible conseguir que todos los 

números sean iguales. 

Probaremos que para tableros de 2 m+1 por 2 m+1 la tarea es posible. 

Más aún, también es posible si al comienzo los 1" de las esquinas se 
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reemplazan por cualquier entero "a' y los ceros de los bordes se reemplazan 
a+l 

por cualquier entero b < -
2
-. 

Usaremos inducción en m. Para m= 1, tomamos a-b veces el camino de 

torre de la figura 1 y luego a-b veces el "camino de torre" de la figura 2. 

Con esto tenemos números iguales entre si en los bordes. A continuación, 

consideramos el borde como "camino de torre" a-2b+ 1 veces y de este 

modo en todas las casillas nos queda el número "2a-2b+l". (Notar que 

x=a-b+l; y= 2a-2b+l). 

:0 .. h b 
a ;o a 

CJ: a Y "' 

.. a • • 

figura 1 Fi.gura 2 Fi.gura 3 

El caso m = 2 se ilustra en las figuras 4 a 6. Para valores mayores de 

m se procede de la misma manera. (x e y son como antes· z = a-b ). 

... b b b b ... b b b b ... • a • a 

b 1 o o b a " o o b • y z z a 

b o 1 o b a z 1 o b a z 1 z a 

b o o 1 b • z z " b .. z z y a 

b b b b .. ... a a ... ... a ... a a a 

Figura 4 Fi.gura S Figura 6 

e b 2a - 2b + 1 + 1 d . 1 . d . 
omo a- < , se pue e repetir e argumento m uctivo 

2 
hasta obtener anillos concéntricos con los bordes del tablero, con casillas 

que tienen el mismo número. 

Estos anillos concéntricos son "caminos de torre" de modo que es fácil 
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completar la demostación. 

Problema 4 (nivel juvenil). 

Se da una línea quebrada ABe D en el plano, con AB = Be = e D = 1 

y AD =f. l. 

Las posiciones de B y C quedan fijas, pero A y D se cambian de acuerdo 

con la siguiente regla: 

Se refleja A respecto de la recta BD y se reflejaD respecto de 

la recta AC (para la nueva posición de A). Luego se refleja el 

nuevo A respecto de la recta BD (para la nueva posición de 

D); se refleja el nuevo D respecto de la recta AC (para la nueva 

posición de A), etc. 

Probar que después de varios pasos A y D coinciden con sus posiciones 

iniciales. 

NOTA: los sucesivos cambios preservan la condición AB=BC=CD=l y 

AD =f. l. 

Solución. 

Los puntos e A0 A1 , A2 , •.• están todos en una circunferencia w de cen

tro B y radio l. Análogamente, los puntos B D0 , D¡, D2 ... están todos 

en una circunferencia w' de centro C y radio l. La condición A0D0 =/:- 1 

asegura que An =f. e y Dn =f. B para todo n. 

En el caso especial que Ao es diametralmente opuesto a e y Do es diame

tralmente opuesto a B, tenemos directamente que A0 = A1 y Do = D¡. 

En otro caso, sean E0 , E1 y E2 las intersecciones de D0B, D1B y D2B 

con w respectivamente, y sean F 1 y F2 las intersecciones de A1 e y A2e 

con w' respectivamente. Denotemos (PQ) a la longitud del arco dirigido 
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PQ medido en sentido contrario a las agujas del reloj. Entonces: 

D;iJD1 es un ángulo central de la circunferencia de radio 1 y E;iJE1 es un 

ángulo inscripto en la circunferencia de radio 1, como D;iJD1 = E;iJE1 , 

(DoD1 ) 
tenemos que (EoE1) = 

2 
= (F1D1). 

Análogamente, (E1E2) = (D1 F2) y (F1F2) = (A1 EI). 

Ahora, 

Por otro lado, 

y se s1gue que: 

Entonces (AoA2) = 2(AoE2 ). Por lo tanto, E2 es el punto medio del 

arco AoA2, de modo que A3 = A0 . 

Con argumentos similares se obtiene que D3 = D0 . 

Problema 2 (nivel mayor). 

¿Para qué valores den es posible construir un cubo de nxnxn cubitos de 

lado 1, de color blanco o negro, de tal modo que cada cubito comparta 

una cara en común con exactamente 3 cubitos del color opuesto al suyo? 

Solución. 

La construcción es posible paran par. 

Veamos que si n es par la construcción es posible: 
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Si n = 2 los ocho cubitos son: 

(1,1,1); (1,1 2); (1,2,1); (1,2,2); (2,1,1); (2,1,2); (2 2 1); (2,2 2). 

Son negros: 

(1,1,1); (1,2,2); (2,1,2); (2,2,1). 

Son blancos: 

(1,1 2)· (1,2,1)· (2,1,1); (2,2,2). 

Sin > 2: Se arma primero un prisma de 2x2xn apilando cubos de 2x2x2 

de modo que en la cara común sean simétricos respecto de esa cara. Luego 

se arma un prisma de 2xnxn, apilando prismas de 2x2xn de modo que en 

la cara común sean simétricos respecto de esa cara. Por último, se arma 

el cubo de nxnxn con prismas de 2xnxn. 

La condición de "simetría" hace que en cada paso no se modifique la 

cantidad de caras de color opuesto al suyo que cada cubito tiene en la 

estructura original. 

Veamos que si n es impar la construcción es imposible: 

Sea b la cantidad de cubitos blancos y g la cantidad de cubitos negros. 

Para cada cubito blanco, contamos los cubitos negros que tienen cara 

común con él: son 3 para cada uno, lo que hace un total de 3b. 

Cada cubito negro ha sido contado exactamente 3 veces. Por lo tanto: 

3b = 3g:;. b = g:;. n3 = 2b ¡ Absurdo! 

P roblem a 3 (nivel mayor). 

Sea la sucesión an definida por: 

a¡= 1; an+l = an + [y"<ln],n = 1 2,3 ... 

¿Cuántos cuadrados perfectos menores o iguales que 1 000 000 hay en la 

43 



PQ medido en sentido contrario a las agujas del reloj. Entonces: 

D;iJD1 es un ángulo central de la circunferencia de radio 1 y E;iJE1 es un 

ángulo inscripto en la circunferencia de radio 1, como D;iJD1 = E;iJE1 , 

(DoD1 ) 
tenemos que (EoE1) = 

2 
= (F1D1). 

Análogamente, (E1E2) = (D1 F2) y (F1F2) = (A1 EI). 

Ahora, 

Por otro lado, 

y se s1gue que: 

Entonces (AoA2) = 2(AoE2 ). Por lo tanto, E2 es el punto medio del 

arco AoA2, de modo que A3 = A0 . 

Con argumentos similares se obtiene que D3 = D0 . 

Problema 2 (nivel mayor). 

¿Para qué valores den es posible construir un cubo de nxnxn cubitos de 

lado 1, de color blanco o negro, de tal modo que cada cubito comparta 

una cara en común con exactamente 3 cubitos del color opuesto al suyo? 

Solución. 

La construcción es posible paran par. 

Veamos que si n es par la construcción es posible: 

42 

Si n = 2 los ocho cubitos son: 

(1,1,1); (1,1 2); (1,2,1); (1,2,2); (2,1,1); (2,1,2); (2 2 1); (2,2 2). 

Son negros: 

(1,1,1); (1,2,2); (2,1,2); (2,2,1). 

Son blancos: 

(1,1 2)· (1,2,1)· (2,1,1); (2,2,2). 

Sin > 2: Se arma primero un prisma de 2x2xn apilando cubos de 2x2x2 

de modo que en la cara común sean simétricos respecto de esa cara. Luego 

se arma un prisma de 2xnxn, apilando prismas de 2x2xn de modo que en 

la cara común sean simétricos respecto de esa cara. Por último, se arma 

el cubo de nxnxn con prismas de 2xnxn. 

La condición de "simetría" hace que en cada paso no se modifique la 

cantidad de caras de color opuesto al suyo que cada cubito tiene en la 

estructura original. 

Veamos que si n es impar la construcción es imposible: 

Sea b la cantidad de cubitos blancos y g la cantidad de cubitos negros. 

Para cada cubito blanco, contamos los cubitos negros que tienen cara 

común con él: son 3 para cada uno, lo que hace un total de 3b. 

Cada cubito negro ha sido contado exactamente 3 veces. Por lo tanto: 

3b = 3g:;. b = g:;. n3 = 2b ¡ Absurdo! 

P roblem a 3 (nivel mayor). 

Sea la sucesión an definida por: 

a¡= 1; an+l = an + [y"<ln],n = 1 2,3 ... 

¿Cuántos cuadrados perfectos menores o iguales que 1 000 000 hay en la 

43 



sucesión? 

NOTA: x Denota la parte entera del número x. 

Solución. 

Tenemos que ao = (2°)2, a4 = (21 
)
2 a9 = (22)2 y a18 = (23

)
2. 

Afirmamos que los cuadrados en { an} son exactamente los cuadrados de 

las potencias de 2. 

Supongamos que an = m2 con m = 2k para ciertos valores de m. n y k. 

Probaremos por inducción en t que: 

Si O::=; t ::=;m, an+2t+l = (m+ t)2 +m- t < (m+ t + 1)2 y 

an+2t+2 =(m+ t)2 +2m< (m+ t + 1)2. 

Para t =O, an+I = m2 +m< (m+ 1)2 y an+2 = m2 +2m < (m+ 1)2 . 

Si suponemos que el resultado es cierto para un t, O ::=; t < m, entonces 

an+2(t+l)+l = (m+t)2+3m+t = (m+t+1)2+m-(t+1) < (m+t+2)2 

Y por otro lado 

an+2(t+l)+2 =(m+ t)2 + 4m + 2t + 1 =(m+ t + 1)2 +2m< (m+ t + 2)2 

Con esto se completa el argumento inductivo. 

Entonces ninguno de los números an+l, an+2, ... , an+2m es un cuadrado, y 

el siguiente cuadrado es an+2m+I = (m + m )2 = (2k+l )2. 

Lo único que nos falta calcular es cuántos cuadrados que son potencias 

de 2 son menores que 106
, o sea, cuantas potencias de 2 son menores que 

103 : son 10, desde 2° hasta 29 . 
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Noticias 

XIII Jornada de Resolución de Problemas. Seminario Inter

nacional 

La misma se llevará a cabo del 14 al 18 de noviembre en la ciudad de 

Rosario y están confirmados los siguientes seminarios: 

Para profesores de enseñanza media: 

• 'La matemática en la vida cotidiana', Dr. Claudi Alsina. 

• 'Métodos de resolución de problemas en geometría elemental", Dr. 

Luis Campistrous. 

• "Probabilidades y estadística', Prof. José Colera. 

Para maestros: 

• "Avanzando en la resolución de problemas', Prof. Joaquín Giménez. 

El Dr. Miguel de Guzmán dará conferencias y reuniones especiales. 

El arancel es $300 (con alojamiento) y $200 (sin alojamiento). La 

pre-inscripción se recepta en la secretarías regionales de la Olimpíada 

Matemática Argentina. 

Publicaciones 

• M. de Guzmán, J . Colera y A. Salvador en sus obras Bachillerato I, 

II y III intentan poner en práctica los métodos que la didáctica actual de 

la matemática aconseja para transmitir los contenidos de los programas. 

45 


