Mosaicos planares y
grupos cristalograficos

Miriam Pacheco

1 Introduccion

Imaginemos una decoracién infinita del plano construida repetiendo regular-

mente la letra R en dos direcciones no paralelas y a intervalos regulares

~ & o=
~ ™ =~ =
o =~ =
~ ~ =~ =

Observemos que esta decoracién se puede obtener a partir de un ornamento
basico, dominio fundamental, que aparece sombreado, mediante repeticiones

regulares de forma de cubrir todo el plano.

R|R|R|R
RIR|R|R
RIR|R|R
R|{R|R|R

Esto es lo que denominamos mosaico planar o un embaldozado del plano.

Una segunda observacién nos permite ver que solo hay dos tipos de movimien-
tos del plano que transforman el embaldozado en él mismo, o sea, no es per-
ceptible visualmente. Estos movimientos son traslaciones hacia arriba/abajo o
derecha/izquierda un nimero entero de unidades.

La clasificacién de mosaicos, tanto del plano, como los analogos del espacio,
ha sido de interés desde tiempos remotos. Los primeros resultados se remontan a

Pitdgoras quien encontré que hay cinco sélidos regulares, sélidos cuyas caras son
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poligonos regulares de n lados: el tetraedro, el cubo, el octaedro, el dodecaedro
y el icosaedro.

Kepler encontré los denominados enrejados del plano, grillas infinitas con
dominio fundamental un poligono cuya repeticién regular conforma el enrejado.
Hay solamente tres de tales enrejados, uno de triangulos, uno de cuadrados, y
uno de hexagonos.

En el siglo XIX se inici6 el camino en busca de una clasificacién de mosaicos
del plano y del espacio. Uno de los primeros problemas fue decidir cuando dos
mosaicos diferentes tenian el mismo tipo de regularidad. Una gran variedad de
métodos de clasificacién fueron desarrollados. En un comienzo, se estudiaron las
estructuras reticuladas; luego, simetrias, y el modo de relacionarlas para obtener
una distincién més fina. A fines del mencionado siglo, Fedorov, Schoenflies, and
Barlow clasificaron los 17 grupos cirstalograficos (de dimensién dos) y los 230
grupos cristalogracos (de dimensién tres).

Un andlisis similar se planteé para dimensiones mayores que tres. En el
caso de dimensién cuatro, los grupos estan clasificados en 4895 tipos. Esto fue
probado en 1974 por Brown, Bollow, Neubiiser, Wondratscheck and Zassenhaus
con ayuda de métodos computacionales.

El problema general para grupos cristalograficos de dimensiones mayores ha
sido de gran importancia en la matematica pues forma parte del problema 18 de
Hilbert. David Hilbert, un prominente matematico de su época, demostré en el
International Congress of Mathematicians en Paris en 1900, donde propuso 23
problemas generales de investigacién matematica. Una de sus pregunta fue la
siguiente: “En un espacio Euclideano de dimensién n hay solamente un niimero
finito de grupos de movimientos con un dominio fundamental, esencialmente
diferentes?” Para dimensién dos y tres el resultado ya era conocido, pero aun
no para dimensiones mayores.

Bieberbach resolvié este problema en 1910, probando que en cualquier di-

mensién hay solamente una cantidad finita de estos grupos. No determiné cual
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era ese numero y, atin en la actualidad, esta cantidad se desconoce para dimen-
siones mayores que cuatro.

En este trabajo nos abocaremos explicar la problematica de los mosaicos
planares, intentando dejar al descubierto su esencia y su clasificacién sin entrar
en excesivos detalles técnicos.

Como ya adelantamos hay esencialmente 17 tipos de mosaicos diferentes.
Los ejemplos de cada tipo han sido producidos por artistas y artesanos a lo
largo de la historia de la humanidad.

En la parte final de esta nota listamos los Algoritmos. La lectura de las

tablas es independiente de los teoremas demostrados en § 4.

2 Movimientos rigidos del plano

Necesitamos identificar aquellas transformaciones del plano que mueven el mo-
saico, de modo que, caiga sobre él mismo; es decir, que lo dejan invariante.

Las tnicas transformaciones que consideraremos son aquellos movimientos
de todos los puntos del plano que conservan la distancia y la posicién relativa de
los puntos. Esto significa que, si dos puntos Py Q del plano estian a un metro de
distancia antes de aplicar un movimiento rigido del plano, ellos permaneceran a
un metro de distancia luego de su accién; y si un punto R estd en la mitad del
segmento con extremos en Py @, PQ, después del movimiento rigido seguirad
aln a mitad del segmento con extremos en los transformados de P y Q. Estas
transformaciones reciben la denominacién de movimientos rigidos del plano, o
isometrias del plano.

Hay cuatro tipo de movimientos rigidos del plano: traslaciones, rotaciones,

reflexiones y reflexiones deslizadas.
Reflexiones:

Una reflexién esta determinada por una linea de reflexién [ , que "refleja”
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los objetos. Llamaremos oy( P) su accién sobre un punto P del plano. El punto
oi( P) esta determinado de modo tal que, la linea [ es perpendicular al segmento
Poi(P) y lo divide en partes iguales.

Observemos que los puntos sobre la linea de reflexion quedan fijos y la
distancia de un punto P a la linea de reflexion, es la misma que la distancia de

la imdgen del punto, o;(P), a la ella.

Q

g ()

Traslaciones:

En una traslacién todos los puntos son desplazados por una misma longitud
y una misma direccién.

Una traslacién queda univocamente determinada por un punto y su imagen.
Esto justifica la siguiente notacién. Sea v = Fé el vector definido por la

———
traslacién que envia P en (). La traslacién de vector v = P se notara 7, 6
e
2

— ”77’g\r<‘p\>

Q’ /

Rotaciones:

Una rotacién fija un punto P, y todo otro punto gira un mismo angulo
alrededor del punto P. El punto fijo se denomina centro de rotacién, y dibu-
jamos dos lineas para indicar la rotacién de una de ellas sobre la otra. Notacion

PPa-
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Observacién: Que sucede cuando combinamos dos reflexiones?

Hay dos casos posibles: que las lineas de reflexiéon sean paralelas o no.

En el caso que las lineas de reflexion son paralelas, el efecto es una traslacion,

Om2 9 Om1 = T2z- oha oy

Reflexiones deslizantes:

Este cuarto tipo de movimiento rigido no es tan facil de ver como los ante-
riores. Cuando combinamos una reflexién o7, con una traslacién paralela al eje
de reflexién 7., el resultado total es un nuevo movimiento rigido diferente de

los anteriores denominado reflexién deslizante: o, = 7, 0 0;.
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3 Grupos y homomorfismos

Clasificaremos los mosaicos del plano mediante las transformaciones rigidas que
los dejan invariantes. Para un mosaico del plano fijo, la coleccién de tales trans-
formaciones rigidas constituyen lo que se denomina un grupo cristalografico.
En esta seccién introduciremos algunas definiciones basicas relacionadas el con-
cepto de grupo y algunos ejemplos, poniendo énfasis en los relacionados con los

movimientos rigidos del plano.

Un grupo es un conjunto G tal que para cualquier par de elementos a, b € G,
existe un tnico elemento en (G, notado por a.b, para el cual valen las siguientes
propiedades:

i) (a.b).c = a.(b.c) para a,b,c € G (ley asociativa);
ii) hay un elemento i (la unidad) en G tal que a.i = i.a = a para todo a € G;

iii) para cualquier a € i existe un elemento a~! € G tal que a™'.a = a.a”! =

.
Ejemplos:

1. Todos los productos de reflexiones forman el grupo M de movimientos en

el plano.
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. Los productos de un niimero par de reflexiones (rotaciones y traslaciones)

forman el grupo M* de los movimientos propios del plano.

. Las rotaciones alrededor de un punto P forman un grupo, Rp.

. El conjunto de todas las rotaciones del plano no es un grupo, puesto que

el producto de dos rotaciones no siempre es una rotacién. Como

PBPAC = PCa+h, Sia+f =k.360°%

pC,a+3 €S una traslacion. h & ii(*"’ (‘93

. El conjunto de todas las traslaciones es un grupo, 7.

. Todos los movimentos que dejan un punto P fijo forman un grupo, 7p.
Los elementos de 7p son las rotaciones de centro P y las reflexiones en

lineas que contienen a P.

. I”cara un n € N fijo, las rotaciones alrededor en un punto P de angulos
;;3600, 0 < k < n, k €N, forman un grupo Zp,. Este grupo puede
visualizarse como el conjunto de rotaciones alrededor de P que transforma

un poligono regular de n lados de centro P en él mismo.
. El conjunto de transformaciones rigidas del plano que dejan invariante un
mosaico constituye un grupo.

Observacién: El elemento unidad para las transformaciones del plano
con la operacién de composicién lo constituye la transformacién identidad,

que es la transformacién que no mueve ningin punto del plano.
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9. (R,+), (Z,+) son grupos.
10. (Z,.) no es grupo.

Ademas de las propiedades basicas de grupo, Rp, Zp,,, 7 y todos los grupos

definidos para nimeros tienen la propiedad:
a.b = b.a, para todo par de elementos.

Esta propiedad se llama ley conmutativa. Un grupo cuyos elementos cumplen
con la ley conmutativa, se denomina grupo abeliano.

En los ejemplos, M es un grupo no abeliano. Porqué?

El grupo Zp,, contiene en elemento z, la rotacién alrededor de P de 4ngulo

360° -
, tal que todos los elementos del grupo pueden escribirse como z*, para

k=1,...,n. Un grupo para el cual existe tal z, se denomina ciclico.

Para Zp,, el nimero n es el menor entero positivo m para el cual z™ = 1.
Este menor entero positivo es el orden del grupo ciclico.

Si un grupo ciclico no tiene ningin orden, es infinito. Z es un ejemplo de
uno de tales grupos ciclicos.

Una coleccién H de elementos de (7, tal que ella misma constituye un grupo
bajo la multiplicacién inducida por G, se llama un subgrupo de G.

Por ejemplo, M*, Rp, 7, 7p, Zp, son subgrupos de M. (Z, +) es subgrupo
de (R, +).

En el estudio de la teoria de grupos, suelen interesar las relaciones definidas
por la multiplicacién del grupo. Estas relaciones se estudian mediante los ho-
momorfismos.

Un homomorfismo entre grupos G y G’ es una funcién

f:G— G talque f(g1.92) = f(¢1)-f(92),

es decir, hace que productos en GG se correspondan con productos en G’. Si

un homomorfismo es inyectivo, se denomina monomorfismo; si es suryectivo,
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epimorfismo; si es biyectivo, isomorfismo, y en este tltimo caso, se dice que G

y G’ son isomorfos.

Ejemplos:

1. Sea P un punto del plano f : pp, — Z, definida por f(pP,h.seoo) = b @

un isomorfismo.

2. Sean Py @Q puntos del plano f : pp — pqg dada por f(ppa) = pQ.a es,

también un isomomorfismo.

4 Grupos cristalograficos

En esta seccién daremos la definicién de grupo cristalografico, su relacién con
reticulados planares.

Para dar la definicién de grupo cristalografico necesitamos definir el interior
para un poligono convexo.

En general, un poligono no tiene un interior.

% 2

=
?

Si un poligono es tal que sus lados se intersecan sélo en los vértices, en-
tonces el poligono puede ser descompuesto en un nimero finito de tridngulos
por segmentos que aparecen como lados de dos de los triangulos. El interior del
poligono es la unién de los interiores de los tridngulos y los lados que fueron

sumados.
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Por un poligono entendemos un poligono con su interior.

Un grupo cristalografico es un subgrupo G del grupo de los movimientos del

plano M para el cual existe un poligono II tal que:

1. todo punto en el plano es la imagen, por algiin elemento de G, de un punto

de II o su interior, y

2. si g1I y g1l tienen un punto interior en comin (g;,9, € G), entonces

g1l = goIl.

Las dos condiciones dicen que el plano completo puede cubrirse por II y su
imdgen por G, sin agujeros ni dobles cubrimientos. Por esta razén el ornamento
del poligono g¢II, g € G, se llama una baldoza. Il es el dominio fundamental del

ornamento, o baldoza.

Para un grupo dado G hay infinitas posibilidades de dominios fundamen-
tales II, pero por otro lado, las posibilidades para grupos cristalograficos son
bastante restringidas, pues: Hay 17 clases de grupos cristalograficos distintos
del plano. El término “distinto” se usa en el sentido de grupos, es decir, que no
son isomorfos: no hay homomorfismo biyectivo entre dos cualesquiera de ellos.

Una prueba de la existencia se basa en la construccién explicita de los grupos
G como grupos cristalogrificos, la cual es de caricter geométrico.

Una herramienta 1itil para distinguir los diferentes mosaicos planares la

constituye los denominados reticulados del plano.
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Un reticulado T es el conjunto de todos los puntos Ty, +nv, X, para X un
punto fijo del plano, vy, v; vectores fijos no paralelos en el plano, m, n enteros.
El punto X se denomina punto base. Observemos que cualquier punto de un
reticulado puede tomarse como punto base X.

El grupo del reticulado es el conjunto de todas las transformaciones que
dejan invariante al reticulado.

Veamos ahora como se obtiene un reticulado a partir de un grupo crista-
logafico.

Sea X en el interior de II, II un dominio fundamental de un ornamento dado
de un grupo cristalogrifico Gy sea L = {gX : g € G}.

Se puede probar que: el conjunto L contiene un reticulado. Esta afirmacién
se puede enunciar en términos de grupos diciendo que G contiene el subgrupo de
las traslaciones de la forma 7,,,, © 7p4,, 7, m enteros, donde v; y v, son vectores
no colineales, y no contiene ningin otro tipo de traslaciones.

La prueba de este hecho es ardua y se basa fundamentalmente en un buen
manejo de las transformaciones rigidas del plano y su descomposicién como
reflexiones, como asi tambié, la nocion de plano arquimediano juega un rol
importante. En este trabajo nos concentraremos en determinar y reconocer los
17 grupos cristalograficos, mas que en la demostracién de la anterior afirmacion.

En la actualidad hay diferentes formas de notar a cada uno de los gru-
pos cristalograficos, la mas difundida es la adoptada en 1952 por la Interna-
tional Union of Crystallography, otra notacién que resulta geométricamente
ilustrativa, es la que se usa Guggenheimer en su libro "Plane Geometry and
its Groups”. Esta iltima elige los nombres de los grupos cristalograficos prin-
cipalmente con referencia al subgrupo que deja invariante un punto fijo del
reticulado, este subgrupo de denomina el subgrupo de isotropia.

El subgrupo de isotropia de X en G es el conjunto de las transformaciones
TenGtalque T(X)=X

Si el subgrupo de isotropia es un grupo de rotaciones Zx ,, el grupo crista-
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lografico se dice C,. Si el grupo cristalografico contiene n reflexiones o n reflex-
iones deslizantes, el grupo cristalografico se nota D,,. Suele suceder que para
un grupo de isotropia dado hay diferentes grupos cristalograficos, en este caso
se distinguen por un simbolo k por cada eje de reflexién "no equivalente”, y
un simbolo g por cada eje de reflexion desplazada "no equivalente”. Entende-
mos que dos ejes de reflexion (andlogamente ejes de reflexion desplazada) son
equivalentes si una traslacion del reticulado, no idéntica a la identidad i, puede
mover uno sobre el otro.

Las razones basicas por las cuales s6lo hay 17 grupos cristalogréficos se sin-

tetizan en los siguientes resultados:

Teorema 1: Sea § C M un grupo cristalografico. Supongamos que G contiene
una reflexién o;. Entonces hay una traslacion 7 € G paralela a [ tal que las
traslaciones en G paralelas a [ son exactamente las aplicaciones 7™ para todo
entero no nulo m. Las reflexiones deslizantes en G con eje [ son las aplicaciones

T™0; para todo entero no nulo m.

Demostracion:

Como G contiene traslaciones en dos direcciones no paralelas y [ es un eje de
reflexion, debe contener una traslacién que no es perpendicular a [.
Escribimos esta traslaciéon como = donde P € l y @ es la imagen de P por la
traslacion.

Si Q' = a1(Q), se tiene que

=1
O|T—0 =T—.
pg PQ’
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T]’_Q7 aplica Q en un punto R de I, y R no es igual a P pues 1'13a no es
perpendicular a /.
Luego,

En suma, Toh €EGy T5p € una traslacién paralela a .
En consecuencia, hay una traslacién 7 tal que las traslaciones en G paralelas a
[ son las transformaciones 7™ para todo entero no nulo m.
Ahora, las traslaciones deslizantes 7’ con eje [ son las aplicaciones de la forma
7' = 1'0) para 7’ traslacién paralela a [.

Como o) € G, si 7' € G, entonces
T, — 0171—] e g

Por lo tanto, 7/ = 7™ para algiin entero no nulo m.
En consecuencia, las traslaciones deslizantes con eje ! son de la forma r™g; para

m entero no nulo. O

Teorema 2: Sea G C M un grupo cristalogrifico. Supongamos que G contiene
una reflexién deslizantes no trivial con eje I. Entonces hay una traslacién 7 € G
paralela a [ tal que las traslaciones en G paralelas a [ son exactamente las apli-
caciones 7™ para todo entero no nulo m.

Demostracion:

Sea v € G una traslacién deslizaantes no trivial con eje [.
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Luego, ¥ = 110y donde 7; es una traslacion paralela a (.

Como la traslacion deslizante es no trivial, o; ¢ G.

Entonces, 71 ¢ G.

Observemos que, como 77 es una traslacion paralela a [, o7y 01‘1 = 71, luego,
o) = T10].

En consecuencia, y2 = rjorjo = ryofm = i

Como 02 € G, resulta que 77 € G, y 77 es una traslacién paralela a [.

Luego, G contiene una traslacién 7 = 7 paralela a [.

En consecuencia, hay una traslacién 7 tal que las traslaciones en G paralelas a

I son las traslaciones 7™ para m entero no nulo. O

Teorema 3: Sea § C M un grupo cristalografico. Supongamos que G contiene
una reflexién con eje [. Entonces hay una traslaciéon 7/ € G tal que las trasla-
ciones en G perpendiculares a [ son exactamente las aplicaciones 7™ para todo

entero no nulo m.
Demostracion:

Sea P € .
Como G contiene traslaciones en dos direcciones no paralelas, hay una traslacién
no paralela a [.

Escribimos esta traslaciéon como TI_D_Q., donde () es laimédgen de P por la traslacion.




Tenemos que alrwafl = r}?a,, donde Q' = 0(Q).

Ademis, 7=, = 1.

PQ" Q'P
S R = — .
ea TQ’P(Q)
Resulta que R no es igual a P, puesto que, Tm no es paralela a [.
Luego, Tﬁ:TP_Q’ = Tz s un elemento en G.

., ; 180° — 2«
Entonces, T5p €S una traslacion perpendicular a l pues 3 = = 5 90°—a.
En consecuencia, hay una traslacién 7/ tal que las traslaciones en G perpendic-

ulares a [ son las aplicaciones 7™ para m entero no nulo.O

Observacion: Se puede probar que en la situacién del teorema anterior,
las lineas paralelas a [ que son ejes de reflexiones en G se encuentran espaciados

por %r’.

Teorema 4: Sea G C M un grupo cristalografico. Supongamos que G con-
tiene una reflexion deslizante no trivial con eje I. Entonces hay una traslacién
7’ € G tal que las traslaciones en G perpendiculares a [ son exactamente las

aplicaciones 7'™ para todo entero no nulo m.
Demostracion:

Sea 7 € G una reflexién deslizantes con eje I. Sea P € I.
Como en la demostracién del Teorema 3, G contiene una traslacién que no es
paralela a /.

Escribimos la traslacién como Trg donde @ es la imagen de P por la traslacién.

Tenemos que jrﬁa*y“ = T'r(P)'v(Q , luego T‘Y(P)‘Y(Q € G. En consecuencia,
T = .
Y@n(P) +(P1(Q)

31




L

® \«K -
e Q)
SeaR=r B).
¢ Y@ (P (8)
Como en el teorema anterior, se tiene que R no estd en la recta que pasa por
P y es perpendicular a .

Dado que T_Q. no es paralela a [, R no es P.
gomo e P_A( )= _QWS(Q) = R, se tiene que Top = TWTP_Q. €

Luego, G contiene una traslacién 7/ = Tsh perpendicular a /, es decir, hay una
traslacion 7’ tal que las traslaciones en G perpendiculares a [ son de la forma

™ para todo m entero no nulo.O

Observacion: Como en el caso anterior, se puede probar que las lineas

paralelas | que son ejes de reflexién deslizantes en G estdn espaciadas por %‘r'

Teorema 5: Sea G C M un grupo cristalografico. Supongamos p es una

rotacién en G, entonces p es de orden 2, 3, 4 o 6.
Demostracion:
Sean Py Q dos centros de rotacién de orden n de modo que

Pp,360, Pp 3600 3600 €q.

Luego Pp,2602 P ~see0 €5 UNA traslacion en G, es decir,

pP,ss'?O pQ’—sjo = T,_,l Tu? €g
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En consecuencia,

ppse(Q) = T pg s (Q) = TRTH(Q).

Supongamos que elegimos ) de forma tal que resulta el centro de rotacién de
orden n mas cercano a P.

Sea R = PQ,%(P)-

Como R = 11 (P), se tiene que R es un centro de rotacién de orden n y
PQ = QR.

Analogamente, S = pR‘w(Q), es un centro de rotacién de orden ny RQ = RS.
Si S coincide con P, se (:btiene que el triangulo PQR es equildtero y, en con-
secuencia, n = 6. Si P no coincide con @, por la eleccién de Q, PQ < SP.

Luego, n < 4. En consecuencia, n puede tomar los valores 2, 3, 4 o 6.

i- v P N
/ \ : .
e R Q % R Q i R

5 Reticulados

En esta seccién analizaremos en forma mas detallada los diferentes tipos de
reticulado del plano.

Sea T el reticulado formado por el conjunto de todos los puntos X,,, =
Tmu;+nv; X » Para X un punto fijo del plano, vy, v, vectores fijos no paralelos
en el plano, m,n enteros. Llamaremos region fundamental al cuadrilitero de-
terminado por cualquiera de las 4-uplas formada por los puntos X, n, Xon41.n,
Xm+1.n+1s Xm.n+1 .

Los reticulados se pueden clasificar en cinco tipos segin la regién fundamen-

tal. Si es un cuadrado, se llamara un reticulado cuadrado. Si es un rombo de
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60:, se denominara reticulado hexagonal, esto se debe a que los puntos mas cer-
canos a cualquiera de los puntos en el reticulado son los vértices de un hexagono
regular. Si el reticulado tiene un rombo como regién fundamental, es decir, un
paralelogramo con lados iguales, serd un reticulado romboidal. Si tiene un
rectangulo, se denominard un reticulado rectangular. Por iltimo, si no es uno

de los casos anteriores, sera un reticulado paralelogramo.

Observemos que si:
un mosiaco admite una reflexion, entonces el reticulado debe ser romboidal,
rectangular o cuadrado;
tiene una rotacién de 90°, el reticulado debe ser un cuadrado;

tiene una rotacion de 60° o 120°, el reticulado serda hexagonal.

Los reticulados son tipos especiales de mosaicos, y constituyen ejemplos de

cinco de los 17 grupos cristalograficos.

Tipo de Grupo Orden de | Ejes de

reticulado | cristalografico | rotacidon | reflexién

paralelogramo 2(p2) 2 ninguna
rectangular 6(pmm) 2 90°
romboidal 9(cmm) 2 90°
cuadrado 11(p4m) 4 45°
hexagonal 17(p6m) 6 30°

Observacion: Una regién fundamental para el reticulado definido para un

grupo cristalografico es un dominio fundamental para el grupo cristalogafico.
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6 Los 17 mosaicos del plano

La siguiente tabla presenta la clasificacién completa de los 17 tipos de mosaicos

del plano, la que se puede obtener a partir de un cuidadoso anilisis de los

distintos tipos de reticulados en forma conjunta con los resultados de la seccién

4.
Grupo Notacién Notacién Tipo de Orden de | Ejes de
cristalog. IUC Guggenheimer | reticulado rotacién | reflexién
1 pl Cy paralelogramo | ninguno ninguno
2 p2 Cs paralelogramo 2 ninguno
3 pm D, kk rectangulo ninguno paralelo
4 Pg D, gg rectangulo ninguno ninguno
5 cm Dig romboidal ninguno paralelo
6 © pmm Dykkkk rectangulo 2 90°
¢ pmg Dskkgg rectangulo 2 paralelo
8 Pgg D2gggg rectangulo 2 ninguno
9 cmm Dykgkg romboidal 2 90°
10 p4 Cy cuadrado 4 ninguno
11 p4m D} cuadrado 4* 45°
12 pdg 2 cuadrado 4%* 90°
13 p3 Cs hexagono 3 ninguno
14 p3lm Dg hexagono 3** 60°
15 p3ml D3 hexagono 3* 30°
16 pb Ce hexagono ninguno
17 pbm Dsg hexagono 30°

*=todos los centros de rotacién estan sobre ejes de reflexién,

**=no todos los centros de rotacién estan sobre ejes de reflexién.

Grupo cristalografico 1 (p1) Es el mas sencillo de los grupos crista-

lograficos, solo consiste de traslaciones. No contiene reflexiones, ni reflexiones

deslizadas, ni rotaciones. Su reticulado es paralelogramo, de modo que el do-
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minio fundamental para el grupo cristalografico es la regién fundamental para

el reticulado.

Grupo cristalografico 2 (p2) Este grupo difiere del anterior en que con-
tiene rotaciones de 180°, es decir, rotaciones de orden 2. No contiene reflexiones
ni reflexiones deslizadas. Su reticulado es paralelogramo. Un dominio funda-
mental es la mitad de un paralelogramo que es regién fundamental para el

subgrupo de traslaciones.
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Grupo cristalografico 3 (pm)

Este grupo contiene reflexiones. Los ejes de reflexién son paralelos a uno de
los ejes de traslacién y perpendicular al otro eje de traslacién. El reticulado es
rectangular. No hay rotaciones ni reflexiones deslizadas. Una regién fundamen-
tal para el subgrupo de traslaciones es un rectangulo y puede elegirse de modo

que esté dividido por un eje de reflexion, asi, uno de los medios rectdngulos

constituird un dominio fundamental para el grupo cristalografico.




Grupo cristalografico 4 (pg)

Este grupo contiene reflexiones deslizadas. La direccién de las reflexiones
deslizadas es paralela a uno de los ejes de traslacién y perpendicular al otro eje
de traslacién. El reticulado es rectangular. No hay rotaciones ni reflexiones.
Una regién fundamental para el subgrupo de traslaciones es un rectangulo y
puede elegirse de modo que esté dividido por un eje de reflexion, asi, uno de los
medios rectangulos constituird un dominio fundamental para el grupo crista-

lografico.

Grupo cristalografico 5 (cm)

Este grupo contiene reflexiones y reflexiones deslizadas con ejes paralelos.
No hay rotaciones en este grupo. Las traslaciones puede formar cualquier
angulo, pero los ejes de las reflexiones se bisecan el dngulo formado por las
traslaciones. La regién fundamental para el subgrupo de las traslaciones es un
rombo. Un dominio fundamental para el grupo cristalogéfico es la mitad del

rombo.

Grupo cristalografico 6 (pmm)
Este grupo cristalogréfico contiene ejes de reflexién perpendiculares. No hay
reflexiones deslizadas o rotaciones. El reticulado es rectangular, y un rectangulo

que constituya una regién fundamental para el subgrupo de traslaciones puede
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elegirse de modo que un cuarto del mismo constituya un dominio fundamental

para el grupo cristalografico.
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Grupo cristalografico 7 (pmg)

Este grupo contiene una reflexién y una rotacién de 180°, es decir de orden
2. Los centros de reflexién no estan sobre los ejes de reflexién. El reticulado es
rectangular, y un cuarto de la regién fundamental para el grupo de traslaciones

es un dominio fundamental para el grupo cristalografico.
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Grupo cristalografico 8 (pgg)

Este grupo no contiene reflexiones, pero contiene reflexiones deslizadas y
rotaciones de orden 2. Hay ejes perpendiculares para las reflexiones deslizadas y
los centros de las rotaciones no estan sobre los ejes. El reticulado es rectangular,
y un cuarto rectangulo de una regién fundamental para el grupo de traslaciones

es un dominio fundamental para el grupo cristalografico.
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Grupo cristalografico 9 (cmm)

Este grupo tiene ejes de reflexién perpendicular, como el grupo 6, pero
también tiene rotaciones de orden 2. Los centros de las rotaciones no estan
sobre los ejes de reflexion. El reticulado es romboidal, y un cuarto de una
region fundamental para el grupo de traslaciones es un dominio fundamental

par el grupo cristalogréfico.

Grupo cristalografico 10 (p4)

Este grupo contiene rotaciones de 90°, es decir, una rotacién de orden 4.
También tiene rotaciones de orden 2. Los centros de rotaciones de orden 2 estan
entre los centros de rotaciones de orden 4. No hay reflexiones. El reticulado es
un cuadrado, y también, un cuarto de una regién fundamental para el grupo

de traslaciones es un dominio fundamental para el grupo cristalografico.
R
N

Grupo cristalografico 11 (p4m)

Este grupo difiere del anterior en que contiene reflexiones. Los ejes de
reflexiéon forman angulos de 45° de modo que cuatro ejes de reflexién pasan
por centros de rotaciones de orden 4. En realidad todos los centros de rotacién
estdn sobre los ejes de reflexién. El reticulado es cuadrado, y si lo dividimos en
ocho tridngulos, uno de ellos constituye un dominio fundamental para el grupo

cristalografico.
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Grupo cristalografico 12 (p4g)
Este grupo contiene reflexiones y rotaciones de ordenes 2 y 4. Los ejes

de reflexién son perpendiculares, y ninguno de los centros de rotacién estin

sobre los ejes de reflexién. También el reticulado es cuadrado, y un octavo

de un cuadrado fundamental para el grupo de las traslaciones es un dominio

fundamental para el grupo cristalografico.

Grupo cristalografico 13 (p3)
Este es el mas simple de los grupos que contiene rotaciones de 120°, es decir,

rotaciones de orden 3. En este caso, el reticulado es hexagonal.

Grupo cristalografico 14 (p31m)
Este grupo contiene reflexiones, cuyos ejes forman angulos de 60°, y rota-

ciones de orden 3. Algunos de los centros de rotacién estan sobre ejes de re-

flexién, y otros no. El reticulado es hexagonal.

40



Grupo cristalografico 15 (p3m1)
Este grupo es similar al anterior, contiene relexiones y rotaciones de orden
3. Los ejes de reflexién forman dngulos de 60°, pero ahora, todos los centros de

rotacién estan sobre los ejes de reflexion. El reticulado es hexagonal.

Grupo cristalografico 16 (p6)
Este grupo contiene rotaciones de 60°, esto es, rotaciones de orden 6. También
contiene rotaciones de orden 2 y 3, pero no contiene reglexiones. El reticulado

es hexagonal.

Grupo cristalografico 17 (p6m)

Este el grupo cristaligrafico mas complicado, contiene rotaciones de orden
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2, 3y 6, y también reflexiones. En los centros de rotaciones de orden 6, se

intersecan seis ejes de reflexién que forman angulos de 30°. El reticulado es

hexagonal.

X K K

Universidad Nacional de la Patagonia San Juan Bosco.
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