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Introduccion

La construccion de estructuras algebraicas, produjo en el desarrollo del algebra
no solo una transformacion en su dominio de estudio, que hasta fines del siglo XIX habia
sido la resolucion de ecuaciones, sino también una perspectiva diferente para su posterior
evolucion. Como consecuencia de estas originales ideas que le dieron una fecundidad
sorprendente al Algebra, la misma resultd renovada en todas sus tendencias. Desde fines
del siglo XIX los nuevos trabajos ya no estan dominados por la preocupacion de las
aplicaciones en la resolucion de ecuaciones, sino que comienzan a orientarse cada vez
mas al estudio de las estructuras algebraicas en si mismas, problema fundamental del
Algebra actual.

En este articulo se explicitaran algunos procedimientos especificos del trabajo
matematico que se constituyen en un aporte esencial para el desarrollo de la teoria
algebraica de nimeros. Este proceso se centrara en la presentacion de resultados de la
Teoria de divisibilidad en Sistemas de Numeros que abarcan al conjunto de los nimeros
enteros. Ademas, y con el fin de rescatar al desarrollo historico del conocimiento
matematico como iluminador para la deteccion de tales procederes especificos, se
determinara en primer lugar al ""Ultimo Teorema de Fermat'', como el problema donde
tiene su origen, el tema planteado.
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Desarrollo. El problema propuesto por Diofanto de Alejandria (250a d.C), en su
Arithmética: ;Habr4 tres niimeros tal que la suma de los cuadrados de dos de ellos
sea el cuadrado del tercero? O sea en notacion modemna:

3 xvyz€ Nat / x> + y* = Z* 7, fue retomado y generalizado por Pierre Fermat (1601-
1665) quien tomo contacto con la obra diofantina en el afio 1621. Segun sus propias
palabras "es imposible para un cubo ser suma de dos cubos, para una cuarta
potencia ser suma de dos cuartas potencias, o en general para un nimero que es
potencia mayor que dos ser suma de dos nimeros de esta misma potencia'’, 0 sea:
no existen x,y,z€ Z/x"+y'=2" todos no nulos si n>2', proposicién conocida como
el Ultimo teorema de Fermat. Los intentos de resolucion de esta conjetura, en sus
inicios, se centraron en la intencién de extender el conjunto de los numeros enteros a
nuevos conjuntos de niimeros con la condicion de que ellos preserven las propiedades
fundamentales que permiten desarrollar la teoria de la divisibilidad en Z.

Con el propésito de que el lector comience a percibir la importancia del uso de
nociones basicas de la teoria de la divisibilidad en Z , es que, para el abordaje de la
problematica planteada, en primer lugar se desarrollara una demostracion del problema
planteado por Diofantino.

Para tal fin se utilizara una nocion elemental de la teoria de numeros: el resto de

dividirunnmmroemcroporunnﬁmronamal,elquesedmotaréporr,,(a),oonan,

! Las ternas (x k, 0 = k) (0, £ k = k) con signos convenientes Yy, k

entero son soluciones a la ecuacién de Fermat.
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neN y se hara uso de las siguientes propiedades:
ra(@+b) = rufruf@) + rub)) [1]  ral@)=rofra(@))’ [2]

Evidentemente para la solucion de la ecuacion, es suficiente encontrar la ternas
coprimas (x, ¥, z) que la satisfagan. Esta reduccion del problema asegura que x, y, z no
pueden ser simultaneamente niimeros pares. Tampoco pueden ser todos impares. Para
esto, consideremos, por un lado, los restos al dividir por 4 de la ecuacion original:

rd+y) =rdZ) = 1rdS) + ry) =rdz) -
1] 2]
rdrdrd9)’ + rdra®))’) =rdrdz)’ (3]

y por otro lado consideremos la siguiente relacion:

Si x es par vale que: rfx) , 14x%)
0 0
2 0

y, si x es impar vale lo LA}QI ry(x’)
siguiente: 1 1
3 1

lo cual aplicado a /3] produce la siguiente contradiccion: /+/=/. Por lo tanto al
menos uno de los tres niimeros enteros x, y o z debe ser par. Sin embargo z no puede ser
el nimero par, pues analisis similar al anterior nos conduce nuevamente a la

contradiccion, (1+1=0).

23



En consecuencia y sin pérdida de generalidad se supone que x es par € ), z
impares.
Ademassesabeque X’ =2 -y = (z23) (z+Y).
o equivalentemente (v/2)° = (z-3)/2. (z+y)/2  [4]
Cabe destacar que (z-y)/2 y (z+y)/2 son coprimos pues,
(z)/2, (z+y)/2) dividea ((z-)/2 + (z+3)/2) [3]y
((z3)/2, (z+))/2) dividea ((z-y)/2- (z+y)/2) [6]
entonces por [5] ((z-y)/2,(z+y)/2) divide a z ,y ademas
por [6] ((z-y)/2,(z+y)/2) divide a y, lo que implica que:  ((z-))/2.(z+y)/2) = 1.
Por lo tanto retomando /4] y por la propiedad de factorizacion unica en producto de
primos que poseen los niumeros enteros garantizada por el Teorema Fundamental de la
Aritmética, ambos numeros son cuadrados, o sea:

@EY2=d y (W2=F

Luego =d+f, y=F-& , x=2ap
lo que necesariamente implica que o y B tienen distinta paridad. Pues si tuviesen la
misma paridad, debido a que elevados al cuadrado la paridad se mantiene, su suma y su
diferencia daria como resultado un nimero par. Reciprocamente dando valores enteros
positivos a & y B, coprimos y de distinta paridad, se obtienen todas las temas positivas

que resuelven la ecuacion diofantina con la condicion x,y,z coprimos debido a que:
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Xty = Qe - (F-df =+ ) =7

La solucion generales x =d 2 a P, y=d (B*-o’ ), z=d (a*+B?).

Ahora bien, retomando la conjetura que nos ocupa, para avanzar en su resolucion basta
considerar n=¢’ 6 n un primo impar. Esto es asi pues si la conjetura vale para algin n,
vale entonces para todo multiplo de €l, ya que:

si m=nt,teZ X"+y"=2" implica () + (/) = (Z)'

En el tratamiento del caso #=3 se rescatara el procedimiento utilizado por el
gran matematico del siglo XVII Euler’, mas alla de que éste haya cometido uno de los
errores mas frecuentes en las multiples formas de tratar de demostrar la famosa
conjetura:  creer que en nuevos conjuntos de numeros, por él utilizados era
verdadera la unicidad en la factorizacién que asegura el Teorema Fundamental de la
Aritmética y por ende todos los resultados de divisibilidad que de él se deducen.

En este caso Euler , trabajo con el anillo de numeros complejos de la forma

a+bN-3 , ab € Z, tratando de generar en ese conjunto una aritmética similar a la del

anillo Z, no dandose cuenta que Z(/~3 ) no admite factorizacion tnica, ya que por
ejemplo el niimero 4 se puede factorizar como: 4 =22 6 4= (1 + =3 ).(1-VJ=3 ).

Claro...sedeberiaprobarque(1+w/——3)y(]-s/—_3)sonnﬁmerosprimosmelanillo

’ Demostracién dada por el propio Fermat con su método del descenso

infinito. Para detalles consultar Vargas REM Vol 2.2.
® Para una prueba actual referirse a Niven Zuckerman, pag.213.
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Z(J—_3) Para esto se comenzara por recordar algunas definiciones y propiedades de los
nimeros en el anillo Z(+/m ), con m € Z y libre de cuadrados®, que se utilizaran para
entender la necesidad de este planteo y su demostracion.
Definicién 1: Una unidad en Z (+/m ) es un divisor de 1. En particular siempre 1 y -1
son unidades. Esto es, §eZ(\/;)&sunidadsiexiste n eZ(\/r;)demodoque
En=1
Definicion 2: Para b eZ(\/;). Los nimeros de la forma &. b con & unidad son los
asociados al numero b.
Deﬁnicién3:Unm'lmcrobeZ(\/r—n_)&sprimosiysélosi&sdivisibleporlasunidades
y sus asociados.
Deﬁnicién4:Elconjugadodeunnﬁmero§=a+b1./;,m & =a-b/m
Definicion 5: La norma NE del mimero £ es & £’ = a” - m.b?
Propiedades: (i) La norma del producto de dos numeros es el producto de sus normas, o
sea N(a.b)= Na.Nb

(1) La norma de una unidad es 1, y todo nimero cuya norma es 1 es una unidad.

(111) Un numero cuya norma es un entero primo s primo.

‘Un numero entero es libre de cuadrados cuando en su factorizacién
unica en producto de primos, éstos aparecen con exponente igual a
uno.
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Ahora estamos en condiciones de probar que 14=3 es primo, para lo cual es

suficiente, razonando por el absurdo, plantear la siguiente suposicion:
1+ J——3 = (a+b J—_3). (c+d~/——3), luego aplicando la norma a ambos miembros y por
propiedad (i), se logra que: 4 = (@’ + 3b°). (¢’ + 3d°) por lo que necesariamente
a’ + 3b> =2, ya que ninguno de los dos factores es una unidad por propiedad (ii). Pero,
2 no puede ser de esta forma por ser a y b enteros, por lo tanto l+s/3&sprimo.
Analogamente se demuestra que 1-Y=3 es pnmo lo que inevitablemente

contradice la unicidad en la factorizacion, propiedad que Euler no considero.
Sin embargo, en este caso, este error, es muy facil de solucionar, porqué?... tal como lo
propone Lamé (1795-1870), si tratamos de resolver la ecuacién diofantina: x° + y° = 7’
utilizando una estrategia similar al caso n=2, seobtiene: x’ =2°-)°  deesto,
X = (z9) (Z + zy + )/), y ahora, factorizando el segundo factor mediante la
introduccion de las raices cubicas de la unidad’ w y w” se logra:

X’ = (z-3) (z- w.y) (z-w’.y), expresion que obviamente no pertenece a Z, sino a un
nuevo conjunto que no sélo contiene a Z, sinoa w y w’, v que se denota Z(w). Este si es
un dominio de factorizacion tunica, donde se puede demostrarla imposibilidad de

solucionar: X' +y =27 (cf Hardy-Wright)

Esta idea tuvo su origen en: Lagrange(1736-1813) quien marcé la
posibilidad de introducir raices n-esimas de la unidad en el
tratamiento del problema de Fermat.
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O sea se ha subsanado el error de Euler, pues ZCZ(J——3) cZwy
se conserva el procedimiento primitivo que tal como se anticipara es la idea directriz de
esta forma de abordaje al problema: ""Encontrar un conjunto que contenga a Z, que
conserve sus propiedades,en el cual la ecuacién planteada no tenga solucién, por lo
que obviamente no tendra solucién en Z"'.

Situados en este punto, cual sera la continuacién natural de tal investigacion?
Sin duda generalizar la introduccion de raices n-simas de la unidad en la solucion de:
x" + ' = 2" Escribamos
' =X"+y =X"()" = (x+y)(x+@y).....(x+a"" y), con n impar. O sea, este problema
es estudiado en el conjunto:
Zwy)= {ay + ai@' + ..+ an&™ ., a; € Z) denominado: Anillo de enteros
ciclotémicos de grado n. Se trata de hacer en este anillo una aritmética similar a la
construida en Z.

Fue el mismo Lamé quien en 1847 presenté una demostracion de la conjetura de
Fermat, basandose en las ideas precedentemente expuestas, pero fue Liouville [1809-
1882] quien en la misma exposicion oral Lamé rebatié su argumento indicando la
necesidad de demostrar la unicidad en la factorizacion de los numeros pertenecientes a
Zw, ). Es de destacar que la demostracion de un toerema de unicidad en el anillo

mencionado, no es evidente ni siquiera verdadero para todo n.
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En efecto, recién en 1976 se ha podido demostrar que solo para
n=35,7,11,13,17,19 Z (w,) es dominio de factorizacién unica. c.f Unique factorization
in cyclotomic fields, Jour. f. Reine u. Angew. Math 286-287 (1976).

Conociendo ya este avance en la resolucién del problema se percibe claramente
quelainv&stigaciénsehacentmdoentratardcpmervarlaunicidadquenosbrindael
Teorema Fundamental de la Aritmética en nuevos conjuntos de nimeros.

Esta es la concepcion que guié el trabajo de Kummer [1810-1893], quien al
tratar de remediar esta situacion trabaja despegado de las raices de la unidad v construye
una nueva clase de numeros que los llama nimeros ideales . Las ideas de Kummer
constituyen la génesis de la actual Teoria algebraica de nimeros. cf Dieudonné.

Por ultimo cabe reafirmar que con éste analisis se pretende generar formas de
pensamiento matematico, mostrando una sucesién de dificultades que permitieron la
construccion de conceptos fundamentales, hecho que favorece reconocer el real
funcionamiento de esta ciencia.  En este caso particular se dimensiona, tal como lo
sefala Gentile, una de las ideas mas fecundas en toda la historia del desarrollo del
Algebra y la Aritmética: extender el ambito natural de aplicacién de un concepto y
resolver alli el problema propuesto.

Finalmente, puntualizamos que Wiles ha resuelto el problema de Fermat en el
afio 1993. Su solucién se encuentra publicada en la bibliografia indicada sobre Wiles.
Un bosquejo de la demostracion se encuentra en http:/www.ams.org.
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