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Regla de 1 'Hópital para sucesiones 

Antonio J. Di Scala 

El propósito de este artículo es mostrar una versión para sucesiones, de la 

Regla de l'Hopital, en la cual el papel de las derivadas lo juegan las diferencias. 

La versión de la regla de l'Hopital, en el caso de funciones es: 

Si dos funciones f y g de R en R ,tienen las siguientes propiedades: 

lim f(x)= lim g(x)=oo 
x-+oo x_,.oo 

Entonces 

lim f'(x) =a 
x-+oo g'(x) 

limf(x)=a 
x-oo g(x) 

El primer enunciado se adjudica a Otto Stolz, alumno de Karl Weierstrass. 

"Criterio de Stolz". 

Sea { an} una sucesión arbitraria y { bn} una sucesión creciente y divergente. 

Si existe 

Entonces también existe 

lim an+l- an 
n-+oo bn+ 1 - bn 
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y además 

U na demostración es como sigue: 

Primero escribimos 

donde fn tiende a cero cuando n tiende a infinito y o es el limite del cociente. 

Luego 

an+l - an = o.(bn+l - bn) + fn.(bn+l - bn) 

Si sumamos en ambos miembros desde n = 1 hasta n = N - 1 resulta: 

-1 

aN-al = o.(bN- b1) + L fn.(bn+l - bn) 
n=l 

podemos suponer a1 = b1 = O , ahora si dividimos por bN se obtiene: 

N-1 
aN _ + ""' fn.(bn+l - bn) 
bN - Q L..J b = Q + RN 

n=l N 

donde 

afirmamos que: 

16 

en efecto, podemos escribir: 

tomando valor absoluto y usando la desigualdad del triángulo se tiene: 

como los fn tienden a cero, podemos encontrar una constante lvf que los 

acota y dado un f > O un o a partir del cual 1 fn 1 ~ f . 

Haciendo K= No , obtenemos: 

como la sucesión bn es creciente podemos sacar los valores absolutos, obte­

niendo sumas telescópicas, luego de cancelar obtenemos: 

finalmente como bN es divergente, agrandando de manera que 

M 1 bNo+1 1 <_ "' 
o lb 1 ~ 

resulta: 

lo cual termina la demostración. 
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Veamos una bonita aplicación, definamos la sucesión { xn} de la siguiente 

manera: 
, sin= 1 

, si n > 1 

es decir las iteradas de la función seno a partir del l. 

La cuestión es calcular: 

Para ello escribimos an = n y bn = fr resultando: 
n 

Sin detenernos en el hecho de que la. suceción { bn} sea creciente y divergente 

calculamos: 

escribimos: 

lim an+l- an 
n-+oo bn+l - bn 

usando el desarrollo de Mac-Laurin de la función seno se obtiene: 

x3 
Xn+l = Xn -

6
n + ... 

reemplazando llegamos a: 

2 { x
3 

)2 { x
3 

2 Xn. Xn- =t" + ... Xn- =t" + ... ) = ~~--~-2--~-- -

x;- (xn- =f + .. .)2 1- (1 -lf- + .. .)2 

x;.{1 -lf + .. .)2 {1- ir"+ .. .)2 
( 

x2 ) ( x2 ) = { 1 x2 =t + 000 o 2- =t + 000 6 + ... ).(2- =t + ... ) 
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finalmente tomando límite cuando n tiende a. infinito y usando que { xn} 

tiende a. cero, llegamos a. que: 

1 = -1- = 3 
¡¡.2 

es decir: 

lim x~ .n = 3 n-+oo 

el crecimiento y divergencia de la sucesión { bn} resultan de la desigualdad 

O ~ sen(x) ~ x válida. en el intervalo [O 1] que garantizan que {xn} sea de­

creciente y tenga límite. Este límite es cero por ser cero el único punto fijo de 

la. función seno en este intervalo. 

Volviendo nuevamente la. vista al 'Criterio de Stolz' , el siguiente ejemplo 

muestra que la. hipótesis sobre el crecimiento de las { bn}, no puede, en principio, 

obviarse: 

en este caso los límites dan: 

y 

li an l m-= 
n-+oo bn 

pero analizando la. demostración resulta. que solo necesitamos que estén aco-

tadas las sumas: 

I: 1 {bn+l - bn ) 1 

n=K+l 1 b 1 

por una. constante que no dependa ni de K ni de N. 
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Dicho esto enunciamos esta generalización como sigue: 

Sean {an} y {bn} dos suceciones. Supongamos que {bn} es divergente y que 
existe una constante H tal que: 

Si existe 

f 1 (bn+1 - bn) 1 ~ H para todo 
n=1 1 bN 1 

lim an+1 - an 
n-.oo bn+ 1 - bn 

Entonces también existe 

y además 

li an+1 - an li an m = m-
n-.oo bn+ 1 - bn n-.oo bn 

Para finalizar, me parece adecuado comentar que la necesidad de aclarar 

estas ideas nació en una discusión de la solución de un problema de la compe­

tencia Paenza, mantenida entre Luis Silvestre, Martín Sombra y el autor. 
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"El último Teorema de Fermat y el problema de la 
existencia de factorización única en ciertos sistemas 

de números" 

Silvia Etchegaray - Patricia Konic 

Introducción 

La construcción de estructuras algebraicas, produjo en el desarrollo del álgebra 

no sólo una transfonnación en su dominio de estudio, que hasta fines del siglo XIX había 

sido la resolución de ecuaciones, sino también una perspectiva diferente para su postenor 

evolución. Como consecuencia de estas originales ideas que le dieron una fecundidad 

sorprendente al Algebra., la misma resultó renovada en todas sus tendencias. Desde fines 

del siglo XIX los nuevos trabajos ya no están dominados por la preocupación de las 

aplicaciones en la resolución de ecuaciones, sino que comienzan a orientarse cada vez 

más al estudio de las estructuras algebraicas en si mismas, problema fundamental del 

Algebra actual. 

En este artículo se explicitarán algunos procedimientos específicos del trabajo 

matemático que se constituyen en un aporte esencial para el desarrollo de la teoría 

algebraica de números. Este proceso se centrará en la presentación de resultados de la 

Teoría de divisibilidad en Sistemas de Números que abarcan al conjunto de los números 

enteros. Además, y con el fin de rescatar al desarrollo histórico del conocimiento 

matemático como iluminador para la detección de tales procederes específicos, se 

determinará en primer lugar al "Ultimo Teorema de Fermat", como el problema donde 

tiene su origen, el tema planteado. 
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