Engranajes y mejores aproximaciones racionales

Lucio R. Berrone

Resumen

Motivado por la construccién de sistemas de ruedas dentadas con
determinada relacién de transmision, se discute el problema de aproxi-
mar un numero real £ por una fraccién racional P/@Q de manera que
el error de aproximacién sea menor que el que resultaria de tomar

cualquier otra fraccién con denominador mas pequerio.

1 Introduccion

Desde los ciclémetros de Herén de Alejandria y de Vitruvio, pasando por las
fantasticas mdquinas que habitaban la desvelada imaginacién de Leonardo,
las ruedas dentadas desempenan un rol especial entre los variados com-
ponentes de muchos mecanismos. En la actualidad, a dos siglos de la
Revolucion Industrial, estamos ya definitivamente acostumbrados al uso de
aparatos mecanicos o electromecanicos que funcionan a base de engrana-
jes. La caja de velocidades del automévil, el reloj y el sistema que hace
que un ventilador oscile, para poner unos pocos ejemplos, todos incorporan
sistemas mas o menos complejos de engranajes. A fuerza de encontrarlas
con tanta frecuencia, nadie parece necesitar que le expliquen qué cosa son
0 coémo estan construidas las ruedas dentadas. Sin embargo, adoptando la
moral de Sganarelle, el ‘Cornudo Imaginario’ de Moliére, diremos aqui que

(9], pag. 210)

“...en este caso, la mdzima apariencia puede dar al espiritu
una creencia falsa. Acordaos bien de este ejemplo, y aunque lo
vedis todo, no credis nunca nada.”

En efecto, en el disefio y construccion de engranajes se presentan problemas
de naturaleza tanto tedrica como técnica que resultan nada triviales y a
cuya solucién se consagra, en las carreras de Ingenieria Mecdnica, un grueso
capitulo en materias como ‘Elementos de Maquinas’. Al analisis de uno de
esos problemas estdn dedicadas las lineas que siguen.

Consideremos, para empezar, un sistema de transmisiéon de movimiento
esencialmente mas sencillo que el engranaje: la rueda de friccion. En la
figura 1 se muestran (las secciones de) dos ruedas de radios r y R que, con
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punto de contacto en P, giran sin deslizamiento alrededor de los puntos O
y O, respectivamente.
@ F

IMiearn |

Llamemos w a la velocidad angular de la rueda mas pequena y (2 a la co-
rrespondiente a la rueda mayor. La ausencia de deslizamiento provocada
por la friccién da lugar a una relacion sencilla entre w y €. De hecho, en el
punto de contacto P, la velocidad V' de ambas ruedas debera ser la misma;
es decir,
wr == VR
de donde
w R

QT (1)

El cociente entre las velocidades angulares w y 2 indica la relacion de trans-
mision de movimiento entre dos ruedas de friccion y la igualdad (1) expresa
la proporcionalidad inversa a los radios de las ruedas de estas velocidades.
En la figura 2, las proyecciones de los dientes A y A’ de dos engranajes
(ruedas dentadas) que giran alrededor de los punto O y O’, respectivamente,
hacen contacto en el punto P. Segin los engranajes van rotando, el punto
de contacto P se desplaza sobre los perfiles de los dientes A y A’ de manera
que

IFigura 2
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las distancias 7 = OP y R = O'P no se mantienen constantes como ocurria
con las ruedas de friccion. Es preciso, sin embargo, que la relacién de trans-
mision entre las ruedas w/€2 se conserve invariable (pensemos qué sucederia
si los engranaje. de la caja de velocidades de un automévil no cumplieran
esta condicion). Ademads, el contacto entre los dientes debe realizarse de
manera suave y sin choques. Es claro entonces que los perfiles de los dientes
no pueden disefiarse de manera arbitraria y que este disefio puede llevarse
a cabo solo una vez resueltos ciertos problemas mecanico-geométricos. En
realidad, nuestro objetivo presente no es el de ocuparnos de esta clase de
problemas por lo que remitimos al lector interesado a la bibliografia es-
pecifica (véanse, por ejemplo, [5], [7], [14]). Nuestro interés inmediato serd
la forma que toma la relacién de transmisién en el caso de los engrana-
jes. Consideremos pues dos ruedas dentadas E y E’ engranadas entre si, y
sean ng y ngs, respectivamente, el niumero de dientes en cada una de ellas.
Cuando el engranaje E ha completado una revolucién, el otro engranaje
. | par, £, haord girado ng/ng/ vueltas. Asi pues, [ng,ngs] es el minimo
nimero de vueltas que debe girar cualquiera de los engranajes E o E’ de
manera que también el otro couplete un nimero entero de revoluciones (da-
dos dos nimeros enteros a y b, denotamos con (a,b) su m.c.d. y con [a,b] su
m.c.m.)y, si E gira con velocidad angular w, entonces la velocidad angular
2 de E’ sera Q = (ng/ng/)w, o bien
- E’ (2)
Q ng
igualdad que indica la proporcionalidad inversa de las velocidades angulares
de las ruedas al nimero de dientes en cada una de ellas. Nétese que la
relacion de transmision w /{2 para un par de engranajes es siempre un nimero
racional, a diferencia de lo que sucede con un par de ruedas de friccién, en
donde esta relacion puede, al menos en teoria, tomar cualquier valor real.
Volvamos por un momento a las ruedas de friccién. En la figura 3 se ilus-
tran (las proyecciones de) dos sistemas de ruedas de friccién. Para sistemas
de este tipo es siempre tarea sencilla calcular la relacién neta de transmisién.
Si w; designa la velocidad angular de la rueda de radio R;, 7 = 1,2,3,4, por
ejemplo en el sistema A), tenemos que
wy; ww, RyR3 Rj
—=——= === == (3)
Vemos pues que un sistema integrado unicamente por dos ru: las de radios
R; y Rj tiene idéntica relacion de transmision que la del sic ‘ma A) (solo

w3 Wy w3 R1 Rz R1 i
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que los ejes de rotacion estdn mdas apartados entre si en el sistema A)y,
ademds, el sentido de rotacién de R; y R5 es el mismo, caracteristicas estas
que pudieran tener sus ventajas en el disefio de mecanismos).

A)

e (VY

i a

Para el caso descrito por la figura 3-B), en donde las ruedas de radios R, y
R3 giran solidariamente alrededor de un mismo eje, resulta

wp wiwaws Ry Ry  RyR,4

wis wawiws R R:  RR3

(4)

Si en lugar de sistemas compuestos por ruedas de friccién consideramos
sistemas de engranajes esquematicamente descritos por las mismas figuras.
valdrian para la relacién neta de transmisién igualdades similares a (3) v
(4). De hecho, solo tendriamos que sustituir en estas identidades el radio
R; por el correspondiente nimero n; de dientes de la rueda i. Por ejemplo.
para un sistema de ruedas engranadas como en la figura 3-B), la identidad
(4) tomaria la forma

%51 W1 Wy w3 ny

. 1.4 2 (5)

Wy  wWawiwg N n3  npnsz

Estamos finalmente en condiciones de dar idea del problema que con-
centrara nuestra atencién en este trabajo. Supongamos que, utilizando en-
granajes, necesitamos construir un sistema con una determinada relacién de
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transmision, la cual se expresa a través de la fraccién irreducible M/N. Es
obvio que dos ruedas dentadas con M y N dientes cada una, engranando
entre si bastarian para alcanzar esta relacién. Puede ocurrir, sin embargo,
que si M o N son nimeros muy grandes, la construccién de engranajes
que posean exactamente ese niumero.de dientes escape a las posibilidades
tecnologicas presentes (mas aln, cabe imaginar un nimero tan grande que
la construcciéon de un engranaje con tal nimero de dientes resulte jamas
practicable!). También existen dificultades mecanicas nada despreciables:
un engranaje con un numero muy elevado de dientes perdera demasiada
energia por friccion. Afortunadamente, a los fines practicos puede uno con-
formarse con aproximaciones y fabricar, por ejemplo, dos engranajes de P
y Q dientes (con P y @ sensiblemente menores que M y N) de manera que
la relacion de transmision P/ resulte mas o menos préxima a la deseada
M/N. Enunciado de una manera un tanto vaga todavia, nuestro proble-
ma serd pues el siguiente: dada una fraccion irreducible M/N, con M y
N enteros muy grandes, construir sistemas de engranajes cuya relacion de
transmision aprozime lo mejor posible a M /N . El sentido exacto de la frase
‘aprorime lo mejor posible’ se ira aclarando a medida que avancemos con
nuestra exposicion en las secciones subsiguientes.

2 El caso en que M y N son compuestos: una

solucidon tecnoldgica

Cuando el numerador M y el denominador N de la relacién de transmisién
son nimeros compuestos, es posible disefiar un sistema de engranajes con
la misma relacién neta de transmisién y cuyas ruedas tengan un nimero
comparativamente menor de dientes. Supongamos, sin perder generalidad,
que M y N pueden factorizarse en la forma

M=MM;---My, N=N;Ny--:Ng.

Entonces

_=___"'___._..._, 6
N NiNy--- Ny N N N (6)

de manera que el sistema integrado por una serie de 2k ruedas engranadas
cuyos respectivos numeros de dientes fueran Ny, My, No, M>, ..., N, M} cum-
pliria con las condiciones sefialadas. En la practica, el uso de engranajes con
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un nimero muy pequeiio de dientes presenta dificultades mecanicas. Este
inconveniente se soluciona remplazando, si fuera necesario, en (6) la relacién
M;/N; por pM;/(pN;) con p un nimero natural pequeiio. La relacién 2/3
puede construirse como 6/9 6 10/15, por ejemplo.

Si bien el sistema construido segiin el procedimiento descrito posee exac-
tamente la relacion de transmision deseada, esta solucién del problema es en
varios aspectos insatisfactoria. En primer lugar no es general: no se aplica
al caso en que M o N sean primos. Sin llegar a este extremo, puede ocurrir
que los factores primos de M y N sean ya tan grandes que sea imposible
construir ruedas con ese nimero de dientes. De cualquier modo. he aqui un
procedimiento que permite construir, en muchos casos, de manera ezacta
una relacion de transmision determinada. Si queremos ir mas lejos se hara
necesario efectuar aproximaciones.

3 Una solucién ingenua: aproximacién mediante

una fraccién con denominador prefijado

Supongamos que, siendo M y N enteros muy grandes, deseamos aproxi-
mar la relaciéon de transmisiéon M /N mediante otra relacién de la forma
p/q donde ¢ < N (la relacién ‘ z < y’ se lee "z mucho menor que y;
cuanto menor deba ser ¢ viene aqui determinado de una manera tecnolégica
y significa que la construccién de un engranaje con ¢ dientes es factible
y mecanicamente aceptable). Es claro entonces que deberemos minimizar
el error |[M/N — p/q|, por cuanto el numerador p de la fraccién p/q sera
solucion del problema

que resulta equivalente, teniendo en cuenta que
IM/N —p/q| = [Np— Mgq|/(Nq) y M,N y ¢ se han prefijado, a este
otro
min [Np— Mgq|. (7)
p€EZ

Sobre la existencia de solucién del problema (7) no puede haber dudas: el
conjunto {{Np— Mg| : p € Z} es un conjunto (no vacio!) de enteros no
negativos y tiene, por tanto, un primer elemento (buena ordenacién del con-
junto Np). La solucién efectiva se alcanza facilmente utilizando el algoritmo
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de la divisién. En efecto, existen tnicos enteros a y r tales que 0 < r < N y
Mq= Na+r. (8)

De (8) obtenemos también
Mg=N(a+1)- (N -r). (9)

A veces se llama a (8) divisién por defecto y a (9) divisién por exceso (cfr.

[10], [11]). Es asi que eligiendo p = a 0 p = a + 1 obtenemos
|Na— Myq| p=a
Np—-Mgq| = ’
12¥p ql {IN(a+1)—Mq|, p=a+1l

T p=a
B N-r, p=a+1"’

y la solucién p* del problema (7) viene dada por

= { a, si min{r,N-r}=r

a+1, si min{r, N-r}=N-r ' (10)

Dejamos al lector la sencilla prueba de esta afirmacién. El error cometido
en la aproximacion de la relacién M/N por p*/q viene dado por

M p*| _[Np"—Mg| min{r,N -r} - 2
- Ng - Ng = 2¢

Hemos desarrollado entonces un método consistente en la determinacién
de la mejor aproximacion con denominador prefijado a la relacién de trans-
mision dada. Veamos ahora una aplicacién concreta. Deseamos aproximar
la relacién M/N = 77708431/2640858 por una fraccién con denominador
g = 11. Obsérvese que M = 77708431 es primo de manera que, como se
desprende de lo expuesto en la seccién anterior, es imposible realizar exacta-
mente la relaciéon M /N mediante un sistema de ruedas dentadas. Tenemos
que

77708431 - 11 854792741 = 2640858 - 323 4+ 1795607
77708431-11 = 854792741 = 2640858 - 324 — 845251,

y utilizando (10) y (11), resulta la aproximacién p*/q = 324/11 con error
dado por

|77708431/2640858 — 324/11| = 76841/2640858 = 0,029097. (12)
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Si ahora buscamos la mejor aproximacién con denominador ¢ = 7 a la misma
relacién, encontraremos p* = 206, de modo que p*/q = 206/7 con error

77708431/2640858 — 206/7| = LECL I 0,00312: 13

| / —206/7| = 18486006 ~ 3. (13)
Comparando (12) con (13), concluimos que el sistema de ruedas con menor
nimero de dientes proporciona una mejor aproximacién a la relacién de
transmisién deseada. Asi pues, el método de prefijar el nimero de dientes
de una de las ruedas no resulta adecuado por dos motivos: no propor-
ciona, en general, la solucién tecnolégicamente mas simple ni tampoco la
mas aproximada. No obstante, es posible salvar el inconveniente determi-
nando, mediante el procedimiento anterior, las fracciones con denominador
¢,(¢—1),(¢g = 2),...,1 que aproximen mejor a la fraccién dada, eligiendo
luego aquella que realice el menor error de aproximacién. Las dos secciones
siguientes muestran que pueden alcanzarse resultados similares a través de
un procedimiento mas eficiente.

4 El planetario automatico de Huygens

En el ano 1682, Christian Huygens (1629-1695) construyé un planetario
automadtico; esto es, un modelo a escala del sistema solar movido por un
mecanismo de relojeria. Sorprende la amplitud de intereses y recursos de los
hombres de ciencia de aquel tiempo: Huygens, ademas de fisico, matematico
y astrénomo, era decididamente afecto a los mecanismos. Hoy es recordado
tanto como autor de la Teoria ondulatoria de la luz y del primer libro sobre
Teoria de Probabilidades ( “De Ratiociniis in Aleae Ludo”, 1657) como cons-
tructor del primer reloj regulado por un péndulo. Por cierto, los capitulos
primero y iltimo de su obra mas famosa, el “Horologium Oscillatorium™
(1673) estan dedicados a los relojes de péndulo. Continuando los estudios
de Galileo, Huygens demuestra alli que un péndulo debe describir un arco
de cicloide a fin de que sus oscilaciones resulten realmente isécronas, un ha-
llazgo notable si se recuerda que el Calculo y la Mecanica se hallaban, por
entonces, ambos en etapa de formacion.

El funcionamiento del planetario automatico es descrito en una publi-
cacién péstuma, el libro “Descriptio Automati Planetarii’, editado en La
Haya en 1698. Un planetario posee un mecanismo esencialmente mas sen-
cillo que el del reloj pues no precisa de ningin sistema de escape: impulsado
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por un muelle (i.e., funcionaba “a cuerda”), un sistema de ruedas dentadas
confiere movimiento a los planetas. No obstante, tratdndose de un modelo
a escala del sistema solar, debia respetar las relaciones existentes entre los
tiempos de revolucion de cada uno de los planetas. En la época, estos tiem-
pos de revolucion se conocian ya con gran precisiéon. Por ejemplo, se sabia
que en un afo la tierra barre sobre la ecliptica un angulo de 359° 45’ 40” 31"
mientras que el angulo descrito por Saturno mide 12° 13’ 34" 18"”. Esto da
una relacion entre los respectivos periodos de revolucién igual a

M _ 359-60° +45-602 + 4060 + 31 _ 77708431
N " 12-60°+13-602+34-60+ 18 ~ 2640858

la relacion de transmisién que hemos considerado en el ejemplo de la seccion
anterior. Desde luego, Huygens descarté la posibilidad de construir en-
granajes con tan elevado nimero de dientes y, a fin de conseguir para su
planetario un par de ruedas con relacién de transmisién préxima a M/N |,
Huygens aplicé el algoritmo de Euclides a los enteros M y N, obteniendo

77708431 = 2640858 - 29 + 1123549 , 5946 = 4411-1 + 1535
2640858 = 1123549 - 2 + 393760 , 4411 =1535-2+ 1341
1123549 = 393760 - 2 + 336029 , 1535 =1341-1+ 194
393760 = 336029 - 1 + 57731 , 1341 =194-6 + 177
336029 = 57731 -5+ 47374 , 194=177-1+17
57731 = 47374 -1 + 10357 , 177=17-10+7
47374 = 10357 - 4 + 5946 s M =7-2+3
10357 = 5946 - 1 + 4411 =132
Estas igualdades pueden reescribirse convenientemente bajo la forma
77708431 29 +
2640858 %—2—8-553%
2640858 1
1123549 2+ Timm
393760
1123549 1
303760 T 30
336029
393760 1+ 1
336029 35:‘.;‘.?:,'219
7 1
- = 2=
3 *3
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cuya combinacién permite escribir

77708431 e 1
2640858 ey T B

+—L§
2+

Llegado a este punto, Huygens interrumpié el desarrollo (14) en el cuarto
estadio, obteniendo asi la fraccién

1 206
294+ ——— = —.
2+ 7

Ya hemos visto que 206/7 aproxima a 77708431/2640858 mejor que
324/11, una fraccién con denominador mas grande. Si hiciéramos los calculos
pertinentes, veriamos que 206/7 aproxima a 77708431/2640858 mejor que
cualquier otra fraccién con denominador no mayor que 7. Para compren-
der el por qué esto es asi y para justificar el procedimiento de aproximacién
seguido por Huygens, precisamos exponer los elementos de la Teoria de frac-
ciones continuas. A esta exposicién basica esta consagrada la seccién que

sigue.

5 Fracciones continuas y mejores aproximaciones

racionales

Recordemos para empezar que si £ es un nimero real y b > 1 es entero,
podemos identificar a £ con la sucesién de enteros {&,&1,&2,...,&n,.. .}
tales que £p,&162...&n ... es la expansion en base b de £. Una vez ex-
cluidas las sucesiones que finalizan con una secuencia infinita de términos
iguales a b — 1, la identificacién se vuelve realmente buena, en el sentido
de que la correspodencia § — {&,&1,&2,...,&n,...} es una biyeccién.
Segin hemos podido ver en la seccién anterior, el algoritmo Euclideano
aplicado a los enteros M = 77708431 y N = 2640858 también produce
una secuencia (finita) de enteros, los sucesivos cocientes, que en aquel caso
eran {29,2,2,1,5,1,4,1,1,2,1,6,10,2}. El procedimiento se generaliza a
cualquier nimero real £, generandose una sucesién de enteros a, mediante
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@, = |22 5020
Zo=f . (15)

_ 1
Tp-1 = Qp-1 + Tn? n Z 1»

(para u real, |u] indica la ‘parte entera’ de u: el mayor entero no mayor que
u).

Obsérvese que si z, es entero, entonces el algoritmo finaliza en el n-ésimo
paso. De otro modo, la sucesién generada {a,} es infinita. Veamos un
ejemplo. Para £ = /3, tenemos ag = [\/§_| =1yvV3=1+ 1/z,; ie.,
z1=(V3-1)1'=(V3+1)/2yasi,aq1 = [(V3+ 1)/2| = 1. Continuando
el algoritmo, resulta (v3+1)/2 = 1+1/25, de donde z; = ((v3 - 1)/2)"" =
V3+1lya; = [\/§+ lj = 2. Adln otro paso proporciona V3 + 1 = 2 +
1/z3 y por tanto, z3 = (v/3 — 1)~! = z;; vale decir, reencontramos z,
por lo que nuestro algoritmo asocia a v/3 la sucesién infinita y periédica
{1,1,2,1,2,1,2,.. }.

Es bien sabido que, cuando £ es un nimero racional, la expansién en
cualquier base b de £ tiene la particularidad de que es finita o sus cifras
empiezan a repetirse desde una en adelante. Por su parte, la sucesién {a,}
dada por el algoritmo (15) resulta finita si £ es racional. La prueba de esta
afirmacién establece una vinculacién de (15) con el algoritmo Euclideano.
Pongamos £ = M/N con (M,N)=1,N > 0 y apliquemos el algoritmo de
Euclides al par M, N. Definiendo yo = M e y; = N, se obtiene (habida
cuenta de que (M,N)=1)

Yo =Y1 @0+ Y2
N1 =Y2-01+Y3

: : (16)
Ym-3 = Ym-2 * Om-3 + Ym-1
Ym-2 = Ym-1"Qm-2+1
Ym-1 = l1-am-1
con
n>y2> - >ym =1 (17)

Por lo tanto, puede escribirse
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=— =@yt =0g+ ———=:-"-=ap+
N 1521. a1+ o o1+

Gmigto—=
(18)

Vemos pues que el algoritmo (15) coincide esencialmente con el algoritmo
Euclideano en el caso en que £ = M/N es racional. Las desigualdades (17)
muestran que el proceso finaliza después de m < y; = N pasos y esto
prueba que el algoritmo (15) asocia una secuencia finita de enteros con cada
nimero racional. El dltimo miembro de (18) muestra que, reciprocamente,
a la sucesién finita de enteros {ag,@i,...,@m—1} le corresponde un nimero
racional, de manera que (15) asocia una sucesién infinita de enteros a cada
irracional &.

Antes de establecer las propiedades del algoritmo (15) que nos intere-
san, convendra establecer una terminologia apropiada y efectuar algunas
observaciones preliminares.

Mediante repetidas sustituciones, de (15) se obtiene

1 1 1
Zo=apt+—=aq+— ==a@t+t————7—- (19)
z a) + o 01+F—

No sera necesario para nosotros interpretar el dltimo miembro de estas
igualdades como un ‘paso al limite’, de modo que le asignaremos sélo un
significado formal. Se trata del desarrollo en fraccion continua de § y uti-
lizaremos la notacién (ag,a;,@s,...) para indicarlo. Notese que, con la
posible excepcién de ag, los enteros a,, denominados cocientes parciales de
la fraccién continua, son en realidad naturales, es decir @, > 1sin > 1.
En efecto, sea a,, n > 1, un cociente parcial de (ag,a;,a2,...). Si Zp—
fuera entero, entonces (15) muestra que la fraccion continua finalizaria antes
del n-ésimo cociente parcial a,, contra lo supuesto. Es asi que z,_; no es
entero, en cuyo caso 0 < Z,—1 — |Zn-1] < 1. Segin (15), vale entonces
Tp = (Tn-1 — [Zn-1])"! > 1 y por tanto, a, = |z > 1.
Las sucesivas fracciones

60 = (ao)afl = (00’01),"',€n <= (00,01,02,...,an),...

se denominan convergentes de la fraccién continua (ag,ap,az,...). Una
vez expresado fraccionariamente el n-ésimo convergente; es decir, poniendo
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€n = Pn/Gn con (Pn,¢n) = 1y G > 0, puede encontrarse la ley seguida
por los enteros p, y ¢,. Demostraremos que, ambas sucesiones satisfacen la
misma ecuacion:

Zn = Qp2p-1 t 2n-2, (20)

s6lo que con distintas condiciones iniciales:

p—2=0 , py1=1

21
g—2=1 , ¢g1=0 (21)

Sea pn, gn la solucién de (20) y (21). Primero observamos que, siendo z real
positivo, se cumple

— IPn-1 + Pn-2

, n €N. (22
TGn-1 Sy Gn—-2 ( )

(00,01,02, ceeyQn_1, I)
En efecto, en vista de (20) y (21) es pp = ag, g = 1, de modo que
(@0,z) = ap+1/z = (zag+ 1)/z = (zpo + p-1)/ (2o + g-1) ¥ (22) es cierta
cuando n = 1. Teniendo ademas en cuenta que (ag,a;,az,...,0n, ) =
(ap,ay,@z,...,a, + 1/z) y suponiendo que (22) vale para n — 1, resulta

Pr-1(an +1/2) + pn—2
qn-l(an 1= 1/1') + gn-2
I(anpn-—l ar pn—?) + Pn-1
z(@ngn-1 + gn-2) + ¢n-1
IPn + Pn-1

Zqn ar qn-1 '

(a0, 01,02,...,a,+ 1/2) =

lo que prueba inductivamente la identidad (22). Como ya se ha visto, si
n=0esp=agq =1y asi, & = (@) = ap = po/g- En general,
haciendo z = a, en (22) obtenemos

QnPn-1 i Pn-2
qn-10n + qn-2
Pn
qn

fn = (OQ,QI,QQ,-..,an_l,an) =

Por lo tanto, p,/@n = Pn/qn, para todo n > 0.
Conviene observar que la sucesién {g,} es creciente y positiva:

On-1 < gny BEN.
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Este hecho se deduce directamente de (20) y (21), recordando que a, > 1
para n > 1. Por otra parte, utilizando (20) y (21) pueden probarse por
induccién las importantes relaciones

Pnqn-1 — Pn-1qn = (_1)71—1’ n €N, (23)

Prn@n-2 — Pn—-2qn = (_l)nan» n € N. (24)

La primera de ellas muestra que (pn,¢n) = 1 (por qué?); esto es, que la
fraccién p,/gn es irreducible, luego p, = prn ¥ ¢n = ¢n.
Ahora escribimos (23) y (24) como

Pn  Pn-1 _ (_l)n_l
an n-1 dndn-1

, n €N, (25)

Pn Pn-2 _ (=D"an
9n  Gn-2 GnGn-2
estas relaciones muestran que

n €N, (26)

P2k P2k-1
92k q2k-1

Y que
Pak  P2k-2  P2k+1  P2k-1

. .
92k q2k-2 92k+1 92k-1

De aqui que la sucesion de los convergentes de orden par es creciente mien-
tras que la de los de orden impar es decreciente. Mas ain, los convergentes
de orden par estdn todos a la izquierda de cualquier convergente de orden

impar (por qué?). Resumiendo, tiene lugar la siguiente cadena de desigual-
dades

§0<<€< << <fk-1< <& <<

Estamos ahora en situacién de abordar la cuestién central. Ocupémonos
para ello del error |£, — £| cometido al sustituir el nimero £ por el n-ésimo
convergente de su desarrollo en fraccién continua. Las identidades (22) y
(23) nos permiten escribir, para cada n € Ny,

n—€& = (ag,a1,02,...,an) — (@0, @1,02,...,0nyTn41) =
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Pn  Zn41Pn + Pn—1
an Tn41Gn + Gn-1
Pndn—1 — Pn—19n
@n(Tn+19n + qn-1)
(_l)n-l
4n(ZTn+19n + Qn—l),

de manera que

1

Ifn B €| B Qn(xn+IQn-+ Qn—l)’

n € Np. (27)
Como consecuencia de la expresion del error de aproximacién dada por (27),
vemos que |§, — €| puede acotarse de la siguiente manera

1
Gnn+1 i

1€n — €| < (28)

para lo cual se ha tenido en cuenta que T4 > |Zp4+1] = @n4q sin > 0 junto
con la ley de recurrencia (20). Mds importante es todavia la observacién de
que la sucesion de errores {|£, — £|} es decreciente. En efecto, la desigualdad
|€n — €| < |En—1 — €| es, por (27), equivalente a la siguiente

@n-1(Zngn-1 + @n-2)"< @n(ZTn41qn + ¢n-1),

la cual, recordando que z, = a, + 1/Z,41, es a su vez equivalente a

1
Gn-1 ((an I ) Gn-1 t+ Qn—-2> < Qn($n+14n + gn-1)-
Tn+1

Teniendo en cuenta la ley de recurrencia (20), esta tltima puede escribirse

en la forma
gn-1

n-1 (Qn - ) < @n(ZTnt+19n + Gn-1)

Tn41
o, de manera simplificada,

2 2 2
n-1 < In+lqn'

Esta dltima desigualdad es obvia de dos hechos ya apuntados: 0 < ¢,—1 < ¢n
Yy, 21lsin2>1.
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Consideremos ahora una fraccién irreducible P/@Q que aproxime al nimero
£ mejor que el n-ésimo convergente &, ; es decir, tal que |P/Q — £| < |&, — &|.
De la discusién previa se sigue que la situacién es justamente la ilustrada
por la figura 4, donde se distinguen, como corresponde, los casos en que n
es par o impar.

— YE

|__

—

En-] . P/Q En
n impar
3
| = |
Eu P/Q En 1
npar

Pigura |

Puesto que |,—1 — €| > |€n — €|, se concluye que

En < P/Q <€n10&p-1 < P/Q < & (29)

segin sea n par o impar. Asi, usando la identidad (25), resulta

P n—
p : I —~&n-1| < |§n - En—1| = ) (30)
gn-1 dnqn-1
pero |P/Q — pn-1/gn-1| # 0 (por qué?) y por tanto,
P pn 1
- - : 31
Q 1| Qon-1 31
Combinando las desigualdades (30) y (31), obtenemos
1 - 1
Qgn-1 Gngn-1’
o bien
Q@ > gn- (32)

Si € > 0, también vale la desigualdad

P >on
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se demuestra similarmente. Hemos probado asi la propiedad de los con-
vergentes que usé Huygens para la construccién de los engranajes de su
planetario: el n-ésimo convergente &, = p, /¢, de £ € R estd mas préximo
a § que cualquier otra fraccion con denominador no mayor que g¢,. Es
importante observar que en ningin momento hemos supuesto que £ fuera
racional. Senalemos, a este respecto, que las aproximaciones racionales de
T = (3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,...) que han sido obtenidas a lo largo de
los siglos, coinciden muchas veces con los primeros convergentes de su de-
sarrollo en fraccién continua. Asi sucede, por ejemplo, con 22/7, el segundo
convergente calculado por Arquimedes, y con 355/113, el cuarto ya conocido
por el astrénomo chino Tsu Ch’ung-Chih en el siglo quinto de nuestra era
(cfr. [1], pag. 7y ss.).

Con el objeto de recordar los resultados que mas nos interesan entre los
alcanzados precedentemente, finalizamos esta seccién enunciando el siguien-
te teorema.

Theorem 1 Sea EER y& = pn/qru con (Pn, gn) =1y gn >0, €l n-ésimo
convergente del desarrollo de & en fraccion continua; entonces €, — €| <
1/¢ngn+1. Mds ain, si P/Q es un mimero racional, con Q > 0, que satisface
|P/Q = £| < |pn/gn — €| para algun n, entonces Q > gy

6 Notas finales

Huygens no parece haber dado demostracién de la propiedad de mejor a-
proximacion de los convergentes del desarrollo en fraccién continua que usé
en la construccion de su planetario. Desde luego, ello es acorde con el
estandar de rigor de la Matematica de la época y en modo alguno supone
que Huygens no dispusiera de una justificacién de su método. En cuanto
a la originalidad del procedimiento utilizado por Huygens, citamos a H.
Wieleitner ([15]):

“El fraccionamiento de una fraccion constituida por nimeros
enteros en fracciones aprozimadas utilizando la division conse-
cutiva de Euclides habia sido muy empleado por los calculistas,
segin Schwenter, que asi lo afirma en su ‘Geometria Practica’
en dos tratados publicados en 1627.”

Podréan encontrarse noticias sobre D. Schwenter (1585-1636) y su obra
en [1] (especialmente en la pag. 70), asi como también una inmensa nrasa
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de informacién, no siempre adecuadamente organizada, sobre la historia de
las fracciones continuas. La prueba del Teorema 1 que hemos dado en la
seccion anterior se apoya en el caracter decreciente del error de aproximacién
de los sucesivos convergentes (cfr. [8], [10], [11]) y aparece ya en cursos de
Algebra del siglo pasado como [13]. En obras mas modernas (cfr. [3] y
(4], por ejemplo) la propiedad de mejor aproximacién de los convergentes se
deduce de la siguiente: si P/Q) es un nimero racional tal que |P — Q€| <
|pn — ¢n€|, entonces @ > ¢n4+1. Hemos podido rastrear la demostracion de
esta propiedad mas fuerte de los convergentes hasta la ‘ Théorie des Nombres’
de Legendre ([2], pag. 23).

Han sido propuestos otros métodos distintos del estudiado para resolver
el problema de construccién de engranajes que venimos considerando. Tal
el expuesto en 1862 por Achille Brocot, constructor de relojes, en su libro
‘Calcul des rouages par approzimation’ (cfr. [1], pag. 153), quien utiliza con
este proposito propiedades relacionadas con las fracciones de Farey ([4]) (la
teoria de estas fracciones da solucién a otros interesantes problemas rela-
cionados con las mejores aproximaciones racionales). En [14], pag. 1212, se
indica un procedimiento alternativo consistente en determinar una relaciéon
de transmisién z/y cercana a la deseada a/3 de tal manera que el numera-
dor Bz — ay de la diferencia z/y — a/[3 resulte pequenio comparado con el

denominador By; es decir,
T « ()

il Ry

con 6 pequefio. Esto conduce a la ecuacién diofantina mas simple:
Bz — ay =9,

cuya solucién nuevamente se relaciona con el desarrollo en fraccion continua
de a/B (cfr. [4], [10]). Finalmente, una solucién de naturaleza tecnologica
la ofrecen los engranajes diferenciales ([14]), sistemas mds complejos de en-
granajes asi llamados porque permiten obtener una relacién de transmision
neta que es ‘diferencia’ entre otras dos.

La bisqueda de una mayor precisién en los relojes mecanicos fue, en
buena parte, responsable de las mejoras introducidas en la fabricacién de
ruedas dentadas. La obra [6] contiene informacién sobre las innovaciones
que C. Huygens introdujo en la construcciéon de relojes. Una breve noticia
sobre la vida de este sabio proporciona W. W. Rouse Ball en [12], quien
nos informa que ‘his life was uneventful, and there is little more to record in
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it than a statement of his various memoirs and reserches’. Probablemente,
Rouse Ball quiso significar con ello que la vida de Huygens estuvo desprovista
de ‘catastrofes’, pues no podria tacharse de descolorida la vida de quien
fuera distinguido, como lo fue nuestro autor en el afio 1665, con una pensién
otorgada por el Rey Sol, Luis XIV. La pensién tenia como condicién que
Huygens se trasladara desde su residencia en La Haya para vivir en Paris,
quien asi lo hizo convirtiendo a esta ciudad en su lugar de residencia hasta
1681, afno en que regres6 a Holanda (debido a la creciente intolerancia de los
catélicos hacia quienes, como Huygens, eran de confesién protestante). El
interés de Huygens por los relojes puede fijarse en este periodo parisino de su
vida (el ‘Horologium Oscillatorium’ fue publicado en Paris). Su planetario
automatico es construido poco después de su regreso a Holanda, de modo que
cabe suponer que sus primeras ideas relativas a este mecanismo aparecieran
durante los anos transcurridos en Paris. En 1665, Jean Baptiste Poquelin,
Moliere, obtiene, al igual que Huygens, el favor de Luis XIV. En agosto
de aquel aio, la compaiia de teatro de Moliere es nombrada “Compaiia
del rey” con una pensién de 6.000 libras anuales (cfr. [9]). No parece
pues improbable que, haciendo un intervalo entre sus reflexiones, Huygens
asistiera a algin estreno de Moliere en Versalles. Quizd, esta observacién
hiciera que parezca menos gratuito el parrafo que de este tltimo autor hemos
citado en la Introduccion.

Agradecimientos: Expreso mi agradecimiento a Carlos D. Galles, quien
leyé una versién preliminar del trabajo contribuyendo con interesantes co-
mentarios.
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