
Problemas y Soluciones 

Competencia E. Paenza 

Problema l. Definir, si existe, una matriz "infinita" de números enteros 

positivos A ·- (aij)I::;i,j<oo, que verifique la siguiente propiedad: todo entero 

positivo aparece exactamente una vez en cada "fila" y en cada "columna" de A. 

Resolución: (Participante 14087) 

Utilizaremos una construcción de tipo recurrente. Consideremos casos fini­

tos. Si tenemos una matriz de 1 x 1 y queremos que no se repitan números, 

como es trivial, tomamos el único elemento de la matriz igual a l. Al considerar 

una matriz de 2 x 2, sigue siendo muy simple; tomamos ( ~ ~) . 
Obviamente, para estos casos particulares podríamos utilizar números cua­

lesquiera pero elegimos los primeros enteros positivos pues consideramos a estas 

matrices como ubicadas en el extremo superior izquierdo de nuestra matriz in­

finita. 

Las matrices consideradas a continuación serán conformadas a partir de las 

matrices dadas. Tenemos matrices del tipo 2k X 2k CC'1 k E No. 

Para una matriz de ·22 x 22 , tenemos 

[~ ~ ~ ~] 
Es decir que repetimos la matriz anterior sobre la original y completamos 

los cuadrantes que quedan con dos matrices iguales de 2 x 2 que guardan la 

misma relación entre sus elementos que la matriz anterior pero con los números 

3 y 4. 

La siguiente matriz será entonces una matriz de 23 x 23 como sigue: 

30 

1 2 3 4 5 6 7 8 

2 1 4 3 6 5 8 7 

3 4 1 2 7 8 5 6 

4 3 2 1 8 7 6 5 

5 6 7 8 1 2 3 4 

6 5 8 7 2 1 4 3 

7 8 5 6 3 4 1 2 

8 7 6 5 4 3 2 1 

O sea que, en general, construimos matrices de 2k x 2k, repitiendo sobre la 

diagonal las matrices de 2k-l x 2k-l obtenidas anteriormente y completando 

los cuadrantes que quedan,con matrices de 2k-l x 2k-l , formadas por los 2k-l 

números enteros positivos que siguen dispuestos de la misma forma que en la 

matriz de 2k-l x 2k-l obtenida en el paso anterior. 

Podemos repetir este proceso en forma infinita obteniendo así una matriz 

infinita del tipo buscado. 

1 2 3 4 
2 1 4 3 

3 4 1 2 
4 3 2 1 

Podemos observar que en cada fila y en cada columna tendremos todos 

los enteros positivos (esto es obvio en la primera fila y la primera columna) 

y nunca se repetirán puesto que no se repiten en las filas y columnas de las 

sucesivas matrices de 2k x 2k, ya que en cada nueva iteración, los números que 

ya habían aparecido, aparecen en el cuadrante opuesto y los números nuevos, 

al tener la misma distribución que los anteriores, tampoco se repiten en cada 

fila y columna. 

Problema 2 Sea p un entero, p > l. Consideramos la sucesión de números 

reales (xn)n;:::l definida como 
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2n ,¡:-:-T 
Xn := ( L V 1 + k) - 11. 

k=n+1 

Estudiar la convergencia de esta sucesión. Si converge, calcular su límite. 

Resolución:(Participante 14122) 

Xn = (Lf~n+1 f/1 +fe)- 11 = Lf~n+1 ( f/1 +fe- 1). 

1\"otar que los términos de la suma son positivos. 

Como k El\', 

1 + ~ < (1 + 
1
k )P = 1 + (p) 1

k +cosas positivas 
k p· 1 p· 

Entonces f{l+I- 1 :::; ¡f,c. 
L < "2n 1 < 1 "2n 1 1 n uego, Xn - L.,k=n+1 pk p Dk=n+l n+l = p n+l · 
Ahora veamos que, para k grande, 

R 1 
-1>--­

k - p(k + 1) 

es lo mismo que ver que 

~> 1 p_ (p) 1 (p) 1 1 1
+ k- (

1
+ p(k+1)) -

1
+ 1 p(k+1) + 2 (p(k+1)) 2 +O((k+1)2). 

Hay que ver que 

1 p-1 1 1 
k(k+1)?:: 2P(k+1)2 + O((k+1)2). 

Para cada E, existe ko tal que si k ?:: ko, 

O( 1 ) € 

(k+ 1)2 :::; (k+ 1)2 o 
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Entonces, 

1 € p- 1 1 
--->------
(k+ 1)2 - 2p (k+ 1)2 k(k + 1) 

k+1 p-1 
---f>--. 

k - 2p 

Como Pi¡} :::; ~ podemos tomar f = ~ y entonces k;l ?:: € +Pi¡}. 
Entonces 

para k grande. 

,¡:-:-T -1 > __ 1_ 
V 1 

-r k - p( k + 1) 

O sea, para n grande 

2n R 2n 1 1 2n 1 1 n 
X - 1 --1 > >- ----
n- kE} +k ) - kfl p(k + 1) - p kfl (2n + 1) - p 2n + 1 

Estas cotas no aportan mucho pero escribimos dos pasos intermedios. 

1 2n 1 1 2n 1 
- L k ?:: Xn ?:: - L k+ 1· 
pk=n+l pk=n+1 

H , l l' . d "2n 1 ay que ver como es e 1m1te e L.,k=n+l 'f· 

Acotando, por el criterio de la integral para una función decreciente: 

¡

2n+l 1 2n 1 ¡2n 1 
-dx:::; L -:::; -dx. 

n+2 X k=n+ 1 k n+1 X 

Entonces 

2n 1 
ln(2n + 1) -ln(n + 2) :::; L k :::; ln(2n)- ln(n + 1) 

k=n+1 

( 2n + 1 ) ~ 1 l ( 2n ) ln -- < ~ - < n --
n+2 -k 

1
k - n+1 

=n+ 

33 



2n ,¡:-:-T 
Xn := ( L V 1 + k) - 11. 

k=n+1 

Estudiar la convergencia de esta sucesión. Si converge, calcular su límite. 

Resolución:(Participante 14122) 

Xn = (Lf~n+1 f/1 +fe)- 11 = Lf~n+1 ( f/1 +fe- 1). 

1\"otar que los términos de la suma son positivos. 

Como k El\', 

1 + ~ < (1 + 
1
k )P = 1 + (p) 1

k +cosas positivas 
k p· 1 p· 

Entonces f{l+I- 1 :::; ¡f,c. 
L < "2n 1 < 1 "2n 1 1 n uego, Xn - L.,k=n+1 pk p Dk=n+l n+l = p n+l · 
Ahora veamos que, para k grande, 

R 1 
-1>--­

k - p(k + 1) 

es lo mismo que ver que 

~> 1 p_ (p) 1 (p) 1 1 1
+ k- (

1
+ p(k+1)) -

1
+ 1 p(k+1) + 2 (p(k+1)) 2 +O((k+1)2). 

Hay que ver que 

1 p-1 1 1 
k(k+1)?:: 2P(k+1)2 + O((k+1)2). 

Para cada E, existe ko tal que si k ?:: ko, 

O( 1 ) € 

(k+ 1)2 :::; (k+ 1)2 o 

32 

Entonces, 

1 € p- 1 1 
--->------
(k+ 1)2 - 2p (k+ 1)2 k(k + 1) 

k+1 p-1 
---f>--. 

k - 2p 

Como Pi¡} :::; ~ podemos tomar f = ~ y entonces k;l ?:: € +Pi¡}. 
Entonces 

para k grande. 

,¡:-:-T -1 > __ 1_ 
V 1 

-r k - p( k + 1) 

O sea, para n grande 

2n R 2n 1 1 2n 1 1 n 
X - 1 --1 > >- ----
n- kE} +k ) - kfl p(k + 1) - p kfl (2n + 1) - p 2n + 1 

Estas cotas no aportan mucho pero escribimos dos pasos intermedios. 

1 2n 1 1 2n 1 
- L k ?:: Xn ?:: - L k+ 1· 
pk=n+l pk=n+1 

H , l l' . d "2n 1 ay que ver como es e 1m1te e L.,k=n+l 'f· 

Acotando, por el criterio de la integral para una función decreciente: 

¡

2n+l 1 2n 1 ¡2n 1 
-dx:::; L -:::; -dx. 

n+2 X k=n+ 1 k n+1 X 

Entonces 

2n 1 
ln(2n + 1) -ln(n + 2) :::; L k :::; ln(2n)- ln(n + 1) 

k=n+1 

( 2n + 1 ) ~ 1 l ( 2n ) ln -- < ~ - < n --
n+2 -k 

1
k - n+1 

=n+ 

33 



Entonces: 

2n l 
lim ~ - = ln(2). 

n---+oo L...- k 
k=n+l 

Análogamente lim L:~~n+ 1 k.!.1 = ln(2). 
n---+oo 
. ln(2) . S d . h Por lo tanto, hm Xn = -- y converge siempre por an w1c . 

n---+oo P 

Problema 3 Probar que, cualquiera sea l > O, hay un par de números enteros 

coprimos (a, b) tal que ningún punto entero del interior del cuadrado con vértices 

(a, b), (a+ l, b), (a, b + l), (o+ l, b + l) tiene coordenadas coprimas. 

Resolución:(Participante 14046) 

El problema equivale a demostrar que Vl > O entero, existen enteros copri­
mos o, b tales que: 

(a.+i, b+j) :f-1, Vi,j: 1 :S i,j :S l. 

Sean p1 , P2, ... PL2 primos distintos. Consideremos el siguiente sistema lineal 
de congruencias: 

X+ 1 - o (P1P2 ... p¡) 

X+ 2 = o (Pl+1Pl+2 . .. P21) 

X+ l =: 0 (p¡L[+l ... p¡2) 

Como los Pi son primos, los módulos del sistema son coprimos dos a dos. 
Luego, por el teorema chino del resto, el sistema tiene una única solución módulo 

¡2 
Ili=l Pi= m. 

Sea a esta solución con O :S a :S m - l. 

Ahora, consideramos el sistema lineal de congruencias siguiente: 
X+ 1 = 0 (I1~:6Pil+1) 
X + 2 =: 0 (11~:6 Pil+2) 
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De nuevo, los módulos son coprimos dos a dos porque son productos de 
conjuntos disjuntos de primos. Sea b' E {0, 1, ... m -1} solución de este sistema. 
Entonces todas las soluciones son de la forma b' + mt con t entero. 

Es claro que (a+ i. b' + mt + j) i- 1 porque tanto o+ i como b' + mt + j son 

divisibles por P(i-1)l+j· 

Luego, sólo nos falta hallar t de modo que (a, b' + mt) = l. 

Sea, entonces, la ecuación en t: 

b' + mt = 1 ( mod o). 
Esta ecuación tiene solución si~· sólo si (a, m) = l. Para que esta condición 

se cumpla, basta con elegir a todos los Pi de modo que sean mayores que l, ya 
que a+ i = O (P(i-1)1+1 ... Pil) para todo i = 1, ... , l. De donde a no es divisible 
por ninguno de los Pi· Por lo tanto (a, m) = l. 

Sean, entonces, P1, ... , p12 primos distintos mayores que l y sean m, a y b' 
como antes. Sea t 0 la solución de la ecuación: 

b' + mt = 1 ( mod a). 
Sea b = b' + mt0 . Entonces el par (a., b) satisface lo pedido. 

P r oblem a 4 ¿Existe un polinomio p(x) E C[x] con más de un término tal que 

la cantidad de términos de p2 ( x) sea menor o igual que la cantidad de términos 

de p(x)? 

R esolución: (Participante 14055) 

Polinomios con dos términos: 

p(x) = CiXi + Cjxi con Ci i- O y Cj i- O. 

p2(x) = cfx2i + c]x2i + 2CiCjXi+j tiene 3 términos no nulos, entonces con 
dos términos no se puede. 

Polinomios con tres términos: 

p(x) = CiXi + CjXj + c¡x1 con Ci i- O, Cj i- O y e¡ i- O. 
p2(x) = cfx2i+c]x2i+c~x21 +2CiCjXi+j+2Cic¡xi+1 +2c¡cjx1+i tiene 6 términos 

no nulos, entonces con tres términos no se puede. 

Haciendo las cuentas se ve que tampoco se puede con polinomios del tipo 
p( x) = co + c1 x + c2x2 + c3x3, ni con polinomios del tipo p( x) = c1 x + c2x2 + 
CJXJ + C4X4 . 
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Probamos ahora, con polinomios del tipo p(x) = co+c¡x+c2x2+c3x3+c4x4. 
Entonces se debe verificar el sistema que sigue o cuatro ecuaciones cua­

lesquiera de él: 
ci + 2c¡co O 

CQC3 + C¡C2 0 

q + 2CQC4 + 2C¡C3 0 

C¡C4 + C2C3 0 

c5 + 2c2c4 = O 
Nos queda: 

ci = -2CQC2 

-~ 
C¡ 

C3 = -~ co 
c5 -2C4C2 

q - 2CQC4 - 2cl C3 
2 ~ 22c2 Operando, obtenemos q = e¡ + ~. 

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad 

considerar la tercer ecuación. 

Haciendo cuentas, obtenemos una solución: 

que co 

1 2 1 3 1 4 
p(x) = 1 + x- -x + -x + -x 

2 2 4 

Se tiene que 

7 1 1 
p2(x) = 1 + 2x + -x4 + -x7 + -x8 

4 4 16 
que tiene igual cantidad de términos que p(x). 

1 y podemos no 

Problema 5 Sea C un conjunto cerrado de IR? tal que, cualquiera sea x E IR2, 

existe un único y E e tal que 

llx- Yil = dist (x, e). 

Probar que C es un conjunto convexo. 

Resolución: (Solución oficial) 
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Sea f: IR2 
-4 C tal que j(x) es el único y tal que llx- Yii = dist(x, e). 

f es continua ya que si Xn -4 x => dist(xn, C) -4 díst(x, C) => 
ll:rn- f(xn)ll -4 liT- f(x)l => 111·- f(xn)l-. jj.r- f(x)ll· Por lo tanto {f(:rn)} 
está acotada, y cualquier subsucesión conYergente tiende a un elemento y E C 
tal que llx- Yil = llx- f(x)il- por lo tanto toda subsucesión tiende a f(x), 
entonces f(xn) -4 f(x). 

IR2 es conexo. Como C = f(IR2
). ~- f es continua entonces e es conexo. 

l\lás aún, como f(x) = x para todo x E C, entonces f define un retracto. 

Como IR2 es simplemente conexo. entonces C también lo es (un retracto de un 

simplemente conexo es simplemente conexo). 

Supongamos que e no fuera com·exo. Sean a, bE e tales que hay un punto 

x en ab tal que x tf. C. Cómo C es cerrado existe un circulo G centrado en X 

tal que G n C = 0. En particular a, b tf. G. 

Sea una circunferencia que pasa por a y b y corta a G (pasa por el interior 
de G) Sea L 1 el círculo (cerrado) que tiene a esta circunferencia como borde, y 

L2 el simétrico a L 1 con respecto a ab. Sea O¡ el centro de L1 y 02 el centro 

de L2. 

L 

o, 

Sea a el camino que comienza en a, sigue por el segmento a01 , y luego 

va por O¡b hasta b. Entonces el camino f o a está contenido en L¡, ya que si 

x E aO¡ y y EL¡ entonces llx- Yil > llx- al!, y si x E O¡b y y tf. L¡ entonces 

llx- Yil > llx- bjj. 
Además no puede pasar por G porque la imagen de f es C. Por lo tanto el 
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L2 el simétrico a L 1 con respecto a ab. Sea O¡ el centro de L1 y 02 el centro 

de L2. 

L 

o, 

Sea a el camino que comienza en a, sigue por el segmento a01 , y luego 

va por O¡b hasta b. Entonces el camino f o a está contenido en L¡, ya que si 

x E aO¡ y y EL¡ entonces llx- Yil > llx- al!, y si x E O¡b y y tf. L¡ entonces 

llx- Yil > llx- bjj. 
Además no puede pasar por G porque la imagen de f es C. Por lo tanto el 
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camino f o a sale de a(f(a) =a) , va hasta by está contenido en L1 \G. 
Sea {3 el camino que queda al unir b02 y 02a. Con el mismo razonamiento 

f o {3 está contenido en L2 \ G y va de b hasta a. 

La concatenación de los dos caminos (f o {3 y f o a) es un lazo cerrado, 

incluido en e, que rodea al punto X (y al Círculo G). Por lo tanto e no sería 

simplemente conexo. Contradicción!!! 

Por lo tanto e es conexo. 

Problema 6 Dados n+1 polinomios de grado n Po(x), P1 (x), ... , Pn(x) E IR[x], 

se sabe que existen intervalos disjuntos lo , h, ... , In C IR tal que cada Pj(x) 

tiene exactamente n raíces distintas en Ij, j = O, 1, ... , n. 

Probar que entonces 

[ Po(x) P1(x) 
P.(x) l 

Pó(x) P{(x) P~(x) 
det 

Pdn~(x) Pin) (x) PAn~(x) 
es un número real distinto de cero. 

Resolución:(Solución oficial) 

Denotamos por 

[ f¡(x) h(x) 
/.(x) l 

~~ (x) f~(x) f~(x) 
W(JI, h, ... , fn) := det ; 

fAn-:l)(x) Jin-l)(x) ¡Jn-l)(x) 

donde JI, ... , f n son funciones e=, con la convención W () = 1 y W (JI) = 

JI. W(JI, h, ... , fn) se llama el Wronskiano de JI, ... , fn· 

Es fácil ver que: 

a) W(1,fl,· .. ,fn) = VV(f{, ... ,J~) 

b) W(fJI, ... ,ffn)=¡nW(JI, ... ,fn) VfEC00 

e) W(W(f¡, h), W(JI, !J), ... , W(JI, fn)) = ff- 2W(JI, · · ·, fn)· 
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Probemos primero algunos resultados intermedios que vamos a necesitar. 

Lema 1: Sean JI, ... , fn, fn+l polinomios de grado n +k, con k 2: O. En­

tonces W(JI, ... , fn, fn+d es un polinomio de grado, a lo sumo, (n + 1)k. 

Dem: Podemos encontrar inductivamente polinomios qi de grado exacta­

mente n + 2- i tales que Ji es una combinación lineal de q1, q2, ... , qi. Entonces 

lV(JI, ... , fn, fn+d es un múltiplo escalar de W(q1, q2, ... , qn+I), que, obYia­

mente tiene grado a lo sumo (n + 1)k. 

Proposición 2: Sea I = [a, b], con a ~ b. Sean P¡, P2, ... , Pn y Q polinomios. 

Supongamos que el Wron~ kiano de cada subconjunto de { P1, ... , Pn} no se 

anula en J. Supongamos también que Q tiene n + k ceros en I (contados 

con multiplicidad), donde k 2: O, y que Q no es idénticamente nulo. Entonces 

VV(P1, ... , Pn, Q) tiene, por lo menos, k ceros en I (contados con multiplicidad), 

pero no es idénticamente nulo. 

Dem: Inducción en n. El caso n = O es trivial. 

Supongamos que n 2: l. En I , W(P¡) = P1 no se anula. La función 

Q 1 P1 tiene n + k ceros en I (la misma cantidad de ceros que Q, y no es 

idénticamente nulo. Como tiene por lo menos un cero, Q 1 P1 no es constante. 

Por lo tanto, Pf ( Q 1 PI)' tiene, por lo menos, n +k - 1 ceros en J, y Pf ( Q 1 PI)' 

no es idénticamente cero. Así, el \Vronskiano de cualquier subconjunto de 

{W(P1, P2), ... , W(P1, Pn)} 

es una potencia de P1 multiplicado por el Wronskiano del subconjunto de 

{P2, ... Pn} correspondiente, y estos \Vronskianos no se anulan, por hipótesis. 

Por lo tanto, 

tiene, por lo menos, k ceros en I y no es idénticamente cero. 

Además 

W(W(P1, P2), W(P1, P3), ... , W(P1, Pn), P{(QIPI)') = Pf-1W(P¡, ... , Pn, Q), 
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y P1 no tiene ceros en I, así W(P1, ... , Pn, Q) tiene k ceros en I y no es 

idénticamente cero. 

Del siguiente teorema se obtiene el resultado deseado, tomando k = O. 

Teorema 3: Supongamos que Po, P1 ... , Pn son polinomios de grado n +k, 

para algún k 2': O, y que todas sus raíces son reales. Supongamos, además, que 

!(Po), I(P¡), ... , I(Pn) son intervalos disjuntos dos a dos tales que los ceros ele P1 

están incluidos en I(Pd para cada i =O, 1, ... , n. Entonces lr(Po, P1, ... , Pn) 

es un polinomio no nulo de grado k(n + 1), con k ceros exactamente en cada 

!(Pi)· 
Dem: ::\uevamente hacemos inducción en n. El caso n =O es tri\·ial. 

Supongamos que n 2': l. Consideremos el \\"ronskiano W := W(P1 ,P2 ... ,Pm) 

para algún m~ n. La hipótesis inductiva aplicada m veces a W, tomando cada 

Pi como Q, implica que W tiene exactamente n+k+ 1-m ceros en cada !(Pi), 

y que W no es idénticamente cero. Por otro lado, vimos que el grado de W es, a 

lo sumo, m( n +k+ 1 -m), así que vale la igualdad, las raíces son reales y están 

en I(Po)UI(P¡)U ... UI(Pm). En particular, W no se anula en I(Pn). De forma 

similar, se ve que el \Vronskiano de cualquier subconjunto de {Po, P1, ... , Pn-d 
no se anula en I(Pn)· La proposición anterior aplicada a W(Po, P1, ... , Pn), con 

Q = Pn, muestra que vV(Po, P1, ... , Pn) no se anula y que tiene, por lo menos, 

k ceros en I(Pn) . Análogamente, se ve que W(Po, P1 , ... , Pn) tiene, por lo 

menos, k raíces en cada !(Pi). El lema anterior implica que el grado es a lo 

sumo k(n + 1) :-.·, contando raíces vemos que la igualdad vale en todos lados. 
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Noticias 

Tercer Congreso Argentino de Educación Matemática. 

Se llevará a cabo del 14 al 17 do junio en Resistencia, organizado por la 

Asociación de Educación l\1atemática ele Argentina y el Instituto Superior del 

Chaco, Avda. Italia 350, 3500 Resistencia Chaco. Para mayor información 

dirigirse a: aema@lared.com.ar 

Reunión de SOAREM 

Se realizará del 17 al 19 de agosto en Santa Fe en la sede de la UTK, Lavaise 

10, 3000 Santa Fe. 

El costo de la inscripción es de $ 40 antes del 30 de junio y $ 60 después 

de esta fecha, los socios de SOARE~1 gozarán de un descuento del 50 %. Para 

abonar la inscripción, hacer depósito en Banco Galicia, Caja de Ahorro 1\ro. 

4001630-6 017-5. Enviar fotocopia del ticket, o giro postal a nombre de Nelly 

E. Vázquez de Tapia- Echeverría 2109. Piso 10 "B' 1428, Buenos Aires. 

Para mayor información dirigirse a: Ana ).1aría Simoniello de Alvarez 

amsimoni@fce.unl.edu.ar- Tel/Fax: 0342-4538447. SOAREM Tel. (54-11) 4782-

3517 Echeverría 2109- 1 E Fax: (54-11) 4782-8776, 1428, Buenos Aires. 

e-mail: nvtapia@giga.com.ar 

Reunión Anual de Educación Matemática. 

Organizada por la UMA, se llevará a cabo en Rosario conjuntamente con la 

Reunión Anual de Comunicaciones Científicas. 

Los cursos y conferencias para profesores se desarrollarán del 18 al 22 de 

septiembre en la Facultad de Ciencias Exactas de la Universidad acional de 

Rosario, Carlos Pellegrini 250, Rosario. 

El costo de la inscripción es de $ 50 hasta el 28-08 y de $ 60 después de dicha 

fecha, los socios de la UMA gozarán de un descuento del 50%. La inscripción 
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