Extremos Condicionados

Una Propuesta Metodoldgica para su Resolucién
S. Gigena — M. Binia — D. Abud

1. Introduccién.

En este articulo nos proponemos exponer un camino alternativo general para la
busqueda de maximos, minimos y puntos de ensilladura para funciones sujetas a
restricciones. Esta propuesta puede realizarse con total generalidad matematica porque,
como se verd, las demostraciones son validas para cualquier nimero de variables
independientes y para cualquier nimero de funciones de restriccion.

Con frecuencia ocurre que a un problema de maximo o minimo se agregan
condiciones de manera que las variables no resultan todas independientes. Son los
problemas de extremos condicionados, también llamados ligados, restringidos o
vinculados. Estos problemas son muy comunes en Ingenieria y en otras ramas de ciencia
aplicada donde los vinculos tienen una especial importancia por el grado de
incertidumbre que le agrega al problema.

Sabemos que para el caso de una funcién de dos variables, decimos que la
funcién

z=f(x,y)
diferenciable tiene un mdximo o minimo relativo con_la condicion (diferenciable)

G(x,y)=0

en el punto (a,b) si en algin entorno ¥V de (a,b) la funcién, restringida al conjunto

de puntos donde también se cumple la mencionada condicién, toma valores que no son
mayores, 0 no son menores (respectivamente), que el valor de la funcién en el punto.

Si la funcidn a extremar es de tres variables
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u=f(x,y,2)
puede admitir: o una ecuacién de condicién

G(x,y,z) =0, (dos variables "libres"),

o dos ecuaciones de condicion:

G,(x,y,2)=0, G,(x,y,z)=0, (una variable "libre").

Ejemplos de estas situaciones son los siguientes problemas geométricos:

1. Determinar la minima distancia del origen de coordenadas hasta una curva (plana) de

ecuacion dada por G(x,y) =0: la funcién a extremar es f(x,y) = \/xz +y’,yla
ecuacion de ligadura
G(x,y)=0.

2. Determinar la minima distancia del origen de coordenadas a una curva en el espacio.

La funcién a extremares f(x,y,z) = \/xz + y2 + 27 | las ecuaciones de ligadura:
G, (x,y,2)=0, G,(x,y,2)=0
(la curva esta dada por la interseccion de dos superficies:
Gi(x,5,2)=0y Gy(x,y,2)=0)
En el caso general la funcién a extremar esta dada por una expresién de la forma:
Y=L (Xeres Xy s Xpsyseeres X im)
con m condiciones:

X X =)

ST S

G, (x)5eees X,
(donde i=1,2,....,m)
(Caso general la funcién a extremar: , /: R"™™ - R, y= f(x) ; y las cuaciones de

condicion seran expresadas por : G: R" " - R”, G(x)=0)
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En los casos en que no es posible despejar a partir de la condicién algunas de las
variables en términos de las otras, se utiliza el procedimiento conocido como Mérodo de
los Multiplicadores de Lagrange. A seguir, vamos a recordar el teorema en el cual se
basa dicho método, e incluir una demostracién del mismo, con el principal objetivo de
exponer, simultdineamente, una de las nomenclaturas a ser usada en el resto de este
articulo. (Ver también [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7])

Teorema. Sea X;; un punto extremo de una funcion diferenciable /: R"” — R
restringida a un conjunto S ={(x,x2, ..., Xp+m) ER"™" | G(x1,X2, .0 Xptm) =

= 0}C R"", donde la funciéon G = (Gy, ..., Gm): R"" — R" es diferenciable, y la
matriz Jacobiana G'(X;) tiene m columnas linealmente independientes. Entonces,
existen valores escalares A} , 43 ,..., Am € R, tales que X es punto critico de la funcién
definidapor F= f+ 4, G| +... tAnGn:R"™™ > R.

Demostracién. Sea X =(q,,....,q,.4,,,,....,4,,,,) y supongamos, por comodidad y sin

pérdida de generalidad, que las m columnas linealmente independientes de G'(.X,)

G aG
&m»l ’écm»Z ’"-,&

son las m tltimas (si asi no fuera reordenamos las variables ):

n+m

Llamando U, =(a,,....,a,) y V, =(a,,,,.....4,,,) , el Teorema de la Funcién Implicita
asegura que existe una funcion diferenciable # = (A, ..., hy): R" — R”™ definida sobre un
entorno abierto N C R”, de U, tal que W(U;) = Vo y H(u)=(u,h(u)) €S, Yu e N.
Tenemos entonces que: S N(N X R™) = Grafo de 4 = Imagen de H. En otras palabras,
la funcién H: N — R"™" realiza una parametrizacion de (la variedad diferenciable) S

en un entorno de X, y, por lo tanto, las columnas del Jacobiano de H en U, :
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1 0 .. 0]
0
0 0 0
0 o ... 1
H'U,)=| éh, Jh oh | ,
gx, ©&x, Ox,
oh, Oh, oh,
| Ox, Ox, " Ox, i

resultan vectores generadores del espacio tangente a S en X, , al cual llamaremos

Ty (S) . Como estos vectores son claramente linealmente independientes, la dimensién

de T, (S) es n.Ahorabien, como f restringidaa S tiene un punto extremo en X, ,
0

y H parametrizaa S en unentorno de X, , resultaque foH tiene un extremo

relativoen U, luego

(foH) (Uy)=f'(X,)-H'(Uy) =0.

Por otra parte, puesto que Go H es constantemente cero en S, resulta que también

tenemos

(GoH) (U,)=G'(X,)-H'(U,) =0.

Entonces las filas de las matrices
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[ 6G, &G, 3G, |
oF of o ox, o6x,  Ox,,
f,(XO) =(ﬁxf ) 5x 9°ey ﬁx J y GI(XO) = :
L /X 6G, &G, oG,
| Ox, Ox, " ox,,, ip

4
son vectores pertenecientes a (T x, (S )) » espacio ortogonal al espacio tangente Ty ().

4 0
Como la dimensién de (T v, (S )) es (n+m)—n=m,ytenemos m+1 vectores, estos

deben ser linealmente dependientes y, por lo tanto, existen escalares f3,, f3,,..., 8, , no

todos nulos, tales que

of of of
ox, JOx, = ox,,
3G, &6, G,
axl 5x2 . OAX’H’"
(:Bo B B .. ﬁm) =(0 0 ... 0 0).
6G, &G, éG,
ﬁxl axZ ﬁxnd-m
L xy

Puesto que G'(X,) tiene rango m, entonces debe ser A #0. Luego,

ﬂ, 1<i<m,
0

multiplicando la anterior expresion por el inverso ,Bo'l ,y llamando A, =

obtenemos (f +A4G, + 4G, ++-+4,G, )' (X,)= (0,0,...,0). Esto nos permite afir-

mar, por lo tanto, que f + 4G, + 4,G, +---+4,G,, tiene un punto critico en X, lo que
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concluye la demostracién del teorema.
En conclusién, basdndonos en el teorema que acabamos de demostrar, podemos

detectar los posibles extremos condicionados calculando los puntos criticos de la funcién
2 RO T T Y B e N S ETRES ¢ R S
A los escalares A,1<i<m, se los llama Multiplicadores de Lagrange, y al

procedimiento se lo conoce como Método de los Multiplicadores de Lagrange.

2. Examen de las derivadas segundas. Nuestra propuesta.
Usando la misma notacién, vamos a presentar un método para determinar si los
puntos criticos encontrados mediante el teorema anterior son, efectivamente, maximos,

minimos o puntos de ensilladura condicionados, y para ello procedemos a analizar la

funcién f o H: N = R enel punto U,, y estudiar qué tipo de punto critico tiene en
el conjunto abierto N < R", siguiendo los pasos requeridos en el estudio de extremos
libres mediante el Hessiano de la funcién f o H .

Pero, aqui surge un problema: muchas veces es muy dificultoso, y a veces

imposible, obtener la funcién H =(Id,h) en forma explicita. En estos casos, se debe
recurrir a derivar en forma implicita la funcién A a partir de la expresién
GoH =Go(Id,h)=0.

En el resto de esta exposicién supondremos que, tanto la funcién escalar f

como la funcién vectorial G, son diferenciables de clase c.

La matriz Hessianade f o H,

5'2(f°H)},

Hess =
o { Oudu,

puede ser calculada de la siguiente forma: denotamos u = (u1 sty 505 ,un) alas n
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primeras coordenadas del argumentode G y vy = (vl s Vg yane v,,,) a las m ultimas.

Entonces la funcién / esta definida por: h(u) = (v, (w),v,(u),...,v, (1)) .
Denotamos con G, a la matriz cuya fila i-ésima estd formada por las derivadas

parciales de G, respecto a las variables v,,v,,...,v, ,estoes

8G, &G, 66,1 foG 46, &G,
v, . v, | (o, o, .. O,
G =| : : e
3G, &G, 6G, | |66, &G, G,
v v, Oy, | |k, ox,, OXpom |

A fin de facilitar la expresién de las ecuaciones a ser presentadas, vamos a denotar,
también, con subindices las derivadas sucesivas de las funciones escalares y vectoriales,

asi, por ejemplo:

2 2 2
i = f: 3 a f = f;j . gg. e G'_ 5 a G 2 Gy s aGa‘" = Ga_” - a Ga-n = Ga_n o
ox, Ox,0x ox; Ox,0x ; ox; T Oxox; '

Ademas, para mayor claridad en la exposicién, usaremos los siguientes rangos de
indices: con letras latinas minusculas denotaremos indices variando entre 1 y n, i.e.,
1<i,j,k,l...<n; mientras que las mindsculas griegas seran reservadas para denotar
una variacién entre n+1 y n+m, ie, n+l1<a,f,y,A,...<n+m . Con esta

convencidn resulta, por ejemplo, la expresion de la matriz

0 0
[G:] _| 9G,., = G | (Ga_,, ﬂ) , ¥, puesto que ésta es no singular, denotaremos
ov Ox '

;

-n

. > -1
su inversa con la expresion [GL] = (G“ﬂ ) :
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Ahora, retornando a nuestra exposicion, puesto que se cumple la condicién
Kw) =G, h(w) =0, Yu € NcR", resulta que todas las derivadas de esta

funcién se anulan. En particular para las primeras derivadas, con respecto a  u,,

obtenemos:
0
S 5G (u h(u))+G. (u, h(u)) ﬁ(u) ",
5u .
0

que, en términos de la notacién anterior, puede ser representada por:

Ga-n,i + Z G —n.ﬂhﬂ-n,i = 0 >
B

entonces

ch ,

— W) =-[ G, (u, h(u )] (u h(u)) 1,

ou,
esto es, nuevamente en la notacion indicial,

h}""," = _Z GarGa-n i

Similarmente, si derivamos nuevamente la expresion de la primera derivada

o”—’ ahora respectoa u ot
u

i

K 3G (a6) on 0(G) an Tanl o1 oh . &
= — o cm— _ | — . G ]--—— . =O’
2u,u, au,au,.+(au.) (6} 5+

t/y

que podemos también representar por
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Ga‘"v'j + z G ‘",i#hﬂ-'hj + Z Ga-n-ﬂjhﬂ-n,i + Z Ga—n,ﬂvhﬂ—n,ihv—n.j +Z Ga-n,ﬁhﬂ-n,ii =0
H B Bv B

obtenemos

ou,o Ou

1

&*h ()__[G,], iz G [6GJ [G], 6G T a[G][ ]-1 3G

i i / i

o {fior ] f(@) Jier 22 -

y, en la notacion indicial, resulta

r-nu - _z Gar it Z GG G- wGpﬂGp-n J Z GayGaﬂ' ﬂJGPﬂG

a,u.p a,p.p

Z G”G,.,5,G”G, ., .G*G,._,,

a.pv.p.p

Sea ahora J = f o H . Para obtener el Hessiano de esta funcién calculamos

primero e i (u)
oJ o ' oh
ﬁ_u,(u) - é’_l{(u,h(u)) b (u,h(u)) au; (u) ,

esto es, en notacion indicial:

Ji =f;'+z.f;zh -n,i =f;'_2faGﬂaG -n,i *
a a,p

A seguir, derivando esta expresion respecto a u ;» obtenemos:
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3*J(u)

& Ji (u h(u))
ﬁu,ﬁu ( ) ( h(u))

o o128 125 [ or.o6] vl [ orés
_ﬁu,o"uj (é‘uj & o”uj+{a"uj +[ @] &u} (fv)”}{ @] ou }+

J

5o(2) tor g2 Aoy -

1

-{[[G:.r 21 [(o) Jter ”G}

+f 6]

que también puede expresarse por

Jy=Ji~ ZﬂﬁaGﬂagp_” —Zﬂj;jGﬂ"Gﬂ_"v,. + 2 fayG“G,.,,G?G,., +

a,p.uv
ay PH e PB
-2.67G,..;+ 2. ¢°G,,,6”G,,,+ 3 GG, ,G”G,
a a.u,p a.p.p
+2 0
4 a; pv up
> |- > G7G,,,G"G,., G¥G,.,
a,f.v,.p.u

En consecuencia, la naturaleza del punto critico puede ser determinada
evaluando la expresi6n anterior en el punto U, , y usando los métodos conocidos para
extremos libres:

(92J(u)

( ) ﬁzf(u’ h(u))
JuCu,

oudu, (Uo’h(Uo)) '

Vemos entonces que esta derivada, lugar (i, J) del Hessiano de J = foH

siempre puede ser calculada en términos de los datos con que se cuenta, que son:

Derivadas de las funciones f vy G, hastade segundo orden, valuadas

en Uy, h(U,)) = (U, ;).
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Veamos a continuacién dos casos ilustrativos del método propuesto:

J Cuandon=1y m=2

La funcion a extremar:
= f(xl’x2’x3)'

Las ecuaciones de condicién pueden ser representadas por:

Gy (%, %y, %) =0
G,(%,,%,,%,)=0"

esdecir G: R°—>R?, G (X) = (G;(X), G>(X)), G(x,,x,,x;)=0, cuyo Jacobiano

podemos expresar por:

(8G, o6G, &G,
ox, ox, ox,
ox, Ox, Ox
b TR 168G, 6G, 8G,
\axl axz ax3

Si las dos ultimas columnas son linealmente independientes es posible definir las dos

variables (x,,x;) en funcién de Xx;:

X h (xl)

X3 h, (xl)

y calcular sus derivadas. En efecto, derivando las ecuaciones de condicion, y usando la

notacion indicial para la funcién G :
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dx R
Gl 1 G].Z Gl 3 .d_xlz— 0 )
¥ = (3).
2,1 2,2 2,3 dx,
y despejando resulta
d dx N
dh e G, Gis G, Gs =Gis | [ G -
dxl — dxl - = —l ® = A
dh, | | ax g e
Elz ZJ G, G5 G, =Gy, G2 NG, A

donde para mayor comodidad y claridad en la notacién hemos definido los menores

determinantes del Jacobiano de G de acuerdo al siguiente esquema:

A=G,G,;-G;G,,, B=G,,G,; - G;G,,, C= GGy, - GG, -
Ahora si, como en el caso general, denotamos H = (Id ,h) tenemos que

H(x)=(Hd(x),h(x))= (x5 (%), k(%))

Entonces H parametrizaa S y podemos escribir

J(x)=(foH)(x) = f(x,h(x)) = f (x5, B (x), (),

cuya primera derivada resulta, entonces,

£=M=i+i&+iﬁ=f_f(£)_f(g)
dx, dx, o, ox,dx, ox,dx, 7' \a) la)

Veamos la anterior expresion en términos de la nomenclatura matricial:

X =u, x,=v,=h(x), x,=v,=h(x), ﬁ'(u,h(u))=(%,g—)=(g,§xf—],
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G, (u,h(u)) =

expresado, igualmente, A :=det (G‘)

o6, 6, 56, 4G
ox, Ox, a1 1] ox ox,
,yd i: |G =— ?
an 6G2 y de aqui [ v] A _6G2 % , donde hemos
ox, Ox, ox, o,

_0G, 6G, 4G, 8G,
ox, ox, Ox, ox,

Se obtiene, entonces, la siguiente expresion para la derivada primera:

8G, 8G, G, oG, 0G, 3G, 4G, 4G,

_d(foH)_af of Ox; Ox, Ox &x; o Ox ox, Ox, Ox

& ox o, 0G,8G, 0G, 8G,  ax, 8G, 8G, G, 6G,
ax, dx, éx, ox, ox, ox, Ox, Ox,

En busqueda del “Hessiano™ derivamos otra vez en la expresion (3) /

G+ Gon g+ Gon 5 |G 2Ga D GurGa TG |
Gz‘,,+GmE+GwE GZ'Z,+G2_22§5-+GZ',_,£ GUI+GZJZE+GZ_,,§’- —di‘-
dx, , dx, dy, d, x|\ dx,
G G dz't’z 0
A [
dzx3 '
G, G, &) 0

de la cual obtenemos:
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(% o Gua Gy : G+ G %+ Goss %‘: )
(—Z:f;—; Gy:  Giy) | Gan*Gun % +G,, jx_x:
G, G G, 3+ Gsn % =G % G Gy %j +G, ., % ‘;_i:

y de esta ultima resulta la expresién

d’x
(d= )22 G361 — G136y . (GuGz,nz - G2.JGI,12)B + (GuGz.u - Gz.sGm) c
1
d’x, T A A G 3
(dx_); Gn,sz.n - Gz.zGl,u (Gz.szz - 1.202‘12 ) B+ (Gz.sz - GuGz,n ) C
1

(Gz.sGl.zz - GuGz.zz ) B+ (Gz,sGu: - GuGz.ss ) C*+ Z(GZ.JGI.ZS - GuGz.u ) BC

-— .
. (Gl.sz.zz - GZ.ZGI,ZZ ) B+ (Gx.zGus - Gz,zGus ) C'+2 (Gl.sz.za - Gz.zGl.zs ) BC

Ahora podemos calcular el “Hessiano”, primeramente escribimos:
SLUCH) o By OF dy (0F | OF dy G dy)ds,
(dx,)z (ax])z ox,0x, dx, Ox0x, dx, | Ox,0x, (axz)z dx, Ox,0x, dx, |dx,

+i d’x, & o'f + o'f ﬁ+ Of dy ﬁ+i e
ox, (dx, )2 Ox,0x, (axs)2 dx, Oxox, dx, Jdn  ax (dx, )2 ’

y, sustituyendo los valores de las dos primeras derivadas de / calculadas anteriormen-

K
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2 1
Jn=r _Z(Bﬂz +Cf13)+E(BZfzz +Cfs +23Cf:3)_

1 2
'A'(Gz,sz,n - GI,JGZJI ) + ;I:B(GI,SGJ.IZ - G:,scuz ) + C(Gl.st,lz - G2.3G1.13 )] +

- +
o I G :
+ E[B- (G2.3Gl.22 - Gl.st,zz) +C (Gz.sGl,ss - Gn,an.ss ) + ZBC(GZ.BGLZJ - G]JGz.:s )]
1 2
Z(GI.ZGZ.H - Gz.zGl.n ) + Z? I:B(Gz.szz - Gl.2GZ.12 ) +C (GZ,ZGI.U - GI.ZGZ.IS )] +

_f3 .
1 > R
+ E rL-B' (GuGz.zz - GZ,ZGI.ZZ ) +C° (Gx.szsz - Gz,sz.n) + ZBC(GI,2GZ,23 - Gz.sz.:s )]

El mismo resultado puede ser obtenido, en la notacién matricial, efectuando los

calculos indicados y representando las matrices de acuerdo al siguiente esquema:

0G,
af) ( &f &f oG | ox o, (&f ©of
ou; )\ ox,0x “ox,0x, ) ou; | 0G, " ou;  \ 0x0x, " ox,0x, )’
a'xl
of of 0°G, &G, 0°G,

(£) - (ar) @u0x | oG, |oudx, oxdn | 2G| (@x)’
vy aZf azf 2 auj asz a2c;2 au‘au aZGZ

ox,0x,  (ax,)’ ox,0x,  Ox0x; (ox)’

8’G 8*G
(@) o| @)
¥ o’G 8’G
ox,0x,  (ox, )2

Cuandon=2 y m=1

La funcidén a extremar:
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y=f(x,%,%,)
La ecuacién de condicién:
G(x,,%,,%,)=0.
En este caso vamos a suprimir el uso de subindices para las componentes de G , puesto

que hay sélo una, y escribimos G, := G . Similarmente, escribiremos 4, := h.

Por otra parte, el Jacobiano de G es

. 0G 0G oG
G(X)'—_(—’_a—\]: GstaG
ox, ox, ox, (G )

. oG . .
y, Si suponemos que Ex— =G, #0, esposible definira x; como funciénde x, yx, ,
3

ie, x;=h (x1 , xz) , y calcular sus derivadas parciales.

Asi, derivando en la ecuacion de condicién obtenemos:

oG oG ox;
axl ax} axl

\
G , 9G ox; _
axz axs a"72 J

y, en consecuencia, podemos expresar las derivadas parciales de la funcién A por las

ecuaciones:

A continuacion, consideramos la funcién
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J(3,3) = (f 2 H) (33) = £ (H (53)
= f(#d(x%,),h(x,,%;))
=f((x,,x2),h(x|axz))

siendo
h:R°> R,

H:R°S> R’

Derivando con respecto a cada variable libre:

G
& _O(foH) o Foh_o ooy
20 e e e

ax3

oG
& _O(fH) ¥ o eh_o o ox,
o, &, oy ogoy, or o506

ox,
Podriamos también, en su caso, calcular las expresiones anteriores en términos

de la nomenclatura usada alternativamente:

X=1, %=t X =n=h(x.x), f‘,’(u,h(u))=%=

;)

2l

G:(u,h(u))=§3, [G] -5
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Entonces, expresando las primeras derivadas en términos de la notacién con

indices resultan:
G G
J; =f1-f35: y Jz=fz‘f352 -

Finalmente derivamos otra vez:

&) _F(foH)_&f &f & [&f  Ff o\ o o
(@) (x)  (&x) @k dn (Ondx (5x3)2 &, ), (ax)

o) _O(fH) &f  &f & | &f
(axz)z (axz)2 (6x2)2 ax,ax; ax, 0,0, (

o'J =82(foH) o f 82f & of of  &f f &x |ox, A 62x3
oxox, oxox,  oxox, axaxax adx, (ax,) oy oy axaxax

L Of & ey ¥ O
) a )a a (an)

y, también, para representar estas derivadas segundas en términos de la nomenclatura

alternativa, escribimos:

au' g ax3 ax' bl b b auj axj ) b b auj axj ax3 b b b
, 2 i 2 2 2
(j:-)=6f2,6GV=6G,j=1’2; 6G=aG,i,j=1,2;
¥ (ox,)”  Ou;  Ox;ox Ou,0u; Ox0x,
. 2
(6), ==
(6x,)

Entonces, en términos de la nomenclatura indicial, obtenemos la siguientes

ecuaciones para las componentes de la matriz Hessiana:
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2
G 1 1 G,
Ju=ri- st; S 3+f;( ] fG_;{ G11+G|363G 31 (G_ }
2
G, G 1 1 1 e
J =Jn —2+ = _G'H Gﬂ —G‘7 L
f f;G f;( )) ﬂG;{ 2 T _3G3 2 JG3 [ }
G, G G 1 1 1 G,
J,=f,— L+ L 24 £ —{-G,+G,—G, +G, —G,-G,; = -
s ha bt E sts{ 240 564G, 56 =Gy g }

3. Comparacion con otros métodos.

Recordemos, a seguir, los clasicos métodos ya desarrollados en [1]; [2]; [4] y 6]:
Por ejemplo, Spring, D. [6] considera, de acuerdo a nuestra nomenclatura, la funcion
Lagrangiana L : R""”"— R definida por:

m

74 N S e R ) ) 4 G e D 3G (X5 X))

a=1

En consecuencia, su Hessiano es una matriz (n+2m) X (n+2m) que podemos
representar por la ecuacion:

-

oG, oG
=LY - (Y.
0 - 0 ox, 50 axm( &
G <= O oG oG
m (YY) .- m_(Y.
HL(Y) axl ( 0) axm+n( 0)
0= 2 2
G, oG o*L o°L
=Ty = (Y - Rl
ax1(°) ox, (%) ox? o’ ax,ax,,,+"(°)
oG o*L o*L
1 Y m Y -
_axm+n( 0) ax"”'"( 0) axm+naxl (YO) a :Hn (Y)
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donde Y, =(4,X,), y tenemos m condiciones o funciones de restriccién; n variables

libres. (para una mayor informacion ver [6]. También se puede ver un caso particular en
Marsden y Tromba, [4], donde m = 1). El analisis de Spring, en cuanto a determinar si
los puntos criticos son maximos, minimos o puntos de ensilladura, estd basado en el
estudio de una sucesién finita de menores principales superiores izquierdos de la matriz
anterior. (Ver [6], Seccién 2, Teorema 1). A continuacién exponemos una sintesis de su
trabajo.

Sea ()¢, una sucesion no trivial de niimeros reales (esto es, con no todos
sus términos iguales a cero). Sea y, el tltimo término diferente de cero en esta suce-
sion.

Definiciones:

3.1. La sucesién (y;) se dice que es positiva semi-definida si y; >0, j=1,..,k.
3.2. La sucesién(y;) se dice que es negativa semi-definida si (-1’ y;>0, j=1..,k.

3.3. La sucesi6n no trivial (y;) se dice que es de tipo ensilladura si ninguna de las

condiciones (3.1) o (3.2) se satisface. Esto es, se verifica: ya sea que algin
¥; =0, j <k, olasucesién de signos no es la indicada en (3.1) o (3.2).

3.4. La sucesién (yj) se dice que es positiva (negativa) definida si es positiva

(negativa) semi-definiday k =r (esto es, el tltimo término y, #0).
Notacidn.

(@) Un menor principal de orden j—ésimo de una matriz cuadrada M , de orden
nxn, es el determinante de una submatriz principal jxj de M (esto es, una
submatriz obtenida suprimiendo (n—j) filas y las correspondientes (n-— j)
columnas de M .

(b) Sea M una matriz cuadrada nxn. Para cada permutacién 7z de {1,...,n}

denotemos con M (x) la matriz obtenida a partir de M permutando las filas y
columnas de acuerdoa 7.

Sea
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I, =(=1)" x[menor principal superior izquierdo de orden k de la matriz Hessiana HL(Y,)],
donde 1<k <2m+n.En particular T',,,, =(-1)"det HL(Y,).

Sea 7z una permutacion de {1,...,2m+n} ; ysea

[, (7) =(=1)" x[menor principal superior izquierdo de orden k de la matriz HL(Y, )(r)],

1<k <2m+n. Sélo las sucesiones (I',,,, )< e, = (T [s00n) Y

2m+12°"°>% 2m+n

(T30 (7))1<psn serén usadas en el anlisis.

Teorema 1. (Examen de las segundas derivadas). Supongamos que ¥ = (4, X;) es un
punto critico de la funcién Lagrangiana L. Supongamos que f, G;: R"" — R,
1 <i<m, sean funciones diferenciables de clase C® enun entorno de X, y que el
Jacobiano de la funcion G = (Gy,...,Gm): R""—> R” tiene rango maximal (=m ) en
X,. En particular, reordenando las variables (x,...,x,,X, x,. ), si fuera

n+1"**>“n+m

necesario, supongamos que el determinante Jacobiano

det[ 8G,,....G,)

o(x-, 2.} (XO):I B

(Obsérvese que aqui, a diferencia de lo que nosotros postulamos en la demostracién del
teorema de la Seccion 1, se supone que las m columnas linealmente independientes de

G'(X,) sonlas m primeras).

# 0 (esto es, que det HL(Y;)#0).

(i) Si la sucesion (I',,,,)cpc, €S positiva-definida entonces, sujeta a las

(a) Supongamos que I',, .,
restricciones, f tiene un minimo local estricto en X, .

(ii) Si la sucesiéon (I',,,,)icpc, €S negativa-definida entonces, sujeta a las

restricciones, f tiene un maximo local estrictoen X .

(b) Supongamos que la sucesién (I,,,, ). ,<, €s no trivial y de tipo ensilladura (en
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particular no suponemos que det HL(Y,)# 0, sélo que (I'y,., )\ ¢, #0 para algin

p)

Entonces, sujeta a las restricciones, f no tiene maximo local ni minimo local en
Xo-

Este caso se conoce como la alternativa de ensilladura.
(b)’ (Alternativa de ensilladura amplia). Supongamos que existe una permutacién 7 de

las ultimas » filas y columnas de la matriz HL(Y,) (esto corresponde a una
permutacién de las Gltimas 7 variables R"™ : (X1, ..., Xmen)=> (X15 wes Xim X pim+1)seens
X mem ) ) tal que la sucesion (I',,,. (7)), asociada a la matriz HL(Y;)(7) sea no

trivial y de tipo ensilladura. Entonces, sujeta a las restricciones, f no tiene méaximo

local ni minimo localen X .

Por su parte, Fleming considera:
o’L
ox'ox’
que son los elementos de la submatriz (m+n)x(m+n) de derivadas segundas de L

que podemos ver en el angulo inferior derecho del Hessiano “mayor” usado por Spring.
El anélisis de Fleming se basa en el siguiente resultado, (Ver en [2], Seccién 4-8,
Ejercicio 11), aqui también expuesto seglin nuestra nomenclatura:

T =l

Sean f y G declase C?,ysea

n+m

o,n = F,{)'r

i,j=1
a) si f|q tiene un maximo relativo en X, entonces O(Y,,1)20 VreT, (S),
espacio tangentea S en X .
b) si O(Y,,1)>0, VreT,(S), t#0 , entonces f|\ tiene un maximo relativo

estricto en el punto X,

Finalmente, concluimos que nuestro método para analizar puntos criticos maneja
una matriz mas reducida y, en cierto sentido, mas féacil de operar. En efecto, y segun lo
expuesto anteriormente, tendremos para la matriz Hessiana a ser considerada, tres
alternativas dimensionales:
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1) Segun nuestro método: n X n.
2) Meétodo de Spring y otros (caso particular Marsden-Tromba m=1):(n+2m) X n+2m).
3) Meétodo de Fleming: (n+m) X (n+m).

Ademas, y por otro lado, en nuestro método no intervienen los multiplicadores de
Lagrange, mientras que en los otros dos son parte esencial del calculo.
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