
Aproximándose a la Modelación del Azar (II) 

Eugenio Saavedra G. 1 

Resumen: En [2] , se usó el lanzamiento de dados y la característica de número primo 
para motivar el modelo binomial usado en el Cálculo de Probabilidades. En este artículo 
mostraremos como relacionar las probabilidades obtenidas a partir del modelo binomial 
con áreas bajo una curva continua, más precisamente, la curva normal. 

1 Introducción 

Al lanzar un dado 'honesto", es decir, que no está cargado a ningún número en particular, 
o dicho de otro modo, que todos los números tienen igual chance de salir, diremos que 
ocurrió un "éxito" si el número que muestra el dado (en su cara superior) es un número 
primo, y si no es primo, diremos que ocurrió un "fracaso". Los resultados posibles de 
una lanzamiento son: 1 (éxito), 2 (é.xito), 3 (éxito), 4 (fracaso), 5 (éxito), 6 (fracaso). 

En [2], se verificó experimentalmente que, si lanzamos n dados, con n $ 4, en cualquiera 
de las formas siguientes de lanzamiento 

a) se tienen n dados (los identificamos como dado 1, dado 2, ...... , dado n) y los 
lanzamos simultáneamente, 

b) se tienen n dados (los identificamos como dado 1, dado 2, ...... , dado n), lan-
zamos primero el dado 1 y luego lanzamos el dado 2 y así sucesivamente, 

e) se tiene un dado, se lanza una vez (éste se identifica como el dado 1), se recoge y 
luego se lanza una segunda vez (éste se identifica -como el dado 2) y así sucesiva­
mente, 

entonces, un modelo adecuado para la probabilidad de obtener k éxitos en los n lanza­
mientos del dado (que se anota b(n, ~;k) ) era 

b(n ~.k) = ( no de dados lanzados ) ( ~3) no de éxitos (1 - ~3) no de fracasos 
' 3' n° de éxitos 

(1) 

k E {0,1,2,3,4}, 

1 Parcialmente financiado por DICYT N° 049833SG . 

3 



donde (~) representa el valor k!(:~k)! . 

Estos resultados experimentales sugieren la extensión de la relación (1) a todo n, es 
decir, al lanzamiento de n dados, ahora con n ~ 5. Más aún, el lanzamiento de dados y 
el hecho de considerar como éxito la salida de un número primo, es sólo un pretexto para 
introducir el llamado Esquema de Bernoulli, el cual modela situaciones muy frecuentes 
que se presentan en el Cálculo de Probabilidades, en particular, el caso anterior. 

El Esquema de Bernoulli puede enunciarse de la siguinete manera: 

Se realiza un cierto "ensayo" cuyos resultados dependen del azar. Un resultado del "en­
sayo" representa una determinada característica. Si la realización de un ensayo, da como 
resultado la característica, se dice que ocurrió un éxito, en caso contrario se dice que 
ocurrió un fracaso. Se repite n veces el "ensayo", cada repetición del "ensayo" se llama 
intento. Además, los "ensayos" son independientes, esto es, el resultado de un "ensayo" 
no tiene influencia ninguna en el resultado de otro "ensayo". Finalmente, la probabili­
dad de obtener éxito, digamos p, en cualquiera de Jos "ensayos" es siempre la misma. 
Un "experimento" que cumple con las condiciones antes mencionadas se dice que sigue 
un Esquema Bernoulli de parámentros (n, p). 

Si b(n,p; k) modela la probabilidad de obtener exactamente k éxitos, y por tanto n-k 
fracasos, en un "experimento" que sigue un Esquema Bernoulli con parámentros (n,p), 
entonces 

b(n,p; k) = ( n° de ens~yos ) p n° de éxitos(!_ p) n° de fracasos 
n° de éx1tos 

k E {0,1, ... ,n}. 

A este modelo se le conoce como distribución binomial de parámetros (n,p). 

2 Probabilidades y Area 

(2) 

Las siguientes tablas muestran el número de éxitos k y la probabilidad b(n, ~;k), de 
obtener k éxitos en n lanzamientos del dado, para n E {2, 3, 4, 10, 50}. Para los casos 
n = 2, n = 3 y n = 4, las tablas se obtuvieron de los resultados encontrados en [2]. 
Para el caso n = 10 y n = 50, Jos valores se calcularon usando una forma recursiva de 
la distribución binomial (véase [1] ó [3]). Además, para cada tabla se muestra su gráfico 
asociado. 
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Lanzamiento de n = 10 dados 

k h(IO, ~;k) k h(IO , ! • k) 

o 0 .0000 lt5Sl -4 6 0 . 227607~8 

1 0.00033870 7 0. 2601229~ 

2 0.00304832 • 0. 10~09221 

o 2 3 4 S 6 7 8 9 10 
3 0.0182~708 9 0.08&1078~ 

• 0.0~090190 10 0. 017341~3 

~ 0.136~6·~~ 

Lanzamiento de n = 50 dados 

k b(n , ¡;k) k b(n, 5;k) k b(n, !;k) 

o 0 .00000000 17 0.00000179 34 0.11782S4S 
1 0.00000000 18 0.00000659 3S 0.10772289 
2 0.00000000 19 0.00002221 36 0.08976638 
3 0.00000000 20 0.00006886 37 0.06792928 
4 0.00000000 21 0.00019675 38 0.04647653 
S 0.00000000 22 0.00051569 39 0.02860008 
6 0.00000000 23 0.001 26287 40 0.01S729S7 
7 0.00000000 24 0 .0028·1137 41 0.00767273 
8 0.00000000 25 0.00590988 42 0.0032(!821 
9 0.00000000 26 0.01136482 43 0.00122348 
10 0.00000000 27 0.02020353 44 0.00038927 
11 0.00000000 28 0.03319052 45 0.00010380 
12 0.00000000 29 0.05035652 46 o 000022S6 
13 0.00000000 30 0.07049701 47 0.00000384 
14 0.00000002 31 0.09096116 48 O.()()(J(J(J().l8 
15 0 .00000010 32 0.10801314 49 0.00000003 
16 0.00000044 33 0.1178254S so 0.00000000 

Los valores de la tabla menores que 10-8 se aproximaron a O 

o 10 20 30 40 so 

6 

Nótese que en todos los gráficos anteriores, el valor b( n, ~ ; k) es igual al área del rectángulo 
de base el segmento (unitario) con punto medio k y altura b(n, ~;k). Así, por ejemplo, 
la probabilidad de obtener, al menos 8 é.xitos (8 veces número primo) al lanzar 10 veces 
un dado es 

b (10, ~; 8) + b (10, ~; 9) + b (10, ~; 10) = 0.29914139, 

que corresponde al área achurada del gráfico siguiente 

b(10, !;k) 

o 2 3 4 5 6 7 7.S 8 9 10 10.S k 

¿Será posible encontrar una función f(x), continua y positiva, de modo que el área bajo 
la curva f(x), sobre el eje x y entre las rectas x = 7.5 y x = 10.5, sea "aproximadamente" 
igual al área achurada del gráfico anterior? En otras palabras, ¿será posible encontrar 
una función f(x), continua y positiva, de modo que el área bajo la curva f(x), sobre el eje 
x y entre las rectas x = 7.5 y x = 10.5, sea "aproximadamente" igual a la probabilidad 
de obtener al menos 8 éxitos (8 veces número primo) al lanzar 10 veces un dado, que 
resulta ser 0.29914139?. 

:z: o 2 3 4 S 6 7 7.S 8 9 1010.5 

En forma más general, si un "experimento" sigue un Esquema Bernoulli con parámetros 
(n,p), ¿será posible encontrar una función f(x), cotinua y positiva, de modo que la 
probabilidad de obtener al menos m éxitos y a lo más r éxitos (m< r) sea "aproximada­
mente" igual al área bajo la curva f(x), sobre el eje x y entre las rectas x =m- 0.5 y 
x=r.+0.5?. Enelcasoanterior, m=8; r=10; n=lO y p=~. 
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2.1 La Curva Normal 

La curva normal tiene como ecuaci.ón: 

1 _l(~)' 
y=--e "1 " 

../'ha (3) , -OO <X< OO . 

La ecuación involucra dos constantes fundamentales 1r = 3.141592653 ... y e= 2.718281828 ... 
(base del logaritmo natural) . La curva tiene dos parámetros, J.1. que puede ser un real 
positivo o negativo y a que puede ser un real estrictamente positivo. La gráfica de la 
curva normal (J.l., a2 ) resulta ser del tipo 

~ ~~ ···················· · -~-~ - - - ........ . 

Algunas Características de la Gráfica de la Curva Normal (J.l., a 2 ) que pueden ser 
verificables 

i) La curva es simétrica respecto del eje x = J.1. 

¡J 

ii) El área que se encuentra bajo la curv"a normal (J.l., a 2 ) y sobre el eje x es igual a 1 

¡J 

iii) El área que se encuentra bajo la curva normal (O, 1) , sobre el eje x y antes de la 
recta x = -3.59 es "aproximadamente" igual a cero 

-3.59 o 3.59 :z: 

~or simetría de la curva normal (O, 1), el área bajo la curva normal (0, 1), sobre el 
eJe x y después de la recta x = 3.59 es "aproximadamente" igual a cero 

8 

iv) El área que se encuentra bajo la curva normal (0, 1), sobre el eje x y entre las rectas 
x = -1 , x = 1 es "aproximadamente" igual a 0.68 (también se dice el 68%) 

~ . . . . . . 

-1 o 

Por simetría, el área bajo la curva normal (0, 1), sobre el eje x, después de la recta 
x=O y antes de la recta x = 1 es "aproximadamente" 0.34. 

v) El área que se encuentra bajo la curva normal (0, 1), sobre el eje x y entre las rectas 
x = -2, x = 2 es "aproximadamente" igual a 0.95 (95%) 

~ .·.· a.gs ·.· . . . . . . . . . 
• • • • o •••• . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ............ 

-2 o 2 

Por simetría, el área bajo la curva normal (0, 1), sobre el eje x, después de la recta 
x =O y antes de la recta x = 2 es "aproximadamente" 0.475. 

vi) El área que se encuentra bajo la curva normal (0, 1), sobre el eje x y entre las rectas 
x = -3, x = 3 es "aproximadamente" igual a 0.99 (99%) 

vii) 

1 1 
-3 3 :z: 

Por simetría, el área bajo la curva normal (0, 1), sobre el eje x, después de la recta 
x = O y antes de la recta x = 3 es "aproximadamente" 0.495. 

1 
o 3 :z: 

Sea e nt1mero real positivo, entre O y 3.59, con incrementos de 0.01, es decir, 
e pertenece al conjunto e= {0,0.01,0.02,0.03, ... ,0.09,0.1,0.101, ... 3.58,3.59}, el 
cual tiene 360 elementos. El área bajo la curva normal (0, 1), sobre el eje x y antes 
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de la recta x =e, es denotada por ci>(c) y está calculada en la tabla siguiente, para 
todos los valores de e pertenecientes al conjunto C. 
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.9893 .9898 .9898 .9001 .9~ .9906 .9909 .9911 .9913 .9018 

.99)8 .9920 .9922 .99:2$ .9927 .99~9 .9931 .9932 .8934 .9938 
~938 .9940 .9941 9943 .9945 .8948 .9948 .99-49 .St9S1 .99~2 

.9953 .995$ .99!J6 .99~7 -~959 .9960 .99tH .9962 .9iUS3 .iHHJ4 
99M . 9966 .09e 7 . 9968 . 99e9 .9970 .9971 .9972 .9973 .9974 

.9974 .997$ .9976 .9977 .9977 .9978 .9979 .0970 -~080 .0981 
9981 .9982 .9982 .99a3 .9984 .0984 .9985 .G985 .9986 ,gQ8G 
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.9997 .9997 .9997 .9997 .90!)7 .9997 .9997 .0997 .0997 .9998 
PP98 .9995 .9998 .9998 .P998 .P991 .9998 .99P8 .0991 .9998 

Por ejemplo, para encontrar el área bajo la curva normal (0, 1 ), sobre el eje x y antes 
de la recta x = 1.23, es decir, ~(1.23), obsérvese el valor de la fila 1.2 y la columna 
0.03 (1.23 = 1.2 + 0.03). Este valor resulta ser 0.8907, entonces <I>(1.23) = 0.8907. 

o 1.23 X 

10 

~ótese que, el área bajo la curva normal (0, 1), sobre el eje x y antes de la recta 
x = -2.38, es decir, ~(-2.38), no está tabulada en la tabla anterior, por esta razón, 
se debe usar la simetría de la curva normal (0, 1) para calcular esta área. 
El área total bajo la curva normal (O, 1) y sobre el eje x es l. El área bajo la curva 
normal (0, 1), sobre el eje x y después de la recta x = 2.38 es igual al área total. 1, 
menos el área bajo la curva normal (0, 1), sobre el eje x y antes de la recta x = 2.38, 
1>(2.38). 

.,_,~ .. ,», 
-2.38 o 2.38 % 

De la simetría de la cun·a normal resulta que ci>(-2.38) es igual a 1- 1>(2.38) 
De la tabla anterior, <I>(2.38) = 0.9913, por lo tanto, 

~( -2.38) = 1 - <I>(2.3S) = 1 - 0.9913 = 0.0087 . 

El análisis previo es válido para cualquier valor e negativo, luego, si e es negativo, 
es decir, -e es positivo, 

<I>(c) = 1- <I>( -e). (-1) 

vii) ¿Cómo calcular el área bajo la curva normal (0, 1), sobre el eje x, y entre las rectas 
x=-1.21 y x=2.47? 

~ ....... 
• • • • o •• ......... . . . . . . . . . . . . . . . . . . ......... ........... . . . . . . . . . . 

-1.21 o 2.47 

Al área achurada que se muestra en el lado izquierdo de In figura siguiente (que 
corresponde es 4>(2.47)), se le debe restar el área achurada que se muestra en el 
lado derecho (que corresponda a 9( -1.21) 

~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . :::::::;:::::: 
o 2.47 :z: -1.21 o 
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de la recta x =e, es denotada por ci>(c) y está calculada en la tabla siguiente, para 
todos los valores de e pertenecientes al conjunto C. 
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Por ejemplo, para encontrar el área bajo la curva normal (0, 1 ), sobre el eje x y antes 
de la recta x = 1.23, es decir, ~(1.23), obsérvese el valor de la fila 1.2 y la columna 
0.03 (1.23 = 1.2 + 0.03). Este valor resulta ser 0.8907, entonces <I>(1.23) = 0.8907. 
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~ótese que, el área bajo la curva normal (0, 1), sobre el eje x y antes de la recta 
x = -2.38, es decir, ~(-2.38), no está tabulada en la tabla anterior, por esta razón, 
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menos el área bajo la curva normal (0, 1), sobre el eje x y antes de la recta x = 2.38, 
1>(2.38). 

.,_,~ .. ,», 
-2.38 o 2.38 % 

De la simetría de la cun·a normal resulta que ci>(-2.38) es igual a 1- 1>(2.38) 
De la tabla anterior, <I>(2.38) = 0.9913, por lo tanto, 

~( -2.38) = 1 - <I>(2.3S) = 1 - 0.9913 = 0.0087 . 

El análisis previo es válido para cualquier valor e negativo, luego, si e es negativo, 
es decir, -e es positivo, 

<I>(c) = 1- <I>( -e). (-1) 

vii) ¿Cómo calcular el área bajo la curva normal (0, 1), sobre el eje x, y entre las rectas 
x=-1.21 y x=2.47? 

~ ....... 
• • • • o •• ......... . . . . . . . . . . . . . . . . . . ......... ........... . . . . . . . . . . 

-1.21 o 2.47 
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corresponde es 4>(2.47)), se le debe restar el área achurada que se muestra en el 
lado derecho (que corresponda a 9( -1.21) 

~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . :::::::;:::::: 
o 2.47 :z: -1.21 o 
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Entonces, el área buscada es ~(2.47)- ~(-1.21). De la tabla normal (0, 1) se tiene 
que ~(2.47) = 0.9932, ~(1.21) = 0.8869 y por tanto, ~(-1.21) = 1-0.8869 = 
0.1131. Luego, el área buscada es 0.9932-0.1131=0.8801. 

Si en lugar de x = -1.21 y x = 2.47 ponemos x =a y x = b, respectivamente, con 
a< b reales, entonces el área bajo la curva normal (0, 1), sobre el eje x y entre las 
rectas x =a y x =bes igual a q¡(b)- ~(a). 

Yiii) ¿Cómo calcular el área bajo la cun·a normal (2, 9), sobre el eje x y antes de la recta 
X= 3.5? 

-1 o 2 3.5 5 :z: 

Si la "escala x" se reemplaza por la "escala z", donde z = ~~ entonces, el área 
bajo la curva normal (2, 9), sobre el eje x y antes de la recta x = 3.5 es igual al área 
bajo la curva normal (0, 1), sobre el eje z y antes de la recta z = 3 ·):§2 = 135 =O, 5. 

~ ...... . . . . . . . . . . . . . . . ......... . . . . . . . . 
• • • • • • o. o • 

• • o ••••••• ............. 
o 0.5 1 z 

Desde la tabla normal(O, 1), se tiene que el valor de ~(0, 5) es 0.6915; luego, el 
área bajo la curva normal (2, 9), sobre el eje x y antes de la recta x = 3, 5 es 
~cs·)§2 ) = o.6915. 

El resultado anterior es válido para cualquier curva normal (f.J., a 2 ) y cualquier valor 
x=c, así, el área bajo la curva normal (f.J., a2 ), sobre el eje x y antes de la recta 
x =e es igual a ~(7). 

ix) ¿ Cómo calcular el área bajo la curva. normal (~, ~), sobre el eje x y entre las 
rectas x = 7.5 y x = 10.5?. 

20 :z: 
4 3 7.5 10.5 

:z:-1f Reemplazando la "escala x" por la "escala z", con z = el área buscada 
~1 

resulta ser igual al área bajo la curva normal (O, 1), sobre el eje z y entre las rectas 

z = 7.5-20/3 = 0.56 
ft0/9 

12 

y z = 10.5-20/3 = 2.57 
J20/9 

~ .·.·.·.·.· ·.· . . · . ........... 
o 0.56 2.57 

Por lo tanto, el área pedida es ~(2.57)- qJ(0.56). Desde la tabla normal (0, 1), 
~(2.57) = 0.9949 y ~(0.56) = 0.7123 luego, el valor del área es 0.9949-0.7123 = 
0.2826. 

2.2 Aproximación Normal de la Binomial 

Sean m y r enteros tales que, O :::; m < r. Denotemos por P(m --+ r), a la probabilidad 
de obtener entre m y r éxitos (ambos extremos incluidos) en un "experimento" que sigue 
un Esquema Bernoulli con parámetros (n,p). Es decir, 

P(m--+ r) = b(n,p; m)+ b(n,p; m+ 1) + ... + b(n,p; r- 1) + b(n,p; r). (5) 

Entonces, P(m --+ r) es "aproximadamente" igual al área bajo la curva normal (0, 1), 
. 1 m-0.5-np r+0.5-np o a sobre el eJe x y entre as rectas x = J ( ) y x = J (1 ) . se , np 1-p np -p 

Pm-+r~~ -~ . (r + 0.5- np) "" (m- 0.5- np) 
( ) - Jnp(1- p) Jnp(1- p) 

(6) 

Una demostración formal de esta propiedad, la cual es un caso particular del Teorema 
del Límite Central, puede consultarse en [1J. 

En el caso particular en que m= O, es decir, cuando P(O--+ r) representa la probabilida~ 
de obtener a lo más r éxitos en un "experimento" que sigue un Esquema de Bernoull1 
con parámetros (n,p), la "aproximación" que resulta es: 

) 
(

r + 0.5- np) "" ( 0.5 + np ) 1 P(O --+ r ~ ~ + ~ - . 
- Jnp(1- p) Jnp(1- p) 

(7) 

Ejemplo. La probabilidad de que salgan al menos 8 éxitos (8 veces un número primo) 
al lanzar 10 veces un dado es, según cálculos previos 0.29914139, es decir, 

P(8 --+ 10) = 0.29914139 . 

Usando la aproximación normal de la binomial, resulta que 
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Entonces, el área buscada es ~(2.47)- ~(-1.21). De la tabla normal (0, 1) se tiene 
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~ ...... . . . . . . . . . . . . . . . ......... . . . . . . . . 
• • • • • • o. o • 

• • o ••••••• ............. 
o 0.5 1 z 
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(
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Ejemplo. La probabilidad de que salgan al menos 8 éxitos (8 veces un número primo) 
al lanzar 10 veces un dado es, según cálculos previos 0.29914139, es decir, 

P(8 --+ 10) = 0.29914139 . 

Usando la aproximación normal de la binomial, resulta que 
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P(8-+ 10) 

= ~(2.57)- ~(0.56) 

= 0.9949- 0.7123 

= 0.2826. 

La aproximación tiene un error del orden del l. 7%. 

Ejemplo. La probabilidad de que salga exactamente 210 veces un número primo, 210 
éxitos, al lanzar 300 veces un dado es, 

b (300, i; 210) = (~~g) (ito (1- i)300-210 

- 300! (~)210 (!)90 - 210!90! 3 3 

= 0.0233995 . 

Este último valor no es fácil de calcular, debido a los factoriales involucrados. Usando la 
aproximación normal de la binomial resulta que: 

b (300, i; 210) = P(210-+ 210) 

= ~(1.29) - ~(1.16) 

= 0.9015- 0.8770 

= 0.0245. 
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La Programación de Horarios 

Silvina Smith, Cristina Turner 

Introducción 

Suponga que está estudiando una carrera cuyas materias se dictan en dis­
tintos horarios que puede elegir libremente y que. además, le interesa concurrir 
a esas clases de inglés que hace tanto tiempo debería haber tomado, todo esto 
sin dejar de asistir a yoga dos veces por semana, que tanto bien le hace. Se­

guramente se las ingeniará para acomodar todas sus actividades a lo largo de 
cada día de la semana, no sin antes haber pasado un buen rato, lápiz y papel 
en mano. evaluando las distintas posibilidades. 

Este es un problema típico -en pequeña escala- de planificación y progra­
mación de horarios. En la vida actual, este tipo de problemas se presenta con 
frecuencia y la cantidad de variables involucradas (muchas personas, máquinas, 
tareas) hace que su resolución sea una cuestión compleja. En estos casos no 

se puede pretender considerar todas las posibilidades y luego elegir Ja mejor 
pues la cantidad de tiempo necesaria para ello puede resultar excesivamente 
grande. Esto ha motivado el desarrollo de algoritmos (ver apéndice) que per­
miten obtener soluciones razonables en tiempos también razonables. 

El problema general se puede plantear de la siguiente manera: se debe 
realizar un cierto trabajo que consta de una serie tareas, para cuya ejecución se 
dispone de varias máquinas (usamos esta palabra en sentido amplio pudiendo 
también referirse a robots, personas, etcétera). 

A partir de aquí surgen distintos subproblemas. Uno de ellos consiste en 
distribuir las tareas en las máquinas de modo tal que el tiempo requerido para 
terminar el trabajo sea el menor posible. Otro es distribuir las tareas en las 
máquinas de manera que el tiempo ocioso de las mismas sea mínimo. Final­
mente, también podemos estar interesados en deteminar la cantidad mínima de 
máquinas que permiten terminar el trabajo en un tiempo dado. 
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