La ecuacién pitagoérica

Resumen

En este articulo se pretende encontrar todas las soluciones de la ecuacién
pitagérica a partir de un minucioso desarrollo y aplicando distintos teore-
mas que se demostraran a lo largo de esta construccion.

Finalmente, dado un nimero cualquiera se podrén encontrar todos los

pares de niimeros naturales que formen con €l una solucién de la ecuacién

de Pitdgoras.
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1 Introduccion

Es conocido que ya Euclides encontré las soluciones de la ecuacién pita-
gérica a? + b = ¢ por lo que el objetivo de este trabajo es encontrar estas
soluciones de una forma distinta a la usada hasta el momento. Su comprension
ayudaria a comprender un poco mejor la estructura de los nimeros enteros y
su aplicacién a otros problemas de distinta indole.

Empezamos el desarrollo de este trabajo demostrando algunos sencillos teo-
remas sobre nimeros enteros que necesitaremos con posterioridad en nuestro
desarrollo.

Indiquemos que cuando los griegos se referian a los nimeros (enteros), lo
hacian con respecto a lo que actualmente llamamos niimeros naturales. Por lo
tanto, cuando digamos niimero nos referiremos siempre a un nimero natural
no nulo. Denotamos por N dicho conjunto.

Recordemos que un nimero entero es primo si es diferente de £1 y si s6lo
es divisible por si mismo y por la unidad, y que si n es multiplo de m, esta

relacién se puede escribir como n = km, k € N. Como caso particular, si n es

32



par entonces, por ser miltiplo de 2, se puede escribir n = 2k, mientras que un
numero impar serd de la forma n = 2k + 1.
Indicaremos por MCD(m,n) el maximo comun divisor de m y n, por lo

que se dice que dos nimeros m y n son primos entre si si MCD(m,n) = 1.

Teorema 1 Si n es un entero que no es muiltiplo de 3, entonces n> — 1 es

multiplo de 3.

Demostracién. Si n no es multiplo de 3, entonces n es un muiiltiplo de 3 mas 1

o bien es un multiplo de 3 més 2. Y entonces:

e Sin =3k + 1, resultard que n? — 1 = 9k% + 6k + 1 — 1 = 3(3k> + 2k) por

lo que es multiplo de 3.

e Sin=23k+2 entoncesn?—1=9k2+12k+4—-1=9k2+12k+3 = 3h

por lo que es multiplo de 3.

Teorema 2 Sin es un numero impar que no es multiplo de 3, entonces

(n? —1)/2 es mailtiplo de 12.

Demostracién. Sin es un nimero impar n = 2k + 1, entonces por lo que tanto
n+1 = 2(k+1) como n—1 = 2k, de donde se deduce que (n+1)(n—1) = 4k(n+1)
es miltiplo de 8 ya que k, 6 (k + 1) es par. Y por otra parte o bien n + 1 o
bien n — 1 es miiltiplo de 3 (por teorema 1). En consecuencia el producto de
n + 1 por n — 1 es miiltiplo de 24, por lo que (n +1)(n —1)/2 = (n? —1)/2 es
multiplo de 12.

Teorema 3 Sin es impar, entonces n? = 4p + 1 y también n? = 8m + 1.

Demostracién. Si n es impar, es n = 2k + 1 por lo que n? = 4k? + 4k +1 =
dk(k+1)+1=4p+1.
Ademds, si k es par (impar), entonces k + 1 es impar (par), por lo que n? =
dk(k+1)+1=8m+1.
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Teorema 4 Si m y n son primos entre si, entonces m? + n? es coprimo con

m?2 y con n?.

Demostracién. Sim y n son primos entre si, entonces m? y n? también lo son, es
decir, MCD(m?2,n?) = 1. Si m? y m? + n? no fueran primos entre si, entonces
MCD(m?®,m? +n?) =k # 1, por lo que m? = kp,m? + n? = kq de donde
resultaria que n? = k(g—p). Luego seria MCD(m?,n?) = MCD(kp,k(q—p)) =

kr en contra de lo supuesto.

2 La ecuaciéon pitagoérica

Recordemos que se llama ecuacién diofdntica a toda ecuacién en varias va-

riables cuyas soluciones son nimeros enteros.

Ejemplo 1 Un ejemplo sencillo de ecuacidn diofdntica es la ecuacidn de tres

variables enteras (naturales) z +y = z.

Suponiendo conocido el valor de z, el problema consiste en hallar todos los
pares de valores naturales cuya suma es z. Por ejemplo, si z = 9, entonces las
soluciones son (1,8),(2,7),(3,6) y (4,5).

Un caso particular de ecuacién diofantica lo constituyen las llamadas ecua-

ciones pitagoricas.

Definicién 1 Se llama ecuacion pitagdrica a toda ecuacion diofdntica de la

forma a2 + b® = ¢® donde a, b y ¢ son nimeros naturales.

En este trabajo pretendemos encontrar todas las soluciones de esta ecuacion.

Las posibles soluciones las escribiremos de la forma (a,b;c) y en tal caso,
decimos que (a, b;c) forma una terna pitagdrica, mientras que a y b forman un
par pitagorico.

Evidentemente, b # a, pues en caso contrario seria c = bv/2 ¢ N.
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No hay ninguna dificultad por tanto en suponer que a < b.
Decimos que la terna pitagorica (a,b;c) es fundamental si a y b son primos

entre st.

Teorema 5 Sia >0, a®> +b* < (b+ 1)? entonces no hay ningiin entero b’ > b

tal que (a,b') es un par pitagdrico .

Demostracién. Si a® + b? < (b + 1)? entonces se verifica que

a2+ (b+1)2 =@+ +2b+1< (b+1)2+2b+1=(b+2)%-2, porlo
que a? + (b+1)%2 < (b+2)? y asi sucesivamente. Si b < ', entonces b+ 1 < ¥/,
y por consiguiente a® + b < (' + 1)2. De esto, para todo b > b implica

a2+ b?%=c% < (b +1)% dedonde c < b' +1 = b’ = ¢, de esto a® = 0, absurdo.

Corolario 1 Los enteros 1 y 2 no forman parte de ningun par pitagorico puesto

que
e 12402 < (b+1)2

e 224 (2+h)2=4+4+4h+h>=h2+6h+9—(2h+1) < (h+3)?
Teorema 6 En toda terna pitagérica se verifica que b < a?/2

Demostracién. Si fuera b > a%/2 entonces seria a? < 2b por lo que a® + b? <

2b+b2 = (b+1)2—1 < (b+1)? y segiin el teorema anterior (5) no existe ningtin

entero b’ > b tal que a® + b = 2.

Corolario 2 El conjunto de pares de numeros enteros que forman ternas pitagori

con un determinado entero, es finito.

Teorema 7 Cualesquiera que seana y b con a < b qgue formen un par pitagdrico,

siempre es ¢ < bV/2.
Demostracién. Sia < b, entonces es ¢2 = a + b? < b? + b?, es decir, ¢ < bV/2.
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Corolario 3 El nimero c verifica la relacion b+ 1< c¢ < bv/2.

Teorema 8 Si a y b son primos entre si y (a,b;c) es una terna pitagorica,

entonces ¢ es primo con a y también con b.
Demostracién. Es el teorema 4.

Corolario 4 Si a y b son primos entre si, y (a,b;c) es una terna pitagdrica,

entonces (a,b;c) es una terna pitagérica fundamental.

Teorema 9 Si (a,b;c) es una terna pitagdrica, toda terna multiplo de ésta es

también solucion de la ecuacidon pitagdrica.

Demostracién. Si (a,b;c) es una solucién, entonces es a® + b? = ¢? por lo que

k%(a® + b%) = k%c? y esto significa que (ka, kb; kc) también es solucién.

Teorema 10 Si (a,b;c) es una terna pitagdrica y a y b no son primos entre

st, entonces (a,b;c) es miltiplo de una terna fundamental.

Demostracién. Si a y b no son primos entre si, entonces MCD(a,b) = k por lo
que a = km y b= kn. Como a? + b? = c?, es k*(m? + n?) = c? y esto significa
que (m,n) es un par fundamental por lo que hay un entero A tal que ¢ = kh,
es decir, (a,b;c) = k(m,n;h).

En consecuencia, cuando intentemos hallar las soluciones de la ecuacién
pitagérica, no necesitaremos encontrar todas las posibles soluciones, sino tan
solo aquéllas en las que a y b sean primos entre si, pues cualquier otra solucién

sera un multiplo de ella.
Teorema 11 En toda terna fundamental (a,b;c), ¢ siempre es impar.

Demostracién. Del teorema 12 se deduce que a y b no pueden ser ambos pares

puesto que entonces seria MCD(a,b) = 2k en contra de lo indicado.
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Sea a impar. Si b también es impar, entonces es @ = 2n + 1, b = 2m + 1,
por lo que @’ +b? = 4n’ +4n+1+4m? +4m+1=22(n2 +m2 +n+m)+1) =
2(2k + 1) = 2h siendo h un niimero impar. Pero no hay ningitin niimero entero

¢ = V2h, por lo que ha de ser a impar y b par o al revés.

Teorema 12 En toda terna fundamental (a, b; c),al menos uno de a, b es miiltipl
de 3.

Demostracién. Segun el teorema (1), si a y b no fueran multiplos de 3, entonces
es a2 =3k + 1y b? =3k + 1, por lo que a® + b*> = 3k” + 2 y no hay ningtin
entero ¢ tal que ¢ = a® + b?, si lo hubiera, se obiendria que 2 — 1 = 3.

Como consecuencia de los teoremas 9 y 12 resulta que en ninguna terna

fundamental es ¢ multiplo de 3.
Teorema 13 En toda terna fundamental (a,b;c), a o bien b es muiltiplo de 4.

Demostracién. Supongamos que a no es multiplo de 3. Segun el teorema
anterior (12), b si lo es.

Supongamos que b es impar. Entonces, segiin el teorema 2, es b> =8k + 1y
¢ =8m+1, por lo que a®?+8k+1=8m+1y a®? = 8p. Entonces a es miiltiplo
de 4 puesto que a es entero. |

Si b es par pero no multiplo de 4, entonces ha de ser b = 3(2(2k + 1)) por
loqueb? =9-44m+1) = 324m +1) +4(4m + 1) = 8p + 4. Como a debe
ser impar, segin el teorema 2 es a? = 8n + 1 lo cual es imposible pues entonces
seria (8n + 1) + (8p+4) #8k + 1.

Por lo tanto, si a no es multiplo de 4, entonces lo es b.

Corolario 5
1.- Si a es primo, a > 3, entonces b es multiplo de 12.

2.- Si a es primo, a > 3, entonces ha de ser b= (a*—1)/2 yc=b+1.
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Como consecuencia de lo expresado hasta el momento, todo entero n > 3
forma parte de por lo menos un par pitagérico . Y si a es primo, sélo hay una

terna pitagorica que lo contiene.

3 Construccion de las ternas pitagoricas

Como todo entero puede ser descompuesto en un producto de dos enteros
impares, de dos enteros pares o de uno par y otro impar, construiremos las
soluciones de acuerdo a cada uno de los siguientes casos:

1. Sia = (2k+1)(2n + 1), entonces una solucién es

b=|(2k +1)? — (2n+ 1)?|/2, de donde resulta que ¢ = ((2k +1)2 + (2n +
1)%)/2.

2. Sia = 2m-2m' = 4k, entonces la solucién es b = 4k? — 1, por lo que
c=4k%+1.

3. Sia = 2k(2n + 1), entonces la solucién es b = [k? — (2n + 1)?|, de donde
c=k?+2(2n+1)%

Por lo tanto, para encontrar todas las ternas pitagéricas que un nimero “a”
puede formar como soluciones de la ecuacién pitagérica a? + b> = ¢?, se des-
compone este nimero en todos los posibles productos de alguna de las formas
anteriores teniendo en cuenta que al multiplicar dos nimeros se les puede con-
siderar generadores individualmente de parejas de una de las formas anteriores
o también como el producto de uno de ellos por las parejas generadas por el
otro.

De esta forma, un producto cualquiera m - n puede generar tres formas

distintas de parejas (y por tanto de ternas) de cada una de las siguientes formas:

1. m-n es el producto de m por n, por lo que genera parejas de una de las

formas descritas. Lo indicaremos en la forma < m -n >
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2. m-n es el m-miltiplo de n, por lo que hay que hallar las parejas generadas

s6lo por n y multiplicarlas por m. Las indicaremos en la forma m < n >

3. m-n es el n-multiplo de m, por lo que debemos hallar las parejas generadas
por m y multiplicarlas por n. Las indicaremos como

n<m >

Como aplicacién de lo expresado hasta el momento, resolveremos el siguiente
ejercicio.
Ejemplo 2 Encontrar todos los nimeros que junto con el 15 son solucion de
la ecuacion pitagorica.

Es decir, hallar las soluciones de la ecuacién 152 + b2 = ¢2.
En este caso, el nimero 15 se puede descomponer de dos formas diferentes,

las cuales a su vez generaran los pares correspondientes:

1. 15 =15-1. El tinico par que genera es el
b=<15-1>= (152 — 12)/2 = 112, de donde ¢ = (152 + 12)/2 =113

2. 15 =5-3. Hay tres pares diferentes:

(a) b=<5-3>=(52-3%)/2=38
(b) b=5 < 3 >=5-4 = 20 (anteriormente se ha encontrado que 3 y 4
forman un par pitagérico )

(c) b=3 < 5>=3-12 = 36 (igualmente, 12 y 5 forman par)
Por lo tanto, todas las soluciones con el entero 15 son:
(15,112;113)  (15,8;17)  (15,20;25) (15, 36;39)
de las cuales solamente las dos primeras son fundamentales.
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