La invencion de los logaritmos

Susana B. Impellizere de Cérdoba

Introduccion

En el siglo XVI y comienzos del siglo XVII, a medida que la matematica se
desarrollaba, se experimentaron enormes dificultades de caracter practico-
computacional. Estas dificultades se concentraban alrededor de los problemas de
confeccion de tablas de las funciones trigonométricas, la determinacion del valor
de 7 , la bisqueda de algoritmos simples y confiables de determinacién de las
raices de las ecuaciones con coeficientes numéricos dados, etc. Los calculos se
realizaban sélo a mano.

Se puede decir que en esa época Europa padecié una “epidemia de calculo”, que si
bien es cierto que no exigia grandes sacrificios, también lo es, por otra parte, que
en muchos cerebros causé tantos estragos, como causaban en los cuerpos las
enfermedades de aquellos tiempos. Hombres como Vieéte, incluso, el mayor
algebrista del siglo XVI, no retrocedian ante los calculos numéricos que a menudo
les ocupaban dia y medio. Y cuando intervenian los astrénomos, queriendo
determinar la posicion de las estrellas cada vez con mayor exactitud, y
construyendo al efecto tablas para las funciones trigonométricas, tendrian que
verse plagados de nimeros cada vez mayores, y los célculos ya no tendrian fin. La
inmensa cantidad de tiempo y de trabajo que dilapidaron los calculadores de
Occidente fue irritante. Por citar un caso, diremos que las Leyes de Kepler fueron
descubiertas como resultado de unos veintidds afios de calculo incesantes, sin
logaritmos, en que se descartaba despiadadamente una hipdtesis prometedora
después de otra cuando se observaba que no satisfacian las exigencias de la
precision con que se habian observado. Sélo la fe pitagérica de Kepler en una
armonia matematica de la naturaleza, posible de descubrir, pudo sostenerlo. La
historia de su persistencia es una de las mas heroicas de la ciencia.

Por esto algunos matematicos pensaron en la forma de calcular mejor, ahorrando
tiempo. Entre ellos estin Napier y Biirgi que inventaron los logaritmos. La
historia de los logaritmos es otra epopeya de la perseverancia.

JOST BURGI (1552 - 1632)

Jost Biirgi nacié en Suiza. Se dedicaba a reparar relojes e instrumentos
astrondmicos. Trabajo con Kepler y lo ayud6 en sus observaciones y célculos.
Para la simplificacion de calculos, durante ocho aiios (1603 - 1611) confeccion6 su




tabla de logaritmos sobre la base de una tabla del tipo de Stevin: a(l+r)" . Las

tablas de Stevin se basaban en comparar las sucesiones de potencias de los
nameros con la sucesion de sus exponentes. Para que estas tablas fueran
suficientemente compactas su base unica convenia elegirla proxima a la unidad.

Para confeccionar su tabla Biirgi tomd un paso pequeiio, tomé r=l’ﬁ. Para
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evitar las fracciones introdujo un factor complementario a=10". Obtuvo los
k

valores de la progresion geométrica g, =10° 1+10—4 ,k=0,1,23,.... que los

puso en correspondencia con los términos de la progresion aritmética: 0, 10, 20,
30, .... Obtuvo dos sucesiones de valores:

10°, 10%(1+107™*) , 10%(1+107 )}, 10%(1+107* F , ...
) 10 , 20 , 3050

Los nimeros de la sucesion de abajo fueron impresos en rojo y por ello se
denominaron “niimeros rojos”; los de la sucesion de arriba, en pintura negra, por
lo que se llamaron “numeros negros”. De esta forma, en la tabla de Biirgi los

nameros rojos constituian los logaritmos de los negros divididos en 10® con base

'3/1,0001 . En esencia, la tabla de Biirgi, es una tabla de antilogaritmos. Los
calculos se llevaban a cabo hasta la novena cifra, gracias a la presencia del factor
10° . Fueron llevados hasta el llamado nimero negro completo, igual a 10°. El
correspondiente nimero rojo completo fue hallado con la aplicacién de la inter-
polacién y resulté igual a 230 270 022, estoes 1,00012°7%°210% =10°.

A instancias de Kepler, en el afio 1620, recién Biirgi se decidié a publicar sus
tablas en el libro Arithmetische und geometrische Progress Tabulen , (Tablas de la
progresion aritmética y geométrica con la instruccion detallada de cémo utilizarla
para todo género de calculos). El original de estas tablas junto a otros materiales
del archivo de Kepler se conserva en el observatorio de Pilkovo (RUSIA), cerca

de San Petesburgo.
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JOHN NAPIER (1550-1617)

El Baron NAPIER o NEPER nacié en Merchiston (Escocia, 1550-1617), cerca de
Edimburgo. Estudio en la Universidad de San Andrés y durante su estancia alli fue
seguidor del movimiento de la Reforma en Escocia y afios mas tarde tomé parte
activa en los asuntos politicos promovidos por los protestantes. Era un hacendado
que en los ratos de ocio que le dejaban sus deberes de terrateniente escribia sobre
temas variados. En un comentario sobre el Apocalipsis de San Juan sostenia que el
Papa de Roma era el Anticristo. Fue el autor de la primera interpretacion
importante en Escocia de la Biblia.

Con respecto a la matematica sélo le interesaban aspectos relacionados con el
calculo numérico y la trigonometria. Napier fue uno de los primeros, sino el
primero, en utilizar la moderna notacion decimal para expresar fracciones
decimales de una forma sistematica. También invent6 sistemas mecénicos para
realizar célculos aritméticos, descriptos en Rabdologiae seu numerationis per
virgulas libri duo (1617). Las llamadas “varillas o huesos de Napier” eran unas
varillas en las que estaban impresas las tablas de multiplicar, y las “analogias de
Napier” y la “regla de Napier de las partes circulares™ eran reglas mnemotécnicas
para ayudar a recordar formulas de trigonometria esférica. Su mayor logro fue la
invencion de los logaritmos, descrito en Mirifici logarithmorum canonis
descriptio (1614). En ella se daban tablas de logaritmos de las funciones
trigonométricas con 8 cifras para valores de los argumentos desde 0 hasta 90° cada
1.

Los logaritmos decimales y naturales que se utilizan actualmente no usan la misma
base que los logaritmos de Napier, aunque en su honor a los logaritmos naturales
se los denomina neperianos.

A Napier le costo veinte aiios de trabajo razonar sobre las propiedades y existencia
de los logaritmos. Debid reflexionar sobre las sucesiones de potencias de un
namero dado, que habian aparecido publicadas en la Arithmetica integra de Stifel
cincuenta afios antes y en las obras de Arquimedes. (La notacion que usamos
actualmente para potencias recién la introdujo Descartes después de la muerte de
Napier). Napier observd que a los productos o cocientes de las potencias
corresponden respectivamente las sumas o diferencias de los indices o exponentes
de las potencias mismas. De ahi surgi6 la idea de sustituir cada multiplicacién con
una suma.

El problema que le encontraba es que si usaba una sucesion de potencias enteras
de una base entera, por ejemplo dos, no resultaba util para el célculo debido a que
los grandes huecos entre los términos sucesivos hacen la interpolacion demasiada
imprecisa. El conocimiento, a través de John Craig, del uso del mérodo de
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prostafairesis que utilizaban los astrénomos en Dinamarca, lo animaron a redoblar
sus esfuerzos publicando finalmente en 1614 su obra Mirifici logarithmorum
canonis descriptio (descripcion de la maravillosa regla de los logaritmos)

La idea clave de la obra de Napier fue la siguiente: para lograr que los términos de
una progresion geométrica formada por las potencias enteras de un nimero dado
estén muy proximos unos a otros, hace falta tomar ese nimero muy proximo a

uno. Napier decidi6 tomar 1-107"=0.9999999 como el nimero dado; entonces
los términos de la progresion (decreciente) de potencias enteras crecientes, estan
muy préximos entre si. Multiplicé todas las potencias por 107, para evitar el uso

: 7 1 )* . ; :
de decimales, asi si N=10 1—10—7 , L sera el “logaritmo de Napier del
namero N ”. El logaritmo de 10" sera 0, el logaritmo de

10" 1-% =9999999 sers 1.

Al dividir los nimeros y los logaritmos porlO7 , obtendriamos practicamente un
1 1 )

sistema de logaritmos de base —, yaque | 1-— no se diferencia

e 10’

demasiado del Iim(l—lj =l.
n—x n e

Napier no utilizaba la idea de base de un sistema de logaritmos, puesto que su
definicion es diferente de la nuestra.

Napier explicéd en forma geométrica la correspondencia entre dos sucesiones de
numeros, una en progresion aritmética y otra en progresion geométrica valiéndose
del concepto de dos puntos que se mueven por diferentes lineas rectas, uno con
velocidad uniforme, y el otro con velocidad acelerada.

Supongamos un segmento AB y una semirecta CDE dados (ver figura). Un punto
P que parte de A y se mueve a lo largo de AB con velocidad variable que decrece
en proporcion a su distancia a B; y que el punto Q parte al mismo tiempo de C y se
mueve a lo largo de la semirecta CDE con velocidad uniforme igual a la velocidad
inicial del punto P; entonces Napier llama a la distancia variable CQ el logaritmo
de la distancia PB.
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Esta forma de definir los logaritmos esta de acuerdo a la definicion anterior.
Para la demostracion, sea PB=x y CQ = y . Si tomamos AB = 107 =
velocidad inicial de P, entonces, en el lenguaje actual es equivalente a la ecuacion

dx d .
diferencial d—)t‘:-—x y —y=107, con x,=10", y,=0.

dt

7

d .
Entonces -C—IZ= , 0 bien y=—107lncx , donde la constante ¢ se determina a

X X

partir de las condiciones iniciales y resulta ¢ =10 7', asi pues, , y=-—107lnl();7

y X
_=I AT
TR AT

Es decir, que si las distancias PB y CQ estuvieran divididas por 107 entonces la
definicién de Napier nos conduciria precisamente a un sistema de logaritmos de

o bien

1 .
base — , tal como deciamos anteriormente.
e

Al principio Napier llam6 a sus indices de potencias o exponentes “nimeros
artificiales” o “nimeros de relaciéon” (de la unién de las palabras griegas:
Aoy ol -relacion, apt3puoé - nimero). Esta denominacion la eligio, para
subrayar que los logaritmos constituyen niimeros auxiliares que miden relaciones
entre los numeros correspondientes.

A pesar de la idea general de la escala numérica continua, los logaritmos de Napier
aln eran tablas de comparacién de los valores de dos progresiones: aritmética y
geométrica.

Mas tarde Napier se decidié a llamarlos “logaritmo”, nombre con el que lo
conocemos actualmente, proveniente de la palabra compuesta de las dos palabras
griegas logos (o razon) y arithmos (0 nimero).

En vista de las exigencias de la astronomia de la época, como ya dijimos, la tabla
de Napier la formaban, los logaritmos de las funciones trigonométricas. Ante todo,
una columna aparte la formaban los logaritmos de los senos de los éngulos del
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primer cuadrante, elegidos con intervalos de 1°. Ellos daban, de esta manera,
también los valores de los logaritmos de los cosenos (como senos de los dngulos
complementarios). En una columa especial, bajo la denominacién de “diferencia”
(differentiae) se ponian las diferencias de los logaritmos de los senos de los
angulos complementarios, esto es, los logaritmos de las tangentes. Napier conocia
que los logaritmos dc las funciones trigonométricas inversas se obtenian

simplemente por un cambio de signo.
Diferencias entre los logaritmos de Napier y los actuales

Las reglas de logaritmacion segiin Napier, se diferencian de las actuales. Son mas
engorrosas, ya que en ellas se tiene log 1# 0 (se convenia que log 10° =1). Por
ejemplo, el logaritmo de un producto (o de un cociente) no es igual, en general, a
la suma (o a la diferencia) de los logaritmos.

Si L,=logN,,L,=logN,,entonces N,=10"(1-107 )+

N, =107(l—10'7 )L3 y por lo tanto %:10’(1_10" )L'*L2 , de donde se

observa que la suma de los logaritmos de Napier L, +L, no es el logaritmo de
; NN
NN, ,sino de —=*.
10
Situaciones similares ocurren en el caso de logaritmos de cocientes, potencias y
raices.

Logaritmos decimales

En los logaritmos de Napier una complicacion esencial en los célculos lo introduce
el hecho que /n 10 # 1. Por esto se requiere de nuevo calcular la mantisa y la
caracteristica de los logaritmos de los niimeros que se diferencian entre si solo en
el factor 10 elevado a la mas o menos k, con k natural. Estas dificultades
condujeron a Napier a la idea de logaritmos decimales, es decir, a suponer
primeramente /og 1 =0, log 10 =1.

HENRY BRIGGS (1561 - 1630)

Naci6 en Londres. Fue profesor de matematica en Oxford desde el afio 1619 y

18



después en Londres. Se hizo amigo de Napier, conocié su obra y comparti6 con él
la idea y las ventajas de los logaritmos decimales. En trabajos conjuntos con
Napier elaboraron un nuevo, practicamente, mas cémodo sistema decimal, basado
en la comparacion de las progresiones:

....... 0,01 0,1 1 10 100 ...

....... =2 =1 0 1. 2 ..
Briggs se dedicé a la elaboracion de una tabla de logaritmos decimales. En el afio
1617 publicé una tabla con 8 cifras de los niimeros desde el 1 hasta el el 10°. En
1624 edit6 “La aritmética logariimica”, la cual contenia tablas de logaritmos de 14
cifras para los numeros del 1 al 20.000 y del 90.000 al 100.000. Para la
propaganda del nuevo medio de calculo publicé algunos articulos aclarando el
método de calculo de las tablas y la utilizacion de los logaritmos. A continuacion
explicamos uno de los métodos de Briggs.
La idea de Briggs es que si a un niimero cualquiera le extraemos sucesivamente la
raiz cuadrada, después de un nimero suficientemente grande de extracciones
obtendremos un resultado suficientemente proximo a la unidad.

Consideremos, por ejemplo el nimero 10 y m=2" el el nimero de extracciones.
En este caso el resultado de la extraccion siguiente de la raiz cuadrada puede

. n+l < -
escribirse: 2 +10=1+a, donde a es pequeiio. Elevemos ambas partes de la

igualdad al cuadrado: “/10=1+2a+a* . Para n suficientemente grande &’ es tal
que puede despreciarse y esto no influye en la exactitud dada de los célculos.

/10 -1

2n+|--——
~

V10-1=
Multiplicando ambos miembros por 2"':
mel = e
27 (101 }x2(¥10-1),
es decir, la expresion practicamente no cambia cuando » sigue creciendo. Si se

designa: 2/10=x, entonces loglox.—-? y

x =1

2"(23‘10—1) = (A)

log X
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Este mismo valor de x puede obtenerse colocando en lugar de 10 cualquier otro

am— lo a
namero finito: ~~ @a~x . Entonces /og,,x= g;f’
b o BRSTR
Reemplazando en (A) resulta: : 2’ (\/ﬁ—l): vio , de donde
log,,a

De esta manera, calcular el logaritmo decimal de cualquier nimero se reduce a la
extraccion sucesiva de las raices cuadradas de ese numero. Los valores de las
potencias de 2 y las sucesivas extracciones de las raices cuadradas de 10 se

calculan previamente.
Para eliminar la acumulacién de errores, Briggs efectud la extraccion de la raiz

cuadrada de orden 54 con exactitud de hasta 32 cifras decimales:

2’\J/E=1,OOOOOOOOOOOOOOOI 2781914932003235.

Otros aportes

e En el afio 1620 el inglés John Speidell calculd las tablas de los logaritmos
naturales los que inmediatamente conquistaron una enorme popularidad.

e En 1620 el profesor Edmund Gunter elabord una escala logaritmica, que fue la
primera variante de la llamada regla de calculo.

e En el afio 1628 el holandés A. Vlacq terminé el trabajo de Briggs, conformé y
edito tablas de logaritmos decimales con 10 cifras de los nimeros del 1 al 10°.
Completo hasta el final las tablas de logaritmos decimales con 10 cifras de las
funciones trigonométricas con una frecuencia de cada 10"".

e Gregorio de St. Vincent, en su Opus Geometricum (1647), proporcioné las
bases para la importante conexion entre la hipérbola rectangular y la funcién

: 1 .
logaritmo. Demostro, que si sobre la curva y = — se consideran los puntos
x

Pi (x;j,yj)coni=01,2,3,., los x; se eligen de tal modo que las
areas determinadas por la hipérbola, las rectas x = x; , x = xj4+] yel eje x

son iguales para todo 7, entonces las y; estdn en progresion geométrica. Esto



significa que la suma de las areas desde Xo hasta x; es proporcional al
logaritmo de y; o, en nuestra notacidn,

_[jl szlny,

0o X

Alrededor de 1665 Newton también se dio cuenta de la conexion entre el area
encerrada bajo la hipérbola y los logaritmos, e incluyé esta relacién en su

Method of Fluxions. Desarrolld por el teorema del binomio e integr6

1+x
X x
término a término obteniendo /n (1+x)=x— T &
V4 J
En 1667, Kauffman (1620-1687) conocido bajo el nombre de N. Mercator,
usando la aplicacién de los elementos del anélisis infinitesimal dio una manera

nueva, mas comoda para el célculo de los logaritmos. Parti¢ de la relacién
demostrada por Saint-Vincent trasladando el eje de ordenadas a la derecha en

Utilizé el

una unidad. La ecuacion de la hipérbola se convirtié en y = 1
+ x

método de cuadriculacion de las dreas acotadas por curvas de la forma y=x",
ylasrectas y =0, y = yp, y =y] , obteniendo en forma independiente

la misma serie que Newton. Es decir, la posibilidad de calcular los valores de la
funcién ln(l+x) mediante una serie de potencias.

L. Euler (1707 - 1783) termind la teoria de las funciones logaritmicas. A él
pertenece la definicién general de las funciones logaritmicas y exponencial
como reciprocamente inversas, la extension del concepto de logaritmo al caso
de argumento complejo y la introduccién del simbolo e para la base de los
logaritmos naturales.

El problema dela prioridad

La demora de Biirgi en publicar sus trabajos trajo la controversia respecto de la
prioridad, ya que, Napier los publicé 6 afios antes que él.

La prioridad de la invencién de los logaritmos constituye uno de los mas
desordenados campos de batalla de la historia de la matematica. En “Cajori en
Napier tercentenary vol., Londres, 1914” se hace constar cémo se juzgaron en
1914 los resultados de la refriega. La prioridad de la publicacién de Napier es
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incontestable; Biirgi inventd independientemente los logaritmos, y construyé entre
1603 y 1611 una tabla, mientras que “Napier ya trabaj6 en los logaritmos hacia
1594...; por lo tanto es probable que Napier empezara a trabajar en los logaritmos

mucho antes que Biirgi”.
Calculo aproximado de logaritmos

Para obtener el valor aproximado de un logaritmo neperiano podemos hacer uso de
una férmula recurrente que nos permite calcular /n (n + h ) conociendo /n n.

Bastara calcular la diferencia

(1) In(n+h)-Inn=1In nih

n
Como la funcién In(1 + x ) es desarrollable en serie de potencias para |x| <1

2

2 3 n
(2) 1n(]+x)=x—x7+x?—.... (—1)"'l.x + ...
n

Sireemplazamos —x por X en (2) obtenemos

2 3 n

(3) In(l—x)z—x—x——x——....—x -
2 3 n
y restando de (2)
1+ x x’ x°® x’
- l =2 — + — + — + e,
(4) nl—x (x+3+5+7+. )
Comparando con (l):
n+h 1+ x
= , |x|<1
n 1-x
. h
se sigue x = <1
2n+h

Reemplazando este valor de x en ( 4 ) obtenemos la formula buscada:

(5) In(n+h) =inn+
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h i n Y 1 n Y
=2 + = EE— R
2n+ h 3\2n+h S\ 2n+ h

y en particular, si 4 =1

(6) n(n+1)=Inn +

1 1 1
|t ot ———— +
. [2n+1+3(2n+1)3+5(2n+1)5+ J

que nos da el logaritmo neperiano de un niamero entero conociendo el del anterior.
Asi, si n= 1, obtenemos:

1n2=§(l+l+ 1 + 1 - )

39 59 71.9?

que converge rapidamente ya que con s6lo ocho términos se obtiene la cifra exacta

In2 = 0,69314718........

Ind=2In2 =1,3862943........

PO
397 59?7
In10=mm(2.5)=In2 +In5 = 2,3025851............

1n5=1n(4+l)=1n4+§[1+ + o J = 1,6094379........

y asi sucesivamente.
Si usamos como aproximacion el primer término de la serie (5 ) obtendremos:

2h

7 [ h) -1 ~
(7) n(n+h)-Inn P
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Se puede mostrar usando teoria de series, que esta formula es tan exacta que si
-13 . =
n > 10000, el error es menor que 107" ; es decir, resulta el logaritmo con 13

decimales exactos.

Los logaritmos decimales se pueden escribir en términos de los neperianos

mediante la relacion log ,, x =logx =7 An x que se obtiene haciendo

nl0

cambio de base. Por lo tanto para calcular el logaritmo decimal de un numero
bastara multiplicar ¢l logaritmo neperiano de ese nimero por el factor

M = —L = 0,4342945......

n10

Una relacion equivalente a (7 ) se obtiene para los logaritmos decimales,

2Mh
®) log(n +h) — logn = A

Es con esta formula tan sencilla con la que se calculan las tablas de logaritmos.
Para construir una tabla de logaritmos decimales con 7 cifras hasta 100 000, basta

calcular los logaritmos de 10 * a 10 3. Asi, por ejemplo:

log10001 = 4 + 2.0,4342945/20001 = 4,0000434

Conclusiones

¢ Independientemente de la prioridad de la invencidon de los logaritmos, lo
importante es la aplicacién que pudieron hacer de ellos los astrénomos y
cientificos de la época. Los logaritmos permitieron acelerar los calculos
numéricos, dejando a los cientificos tiempo para realizar otras investigaciones
que fueron de provecho para la ciencia y la humanidad.

¢ Actualmente los logaritmos no tienen la aplicacion de esa época, porque
contamos con calculadoras que nos hacen el calculo en forma instantanea. Pero
los logaritmos como funcién conservan todo su valor e importancia.
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