El Teorema de Morley
Parte II: La prueba de Alain Connes
Paulo Tirao

Este articulo es continuacion de la primera parte que aparecio en el niimero
anterior de esta revista.
Comencemos recordando cual es el teorema que nos ocupa.

Teorema (Morley). Los puntos de interseccion de trisectrices adyacentes
de los dngulos de un tridngulo arbitrario son los vértices de un tridngulo
equildtero.

El teorema de Morley

En la primera parte estudiamos el grupo de movimientos afines de la recta
compleja con bastante detalle. Ahora estamos en condiciones de entender en
profundidad la prueba del Teorema de Morley dada por Alain Connes en [2].

Esta parte es autocontenida; hemos incluido toda la notacién necesaria.
Por lo cual aquellos lectores ya familiarizados con las transformaciones rigidas
del plano, los niimeros complejos y los movimientos afines de la recta real y
del plano y la nocién de grupo no tienen necesidad de leer la primera parte.

Recordemos que el grupo de movimientos afines de la recta compleja es el
conjunto de transformaciones

Ac={Dp: 2 #0,p€C},

donde T p(z) = Az + p, para todo z € C y el producto es la composicién de
funciones. En particular tenemos que

T p o Tug = Trurg+p- (1)




Recordemos también que cada movimiento afin T) ,, con A # 1, tiene un
tinico punto fijo, ,
fijo(Thp) = ——.
jo( )\,p) Y

Consideremos ahora la funcién d : Ac — C* definida por
0(Thp) = A

Con C* denotamos al grupo de los nimeros complejos distintos de 0 (con la
“multiplicacién). De (1) se sigue que

0(TapTya) = Ap = 0(Trp)d(Tyq)-

Es decir § es un homomorfismo de grupos. EIl nicleo de § (el conjunto de
transformaciones que por § van al 1) es 67'(1) = {T) : 0(Trp) =1} = {Tap:
A = 1}, el grupo de traslaciones de Ag.

En general, dada T}, se dice que p es la parte de traslacién de T),. En
particular la identidad Id = Ty es el unico movimiento afin con §(T) =1y
parte de traslacion igual a 0.

1 TUn resultado abstracto

Primero cabe recordar la siguiente proposicién que caracteriza a los tridngulos
equilateros del plano que probamos en la Parte I.

Proposicién 1.1. Sean 1, a y o? las tres raices cibicas de la unidad. Tres
puntos a,b,c en el plano son los vértices de un tridngulo equildtero si y sélo
si satisfacen a + jb + j2c =0, donde j = a 6 j = o?.

A continuacién enunciamos y probamos la proposicién principal. Esta
proposicién enuncia una verdad sobre el grupo de movimientos afines de la
recta compleja. Esta propiedad abstracta de Ac implica el Teorema de Morley.
La deduccién del Teorema de Morley, a partir de esta proposicién, es simple.
Un hecho notable que hay que destacar es que de esta misma proposicién ob-
tendremos las generalizaciones del Teorema de Morley con la misma simpleza
con la que obtendremos el teorema original.

Proposicién 1.2. Sean T1,T>,T3 € Ac tales que los productos T\ T, ToT3,
T3Ty y TvT>T3 no sean traslaciones y sea j = §(T1T2T3). Entonces, las sigu-
ientes 2 condiciones son equivalentes.



W =1d

(i) 2 =1 ya+jb+ j%c = 0, donde a = fijo(T172), b = fijo(T>T3) y
cC= ﬁjO(T3T1).

Demostracion. Sean T; = Ty, ,,. La identidad TPT5T§ = Id es equivalente a
S(TPTT]) = 1y g =0, si q es la parte de traslacion de T?T$T3. Como 6 es
un morfismo y C* es conmutativo,

§(TPTSTS) = 6(T7)6(T3)6(T3)

(T
= (8(T1)8(T5)8(Ts))*
)
J -

(T\T,T3)3
3

Asi §(TPT3T3) = 1 es equivalente a j° = 1. Notamos que j # 1 por hipétesis.
Por otro lado, se sigue de (1) que T? = T,\?’,\'zl,iJr Aipi+p; ¥ luego que g es
igual a

A+ A+ Dpr+ A5+ X+ Dp2 + (Ad)’(A3 + X5+ s (2)
Podemos reescribir ¢ como
=iA A2(A1 = §)(A2 = 5)(As — §)(a + jb+ 5%¢), 3)
donde a, b y ¢ son los puntos fijos

_Aiptm _ Mep3+po c= 2aP1tps
1=’ 1-)oA3’ 1= A3\
En efecto, como j = A\ A2)3, reescribimos a = -f— ’\‘—’\”%;\31’—‘ y analoga-
mente b = ’\—li’;‘ﬂj']iﬂ ye= ’\—’i’,%;\’ﬁ Reemplazando en (3) a, b y ¢
obtenemos una nueva expresién para g
= 7ATA2(A1 = 5) (A2 = 5) (A1 Asp2 + Aspr)
= 72A2(A2 = ) (A3 = 5)(MAeps + Aipo)
- A (A1 = 5)(As — 5) (A2 Asp1 + dops). (4)

La igualdad de las expresiones (2) y (3) se sigue comparando los coeficientes
de p1, p2 y p3 en (2) y en (4) (que ya sabemos es igual a (3)).




Verificamos ahora la igualdad de los coeficientes de p,, dejando los otros
casos al lector, ya que que se siguen de manera similar. Es claro que el coefi-
ciente de p; en (4) es

—iAR A2 A3( A1 — 5) (A2 = 5) = PAIABN (A1 = 5) (A3 — 7).

Luego de efectuar las multiplicaciones indicadas simplificamos la expresion
resultante usando que j = AMAd3 yque j>=1a

M =i =52+ 1,
que a su vez es igual a
/\% + A +1,

pues j2+j+1=0.

Podemos ahora completar la prueba de la proposicion.

Por hipétesis T1T», T>T3 y 13T no son traslaciones, es decir, \jAy # 1,
A3 # 1y A3\ # 1 o equivalentemente A3 —7#0, A1 —77#0y A2 —7#0.
Por lo tanto se sigue de (3) que ¢ = 0 si y sélo si a + jb + j%c = 0, como
queriamos. O

2 El Teorema de Morley

Demostracion del Teorema de Morley.
Consideremos un triangulo arbitrario

B
38

3a 3y
A C

y las siguientes transformaciones 71, 7> y T3 de Ac:

(i) T, la rotacién con centro A y dngulo 2¢;
(if) T la rotacion con centro B y dngulo 24;

(iii) T3 la rotacion con centro C' y dngulo 27;



Como T3 es la rotacién con centro A y angulo 6, podemos escribir
1 y ang » P
T3 = S+=S1r
1 ACYAB

y andlogamente
Tg = SZESW y T33 = SﬁSE

Se sigue que TngTg = S'A?(S}I_B.Sﬁ) (STSW) SE = id. Por otro lado,
podemos descomponer a cada rotacion T; como producto de dos reflexiones,
una respecto a un lado del tridngulo y otra respecto a una trisectriz interior
del tridngulo, para luego concluir que

a=fijo(hT2), b=fijo(T2T3), c=fijo(T3T1)

son los puntos de interseccién de trisectrices adyacentes. De (i) = (ii) de la
Proposicién 1.2 se sigue que a + jb + j2c = 0 y luego que el triangulo abe es
equildtero, como queriamos probar. O

2.1 Los 18 tridngulos de Morley

Veamos ahora, cémo, de la prueba anterior (apenas modificada), obtenemos
los restantes 17 tridngulos equilateros.

Notemos que podemos multiplicar cada una de las rotaciones T; por una
rotacion de 120 6 240 grados en sentido horario (y con el mismo centro) sin
alterar los cubos Ti3 y por lo tanto tampoco T{’Tng. De esta manera no
alteramos la afirmacién (i)de la Proposicién 1.2. Esta proposicién dird por lo
tanto, cuando las hipdtesis se satisfagan, que vale la segunda afirmacién (ii).
Es decir dird que hay nuevos tridngulos equildteros. Como para cada T; hay
3 elecciones posibles: T;, R;T; y R?T,- (donde R; es la rotacién de 120 grados
mencionada) resultan 27 ternas (77, T3, T3).

En cualquier caso las composiciones T{Ty, T3T{ y T3T] nunca son trasla-
ciones (;por qué?), por lo cual podemos considerar los puntos

a = fijo(T{T3), b= fijo(T4T3;), c= fijo(T3TY).

Tenemos asi 27 tridngulos. Como dijimos, ahora la Proposicién 1.2 nos per-
mitird decidir cudles son equildteros. Para poder aplicar ésta a una terna
(T{, T3, T3) sélo falta verificar que T{T4T; no es una traslacién. El producto
serd una traslaciéon cuando la suma de los dngulos de rotacién de 17, Ty y T3
sea igual a 0,360, 720..... Esta suma es igual a 2a + 23 + 2y + ©, donde ©




es la suma de los angulos de las nuevas rotaciones elegidas para construir 7}
a partir de 7;. Como 3a + 38 + 3y = 180, resulta 2a + 23 + 2y = 120, por lo
tanto T]74T4 serd una traslacion cuando © sea igual a 240, 600, ... .

La siguiente tabla sirve para verificar lo anterior. Contiene las 27 ternas
posibles anotadas segin los angulos agregados a los originales; asi la terna
(120,0,240) representa a (RlTl,Tg,Rng.). Identificamos las ternas malas
(aquellas donde la suma de sus coordenadas sea igual a 240, 600,...) con
una X y las buenas con un nombre que servirad luego para individualizar el
-correspondiente triangulo equilatero en los dibujos. Como se ve en la tabla,
hay 9 ternas malas y 18 buenas que se corresponden con los 18 tridngulos de
Morley.

(0, 0, 0) T (120, 0,0) | &
0, 0,120) | J5 || (120, 0, 120)
(0,0,240) | x | (120, 0, 240)
(0,120, 0) | J2 || (120, 120, 0)

(0, 120, 120) | x || (120, 120, 120)
(0, 120, 240) | M, || (120, 120, 240) (240, 120, 240) | X
(0, 240,0) | x || (120, 240,0) | M5 || (240, 240, 0) | ET5
(0, 240, 120) | Ny || (120, 240, 120) | P, || (240, 240, 120)
(0, 240, 240) | ET, || (120, 240, 240) | x || (240, 240, 240) | E

(240, 0, 0)

(240, 0, 120)

(240, 0, 240) | EI,

(240, 120, 0)

(240, 120, 120) | P,
2
(

N,

J|of > | ] =

»

2.2 Construccién de los triangulos de Morley

La figura siguiente muestra al tridngulo ABC y todas las trisectrices de sus
angulos interiores y exteriores. Asimismo estdn destacados algunos puntos de
interseccion entre ellas.

Comencemos con el tridngulo I (correspondiente a la terna (0,0,0)) que,
como ya vimos, se obtiene intersecando trisectrices inrteriores.

Para analizar los restantes casos supongamos primero que T} = R%Tl. El
angulo de rotacién de 77 es, en este caso, 2 + 240. Todas las ternas con T}
son de la forma (240, ,.). 7] se puede descomponer como el producto de dos
reflexiones (en el orden adecuado) respecto de rectas que pasen por A y que
formen un dngulo de « + 120.



Trisectrices interiores y exteriores

=80, entonces

-

Sea 3& el angulo exterior indicado en la figura. Como 3+ 3&

a+a=60yluego a+ 120 = o + 2a + 2a = 3a + 24.

Por lo tanto

SazSa;-

Sa,575 =

/
1 =



Analogamente para Ty = R3T» y T3 = R3T3 tenemos

Tg’ = SpB, Sﬁ= SﬁsBl
Té =Sc, SC_A= SC—BSC1

Ahora no resulta dificil determinar los tridngulos correspondientes a ternas
compuestas solamente por 0 y 240. En estos casos, los vértices a,b,c seran
intersecciones de ciertas trisectrices interiores y/o exteriores (Figura 6). Por
ejemplo, los vértices del tridngulo correspondiente a (240,240, 240) son los
puntos de interseccién de trisectrices exteriores adyacentes. Los otros tres se
obtienen combinando trisectrices interiores y exteriores. El siguiente dibujo
muestra los 5 tridngulos asi obtenidos.

ElL

EL,
Algunos triangulos de Morley

Los tridngulos correspondientes al resto de las ternas, aquellas con alguna
coordenada igual a 120, se obtienen de igual forma, la tinica diferencia es que
las rectas que intervienen para determinar los vértices de los correspondientes
tridngulos no serdan las trisectrices que vemos (interiores o exteriores). Si
T{ = RT) las rectas involucradas seran aquellas que forman un angulo de
o+ 60 con los del tridngulo (con vértice comtin A), pues el angulo de rotacién
de T es 2a + 120.
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Ejemplo 2.1. En la figura mostramos el tridngulo M; correspondiente a la
terna (0, 120,240). Dejamos como ejercicio para el lector, la construccién de
las trisectrices necesarias para determinar sus vértices.

\ 4

El tridngulo M;

Para completar nuestro andlisis sobre el teorema de Morley falta comple-
tar la construcciéon de algunos triangulos equildteros. Recomendamos espe-
cialmente esta tarea, que dejamos al lector en los siguientes ejercicios.

Ejercicios 2.1.

1. Mostrar que los triangulos J;, J> y J3 son los que aparecen contenidos
en E y cuya interseccion es I (ver Figura 10). ;Cuél es cudl?

2. Construir los tridngulos My, M, y Mj.

3. Identificar en la figura que siguc cada uno de los 18 tridngulos de Morley,
sabiendo que los tridngulos de trazo grueso son Py, P», P;3 y Q, siendo
Q el mas grande.

En la figura que sigue se distinguen 14 triangulos por su fondo o rayado.
Ademas se ven 7 tridngulos de trazo grueso y fondo blanco. De éstos, sélo los
4 con todos sus vértices sobre los lados del mas grande son de Morley. Les
restantes 3, que comparten un vértice con el tridngulo I (de fondo negro) no
son de Morley, es decir, no se corresponden a ninguna de las ternas de la tabla.
Notamos, de todos modos, que son equilateros.

Por 1ltimo, destacamos el hecho, seguramente ya observado por el lec-
tor, que los 18 tridngulos tienen sus lados paralelos a alguno de los lados del
tridngulo 7.
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Los 18 tridngulos de Morley
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