
El Teorema de Morley 

Parte II: La prueba de Alain Connes 

Paulo Tirao 

Este artículo es continuación de la primera parte que apareció en el número 
anterior de esta revista. 

Comencemos recordando cual es el teorema que nos ocupa. 

Teorema (Morley). Los puntos de intersección de trisectrices adyacentes 
de los ángulos de un triángulo arbitrario son los vértices de un triángulo 
equilátero. 

El teorema de Morley 

En la primera parte estudiamos el grupo de movimientos afines de la recta 
compleja con bastante detalle. Ahora estamos en condiciones de entender en 
profundidad la prueba del Teorema de Morley dada por Alain Connes en [2). 

Esta parte es autocontenida; hemos incluido toda la notación necesaria. 
Por lo cual aquellos lectores ya familiarizados con las transformaciones rígidas 
del plano, los números complejos y los movimientos afines de la recta real y 
del plano y la noción de grupo no tienen necesidad de leer la primera parte. 

Recordemos que el grupo de movimientos afines de la recta compleja es el 
conjunto de transformaciones 

k = {T.x,p : >. =/= O, p E C}, 

donde T>.,p(x) = >.x + p, para todo X E e y el producto es la composición de 
funciones. En particular tenemos que 

(1) 
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Recordemos también que cada movimiento afín T>.,p, con ). =f. 1, tiene un 
único punto fijo, 

fijo(T>.,p) = 
1 
~ ). . 

Consideremos ahora la función ó: k ---+ C* definida por 

Con e denotamos al grupo de los números complejos distintos de O (con la 
· multiplicación). De (1) se sigue que 

Es decir ó es un homomorfismo de grupos. El núcleo de ó (el conjunto de 
transformaciones que por ó van al 1) es ó-1(1) = {T>.,p: ó(T>.,p) = 1} = {T>.,p: 
). = 1}, el grupo de traslaciones de Ac. 

En general, dada T>.,p, se dice que pes la parte de traslación de T>. ,p· En 
particular la identidad Id = T¡,o es el único movimiento afín con ó(T) = 1 y 
parte de traslación igual a O. 

1 Un resultado abstracto 

Primero cabe recordar la siguiente proposición que caracteriza a los triángulos 
equiláteros del plano que probamos en la Parte I. 

Proposición 1.1. Sean 1, a y a 2 las tres raíces cúbicas de la unidad. Tres 
puntos a, b, e en el plano son los vértices de un triángulo equilátero si y sólo 
si sat-isfacen a+ jb + j 2c = O, donde j = a ó j = a 2. 

A continuación enunciamos y probamos la proposición principal. Esta 
proposición enuncia una verdad sobre el grupo de movimientos afines de la 
recta compleja. Esta propiedad abstracta de Ac implica el Teorema de Morley. 
La deducción del Teorema de Morley, a partir de esta proposición, es simple. 
Un hecho notable que hay que destacar es que de esta misma proposición ob­
tendremos las generalizaciones del Teorema de Morley con la misma simpleza 
con la que obtendremos el teorema original. 

Proposición 1.2. Sean T1 , T2, T3 E Ac tales que los productos T1T2, T2T3, 
T3T1 y T1T2T3 no sean traslaciones y sea j = ó(T1T2T3). Entonces, las sigu­
ientes 2 condiciones son equivalentes. 
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(i) T{TiTj =Id. 

(ii) j 3 = 1 y a+ jb +Pe = O, donde a = fijo(T1T2), b = fijo(T2T3) y 
e= fijo(T3T¡). 

Demostración. Sean 7i = T>.¡,p¡. La identidad T{TiT] = Id es equivalente a 
ó(T{TiT]) = 1 y q = O, si q es la parte de traslación de T{TiTj. Como ó es 
un morfismo y C* es conmutativo, 

ó(T{T{Tf) = ó(T{)ó(T{)ó(Tj) 

= (ó(T¡)ó(T2)ó(T3))
3 

= ó(T1T2T3)3 

=l. 
Así ó(T{TiT]) = 1 es equivalente a j 3 = l. Notamos que j =f. 1 por hipótesis. 

Por otro lado, se sigue de (1) que 7'l = T>.~,>.tp;+>.;p;+p; y luego que q es 
igual a 

Podemos reescribir q como 

donde a, b y e son los puntos fijos 

b = A2P3 + P2 , 
1 - >.2>.3 

(3) 

· \ \ \ 'b' ~ ).¡).3P2+>.3pt '1 En efecto, como J = "l"2"3' reescn Irnos a = ,\3 = >.
3
-j y ana oga-

mente b = >. 1 >.2p3 +>. 1p2 y e = >.2 >. 3p1 +>.2p3. Reemplazando en (3) a, b y e 
).¡-) ).2-J 

obtenemos una nueva expresión para q 

- j>.~>.2(>.1- j)(>.2- j)(>.1>.3p2 + >.3p1) 

- j 2>.i>.2(>.2- j)(>.3- j)(>.1>.2p3 + >-1P2) 

- j 3 >-i>-2(>.1 - j)(>.3 - j)(>.2>.3p1 + >.2p3). (4) 

La igualdad de las expresiones (2) y (3) se sigue comparando los coeficientes 
de p¡, P2 y P3 en (2) y en (4) (que ya sabemos es igual a (3)). 
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Verificamos ahora la igualdad de los coeficientes de p1, dejando los otros 
casos al lector, ya que que se siguen de manera similar. Es claro que el coefi­
ciente de Pl en ( 4) es 

Luego de efectuar las multiplicaciones indicadas simplificamos la expresión 
resultante usando que j = )qA2A3 y que j 3 = 1 a 

que a su vez es igual a 

pues j 2 + j + 1 = O. 
Podemos ahora completar la prueba de la proposición. 
Por hipótesis T1T2, T2T3 y T3T1 no son traslaciones, es decir, AtA2 -=? 1, 

A2A3 -=? 1 y AJAl -=? 1 o equivalentemente A3 - j # O, At - j -=? O y A2 - j -=? O. 
Por lo tanto se sigue de (3) que q = O si y sólo si a + jb +Pe = O, como 
queríamos. 

2 El Teorema de Morley 

Demostración del Teorema de Morley. 
Consideremos un triángulo arbitrario 

B 

A e 
y las siguientes transformaciones T1, T2 y T3 de Ac: 

(i) T 1 la rotación con centro A y ángulo 2a; 

(ii) T2 la rotación con centro B y ángulo 2{3; 

(iii) T3 la rotación con centro e y ángulo 21; 
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Como Tf es la rotación con centro A y ángulo 6a, podemos escribir 

y análogamente 

Tl=SABSBc Y T]=SacSAc· 

Se sigue que TlTlTl = SAc(SABSA 8 }(S8 cS8 c)SAc = id. Por otro lado, 
podemos descomponer a cada rotación 7i como producto de dos reflexiones, 
una respecto a un lado del triángulo y otra respecto a una trisectriz interior 
del triángulo, para luego concluir que 

son los puntos de intersección de trisectrices adyacentes. De (i) => (ii) de la 
Proposición 1.2 se sigue que a+ jb + j 2c = O y luego que el triángulo abe es 
equilátero, como queríamos probar. O 

2.1 Los 18 triángulos de Morley 

Veamos ahora, cómo, de la prueba anterior (apenas modificada), obtenemos 
los restantes 17 triángulos equiláteros. 

Notemos que podemos multiplicar cada una de las rotaciones 7i por una 
rotación de 120 ó 240 grados en sentido horario (y con el mismo centro) sin 
alterar los cubos T¡_3 y por lo tanto tampoco T(TiT]. De esta manera no 
alteramos la afirmación (i)de la Proposición 1.2. Esta proposición dirá por lo 
tanto, cuando las hipótesis se satisfagan, que vale la segunda afirmación (ii). 
Es decir dirá que hay nuevos triángulos equiláteros. Como para cada 7i hay 
3 elecciones posibles: Ti, ~Ti y R'f7i (donde~ es la rotación de 120 grados 
mencionada) resultan 27 ternas (T{, T~, T~). 

En cualquier caso las composiciones T{T2, T2T{ y T3T{ nunca son trasla­
ciones (¿por qué?), por lo cual podemos considerar los puntos 

a= fijo(T{T2), b = fijo(T2TD, e= fijo(T~T{). 

Tenemos así 27 triángulos. Como dijimos, ahora la Proposición 1.2 nos per­
mitirá decidir cuáles son equiláteros. Para poder aplicar ésta a una terna 
(T{, T2, T3) sólo falta verificar que T{T2T3 no es una traslación. El producto 
será una traslación cuando la suma de los ángulos de rotación de T{, T2 y T3 
sea igual a O, 360,720 ..... Esta su.na es igual a 2a + 2/3 + 2r + 8, donde 8 
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es la suma de los ángulos de las nuevas rotaciones elegidas para construir Tf 
a partir de T¡. Como 3a + 3/3 + 3-y = 180, resulta 2a + 2{3 + 2-y = 120, por lo 
tanto T{T~T~ será una traslación cuando 8 sea igual a 240,600, .... 

La siguiente tabla sirve para verificar lo anterior. Contiene las 27 ternas 
posibles anotadas según los ángulos agregados a los originales; así la terna 
(120, O, 240) representa a (R1T1, T2, R~T3). Identificamos las ternas malas 
(aquellas donde la suma de sus coordenadas sea igual a 240, 600, ... ) con 
una x y las buenas con un nombre que servirá luego para individualizar el 

-correspondiente triángulo equilátero en los dibujos. Como se ve en la tabla, 
hay 9 ternas malas y 18 buenas que se corresponden con los 18 triángulos de 
Mor ley. 

(0, O, O) I (120, O, O) Jl (240, O, O) X 

(0, o, 120) J3 ( 120, o, 120) X (240, o, 120) N2 
(0, o, 240) X ( 120, o, 240) M2 (240, o, 240) EI2 
(0, 120, O) h (120, 120, O) X (240, 120, O) N3 

(0, 120, 120) X (120, 120, 120) Q (240, 120, 120) pl 
(0, 120, 240) M1 {120, 120, 240) p3 (240, 120, 240) X 

(0, 240, O) X ( 120, 240, O) M3 (240, 240, O) El3 
(0, 240, 120) N1 (120, 240, 120) p2 (240, 240, 120) X 

(0, 240, 240) El¡ ( 120, 240, 240) X (240, 240, 240) E 

2.2 Construcción de los triángulos de Morley 

La figura siguiente muestra al triángulo ABC y todas las trisectrices de sus 
ángulos interiores y exteriores. Asimismo están destacados algunos puntos de 
intersección entre ellas. 

Comencemos con el triángulo I (correspondiente a la terna (0, O, O)) que, 
como ya vimos, se obtiene intersecando trisectrices inrteriores. 

Para analizar los restantes casos supongamos primero que T{ = R~T1 . El 
ángulo de rotación de T{ es, en este caso, 2a + 240. Todas las ternas con T{ 
son de la forma (240, _, _) . T{ se puede descomponer como el producto de dos 
reflexiones (en el orden adecuado) respecto de rectas que pasen por A y que 
formen un ángulo de a+ 120. 
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Trisectrices interiores y exteriores 

Sea 3& el ángulo exterior indicado en la figura. Como 3a + 3a = .~SO, entonces 
a+ a= 60 y luego a+ 120 =a+ 2a + 2& = 3a + 2&. 

/ 
/ 

Por lo tanto 
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Análogamente para T~ = R~T2 y T~ = R~T3 tenemos 

T~ = SB,S8 c= S8 ASB1 

T~ = Sc2ScA = ScBScl 

Ahora no rPsulta difícil determinar los triángulos correspondient~""c; a ternas 
compuestas solamente por O y 240. En estos casos, los vértices a, b, e serán 
intersecciones de ciertas trisectrices interiores y/ o exteriores (Figura 6). Por 
ejemplo, los vértices del triángulo corre::;pondiente a (240, 240, 240) son los 
puntos de intersección de trisectrices exteriores adyacentes. Los otros tres se 
obtienen combinando trisectrices interiores y exteriores. El siguiente dibujo 
muestra los 5 triángulos así obtenidos. 

Algunos triángulos de Morley 

Los triángulos correspondientes al resto de las ternas, aquellas con alguna 
coordenada igual a 120, se obtienen de igual forma, la única diferencia es que 
las rectas que intervienen para determinar los vértices de los correspondientes 
triángulos no serán las trisectrices que vemos (interiores o exteriores). Si 
T{ = R1T1 las rectas involucradas serán aquellas que forman un ángulo de 
a+ 60 con los del triángulo (con vértice común A), pues el ángulo de rotación 
de T{ es 2a + 120. 
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Ejemplo 2.1. En la figura mostramos el triángulo M1 corre;;pondiente a la 
terna (0, 120, 240). Dejamos como ejercicio para el lector, la construcción de 
las trisectrices necesarias para determinar sus vértices. 

El triángulo M¡ 

Para completar nuestro análisis sobre el teorema de Morley falta comple­
tar la construcción de algunos triángulos equiláteros. Recomendamos <:!spe­
cialmente esta tarea, que dejamos al lector en los siguientes ejercicios. 

Ejercicios 2.1. 

l. Mostrar que los triángulos J 1, J2 y J3 son los que aparecen contenidos 
en E y cuya intersección es I (ver Figura 10). ¿Cuál es cuál? 

2. Construir los triángulos M¡, M2 y M3. 

3. Identificar en la figura que sigue. cada uno de los 18 triángulos de Morley, 
sabiendo que los triángulos de trazo grueso son P1, P2, ?3 y Q, siendo 
Q el más grande. 

En la figura que sigue se distinguen 14 triángulos por su fondo o rayado. 
Además se ven 7 triángulos de trazo grueso y fondo blanco. De éstos, sólo los 
4 con todos sus vértice~ sobre los lados del más grande son de Morley. Lec; 
restantes 3, que comparten un vértice con el triángulo I (de fondo negro) no 
son de Morley, es decir, no se corresponden a ninguna de las ternas de la tabla. 
Notamos, de todos modos, que son equiláteros. 

Por último, destacamos el hecho, seguramente ya observado por el lec­
tor, que los 18 triángulos tienen sus lados paralelos a alguno de los lados del 
triángulo J. 
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Análogamente para T~ = R~T2 y T~ = R~T3 tenemos 

T~ = SB,S8 c= S8 ASB1 

T~ = Sc2ScA = ScBScl 

Ahora no rPsulta difícil determinar los triángulos correspondient~""c; a ternas 
compuestas solamente por O y 240. En estos casos, los vértices a, b, e serán 
intersecciones de ciertas trisectrices interiores y/ o exteriores (Figura 6). Por 
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obtienen combinando trisectrices interiores y exteriores. El siguiente dibujo 
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Algunos triángulos de Morley 

Los triángulos correspondientes al resto de las ternas, aquellas con alguna 
coordenada igual a 120, se obtienen de igual forma, la única diferencia es que 
las rectas que intervienen para determinar los vértices de los correspondientes 
triángulos no serán las trisectrices que vemos (interiores o exteriores). Si 
T{ = R1T1 las rectas involucradas serán aquellas que forman un ángulo de 
a+ 60 con los del triángulo (con vértice común A), pues el ángulo de rotación 
de T{ es 2a + 120. 
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Ejemplo 2.1. En la figura mostramos el triángulo M1 corre;;pondiente a la 
terna (0, 120, 240). Dejamos como ejercicio para el lector, la construcción de 
las trisectrices necesarias para determinar sus vértices. 

El triángulo M¡ 

Para completar nuestro análisis sobre el teorema de Morley falta comple­
tar la construcción de algunos triángulos equiláteros. Recomendamos <:!spe­
cialmente esta tarea, que dejamos al lector en los siguientes ejercicios. 

Ejercicios 2.1. 

l. Mostrar que los triángulos J 1, J2 y J3 son los que aparecen contenidos 
en E y cuya intersección es I (ver Figura 10). ¿Cuál es cuál? 

2. Construir los triángulos M¡, M2 y M3. 

3. Identificar en la figura que sigue. cada uno de los 18 triángulos de Morley, 
sabiendo que los triángulos de trazo grueso son P1, P2, ?3 y Q, siendo 
Q el más grande. 

En la figura que sigue se distinguen 14 triángulos por su fondo o rayado. 
Además se ven 7 triángulos de trazo grueso y fondo blanco. De éstos, sólo los 
4 con todos sus vértice~ sobre los lados del más grande son de Morley. Lec; 
restantes 3, que comparten un vértice con el triángulo I (de fondo negro) no 
son de Morley, es decir, no se corresponden a ninguna de las ternas de la tabla. 
Notamos, de todos modos, que son equiláteros. 

Por último, destacamos el hecho, seguramente ya observado por el lec­
tor, que los 18 triángulos tienen sus lados paralelos a alguno de los lados del 
triángulo J. 
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Los 18 triángulos de Morley 
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La invención de los logaritmos 

Susana B. Impellizere de Córdoba 

Introducción 

En el siglo XVI y comienzos del siglo XVII, a medida que la matemática se 
desarrollaba, se experimentaron enormes dificultades de carácter práctico­
computacional. Estas dificultades se concentraban alrededor de los problemas de 
confección de tablas de las funciones trigonométricas, la determinación del valor 
de ir , la búsqueda de algoritmos simples y confiables de determinación de las 
raíces de las ecuaciones con coeficientes numéricos dados, etc. Los cálculos se 
realizaban sólo a mano. 
Se puede decir que en esa época Europa padeció una "epidemia de cálculo", que si 
bien es cierto que no exigía grandes sacrificios, también lo es, por otra parte, que 
en muchos cerebros causó tantos estragos, como causaban en los cuerpos las 
enfermedades de aquellos tiempos. Hombres como Viete, incluso, el mayor 
algebrista del siglo XVI, no retrocedían ante los cálculos numéricos que a menudo 
les ocupaban día y medio. Y cuando intervenían los astrónomos, queriendo 
determinar la posición de las estrellas cada vez con mayor exactitud, y 
construyendo al efecto tablas para las funciones trigonométricas, tendrían que 
verse plagados de números cada vez mayores, y los cálculos ya no tendrían fin. La 
inmensa cantidad de tiempo y de trabajo que dilapidaron los calculadores de 
Occidente fue irritante. Por citar un caso, diremos que las Leyes de Kepler fueron 
descubiertas como resultado de unos veintidós años de cálculo incesantes, sin 
logaritmos, en que se descartaba despiadadamente una hipótesis prometedora 
después de otra cuando se observaba que no satisfacían las exigencias de la 
precisión con que se habían observado. Sólo la fe pitagórica de Kepler en una 
armonía matemática de la naturaleza, posible de descubrir, pudo sostenerlo. La 
historia de su persistencia es una de las más heroicas de la ciencia. 
Por esto algunos matemáticos pensaron en la forma de calcular mejor, ahorrando 
tiempo. Entre ellos están Napier y Bürgi que inventaron los logaritmos. La 
historia de los logaritmos es otra epopeya de la perseverancia. 

JOST BÜRGI ( 1552 - 1632) 

Jost Bürgi nac1o en Suiza. Se dedicaba a reparar relojes e instrumentos 
astronómicos. Trabajó con Kepler y lo ayudó en sus observaciones y cálculos. 
Para la simplificación de cálculos, durante ocho años (1603 - 1611) confeccionó su 
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