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1. Introduccién
Una forma usual de definir sucesiones de niimeros es recursivamente. Por

ejemplo, si alguien conoce la sucesién de Fibonacci, es probable que la recuerde
como la sucesién de enteros {f, }new que cumple
fi=1
fa=1 (1)
fre2=fn+ fans1 Yn €N

y no como la sucesién definida por

1 (1+v5\" 1 (1-5\"

Sin embargo, (2) da la férmula exacta de cualquier término de la sucesién de
Fibonacci y, en algunas situaciones, esto puede ser més 1til que conocer la
definicién (1). Por ejemplo, a partir de (2), tenemos una expresién para fi900

sin necesidad de conocer los 999 términos anteriores y, en general, de esta forma

se puede estimar el orden de f,: para esta sucesién, nanolo _11fn—an =1y
75( 2 )
1+V35

por lo tanto se deduce que su crecimiento es similar al de 715( 2 )", es decir,

es exponencial en n. Mds adelante veremos como se puede usar (2) para acotar

la cantidad de pasos del algoritmo de Euclides para niimeros naturales.
Aplicando induccién se puede demostrar que las sucesiones definidas por

(1) y por (2) coinciden pero cémo obtener la férmula (2) a partir de (1)? Este

problema no es arbitrario: en muchos contextos aparecen sucesiones definidas
en forma recursiva y no por medio de una férmula explicita del término n-ésimo.

Analicemos, por ejemplo, el siguiente caso:
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Queremos disenar un algoritmo que pueda triangular cualquier matriz cua-
drada en IR"*" y nos interesa contar la cantidad mdxima de operaciones
(+,—, x,+) necesarias para hacerlo (no se contardn las co'mpafaciones ni los
cambios de lugar de cocficientes). Para cada n € IN tendremos entonces un
nimero z, que cuenta la cantidad maxima de operaciones necesarias para trian-
gular una matriz de n xn y esto define una sucesién {z, }nev. Sitomamos como
algoritmo el método de Gauss, podemos observar las siguientes propiedades de
la sucesién {z, }nen:

(i) z; = 0 (una matriz de 1 x 1 ya esta triangulada).

(ii) Dada la matriz A = (a;;) € IR"*", podemos suponer que aj; # 0 (si
fuese cero, podemos elegir algin elemento a;; # 0 (2 < 7 < n) e intercambiar
la fila 7 con la fila 1; en el caso en que sean todos cero, nuestro problema se
reduce a triangular una matriz de (n — 1) x (n — 1)). Para lograr un cero en el
lugar que ocupa as; hay que multiplicar la primer fila por g% y restarsela a la
segunda fila.

i Cudntas operaciones se realizan? Hay una divisién (que calcula Z%), (n—-1)
multiplicaciones y (n — 1) restas (como ya sabemos que en el primer lugar de la
fila va a ir un cero. no nos tomamos el trabajo de hacer la cuenta as; —(Z%).au ).
Este procedimiento lo tenemos que realizar (n — 1) veces para obtener ceros en
los primeros lugares de las todas las filas 7 (2 <7 < n). Y ahora sélo nos resta

triangular una matriz de (n — 1) x (n — 1). Por lo tanto, tenemos que
Zn=(14+2(n-1)(n—-1)+z,y VYne N.n>2,

Es decir, haciendo un cambio de variables, la sucesién {z, }nen queda definida

por la recursién

I = 0
Tny1=(2n%2+n)+2z, Vn € N.
Sin embargo, de esta forma, por ejemplo. no podemos estimar cudntas ope-

raciones serdn necesarias para triangular una matriz de n x n por medio de este
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algoritmo sin antes calcular cudntas serdn necesarias para triangular matrices
de menor tamano. Si conociésemos para cierta computadora el tiempo que
tarda en llevarse a cabo una operacién, con la férmula explicita del término z,
podriamos estimar a priori el tiempo que tardaria en efectuarse la triangulacién
de una matriz de n x n.

La intencién de estas notas es exhibir un método para encontrar una forma
cerrada o férmula general para el término n-ésimo (es decir, una férmula que
no dependa de los términos anteriores) de ciertas sucesiones definidas por re-
currencia. Este método se basa en técnicas de Algebra Lineal. Por razones
de espacio, en esta primera parte nos limitaremos a dar algunas definiciones
y ejemplos. En la segunda parte, que aparecerd en el préximo nimero de la

revista, mostraremos una forma de calcular la formula general.

2. Definiciones y ejemplos

Primero, definamos el tipo de sucesiones con las que vamos a trabajar. Para
no tener que considerar restricciones, consideraremos sucesiones de nimeros
complejos. El conjunto de todas las sucesiones de niimeros complejos se notara
el
Definicién: Una sucesién {z, }new € C™ se dice recursiva lineal si existen

k € IN y nimeros complejos ag, @y, ..,k tales que
Tntk = Q0.Tn + Q1.Tn4+1 + *** + Qk—1.-Tnyk—1 Yn € IN.

En este caso, se dice que la sucesién recursiva es de orden menor o igual que k.
Es decir, una sucesién {z,}nen serd recursiva lineal cuando existe k € IN
tal que el (k + 1)-ésimo término, el (k + 2)-ésimo término y todos los sigu-
ientes se pueden calcular haciendo una combinacién lineal fija de los k términos
anteriores.
Analicemos ahora algunos ejemplos:
Ejemplo 1: Consideremos todas las posibles sucesiones recursivas lineales de

orden menor o igual que 1. Necesariamente, la definicién serd (para algin a y
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algin A en C)
{ I =a
Tn+1 = ATp
En este caso, es muy fécil conjeturar el término general de la sucesién y probar

que
Zp = a A"} Vn € IN

(por convencién, consideraremos 0° = 1). Esta sucesién se llama la sucesién
geométrica de primer término a y razén A.
Ejemplo 2: Consideremos, dados a y A complejos, la sucesién recursiva lineal

)y =a

Tol—"\-a

Tnio = A2z,

Es inmediato ver que esta sucesién es la geométrica de primer término a

y razén A. Seguin esta definicién, su orden es menor o igual que 2 y segin la
definicién dada en el Ejemplo 1 su orden es menor o igual que 1. Es decir, como
una sucesion recursiva lineal puede definirse de distintas maneras, no se puede
dar una nocidén exacta del orden que dependa de una sola de estas definiciones.
Lo tdnico que se puede afirmar a priori es que el orden serd menor o igual que
cierto nimero natural.

Ejemplo 3: Dada la sucesién aritmética de primer término a € C y razén

A € C, es decir, la sucesién {z, }nen definida por

Ty =a
{-’Bn+1 =A+z, Vn e N
intentaremos ver si es recursiva lineal. Es evidente que, a menos que A = 0 (en
cuyo caso la sucesién coincide con la geométrica de primer término a y razén
1), esta definicién no nos sirve para decidir si es recursiva lineal o i1 asi que

trataremos de modificarla. Consideremos dos términos consecutivos

In+1 = A +$n

Tn+2 = A+ Tnsl
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Si restamos miembro a miembro las igualdades anteriores, obtenemos
Tpyo =2Tn0] — Tn Vn € IN

lo que nos permite afirmar que la sucesién {z,},c es recursiva lineal de orden

menor o igual que 2 y estd definida por
Iy =a

To=a+ A

Tny2 =2Tpi1— 2, Vn € IN.
Ejemplo 4: La sucesién de Fibonacci {fn}new (ver (1) en Introduccién) es
evidentemente recursiva lineal de orden menor o igual que 2.

Ejemplo 5: Consideremos la sucesién periédica
(1,3,5,1,3,5,1,3,5,1,3,5,1,3,5,...) .

Una posible definicién por recurrencia seré

x1=1
.’1:2—3
I3 =

Tn+3=Zpn, Vn € N
y su orden es menor o igual que 3.
Ejemplo 6: La sucesién cuyo término n-ésimo cuenta la cantidad maixima de
operaciones del algoritmo de Gauss para triangular una matriz de n x n es (ver

Introduccién)

I = 0
Tns1 = (2n2+n)+z, Vn € N.
¢Seré ésta una sucesién recursiva lineal?

Consideremos, para todo n € IN los términos ZTn+1y Tn+2, Tn43 ¥ Tneq de la

sucesién:
Tny1 =(2n%+n)+2z,
Tnio = (2n2+5n+3) + T4,
Tn+z = (22 +9n +10) + Tpio (3)

Tn+s = (2n2 +13n+21) + Zpais.
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Podemos pensar las expresiones (2n? + n), (2n? + 5n + 3), (2n% + 9n + 10)
y (2n% + 13n + 21) que aparecen en las igualdades como polinomios en n de
grado 2. Pero cuatro polinomios de grado 2 son necesariamente linealmente
dependientes, es decir, existe una combinacién lineal no trivial de ellos que da

el polinomio 0. Planteando las cuentas correspondientes se obtiene que
(=1)(2n% + n) + 3(2n? + 5n + 3) — 3(2n® + 9n + 10) + 1(2n? + 13n + 21) = 0.

Aplicando la misma combinacidn lineal a las ecuaciones en (3) miembro a miem-

bro, resulta
(=1)Zn41 + 3Tnt2 — 3Tn43 + Znia = (—1)Tn + 3Tny1 — 3Znt2 + Tnts
y, por lo tanto, la sucesién analizada cumple
Tn+g =4Tp43 — 6240 +42541 — 1z, Vn € IN.

Es decir, la sucesién estd definida por

T =1
Tol—'0
04 Gy =131
i3
\ Tp+4 = 4T3 — 6Tpy2 + 42041 — 12, Vn € IN

por lo que es recursiva lineal de orden menor o igual que cuatro.

En los préximos dos ejemplos, probaremos que ciertas sucesiones no son
recursivas lineales.
Ejemplo 7: La sucesién {22" },,cv no es recursiva lineal.

Supongamos que si lo es. Existen entonces k € IN y ay,...,ax_; nimeros

complejos tales que

2" = T a2 vneN
0<i<k—1
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Sea C = max{|e;| / 0 < i < k— 1} y consideremos el médulo de la expresién

anterior. Entonces

n+k n+1i n+1
2T = Y e Y a2 <

0<i<k-1 0<i<k-1

n+k-1 n+k—1
< N C2F =Gt .
0<i<k-1

Por lo tanto, tenemos que

" 22n+k
2 o Z___<kC VneN

- 22n+k—l

pero esto es absurdo ya que el primer miembro es el término general de una
sucesién que tiende a infinito cuando n tiende a infinito y, por lo tanto, no
puede estar acotado para todo n € IN.

Ejemplo 8: Consideremos la sucesién {logn}n,en y supongamos que es re-
cursiva lineal de orden menor o igual que k para algiin £k € IN fijo. Entonces

existirdn nimeros complejos ag, aj,...,ax_; tales que
log(n+ k) = aglog(n) + ajlog(n+1) +... + ax—1 log(n + k - 1) Vne N,

Tomando parte real de ambos lados de la igualdad, se obtiene una ecuacién
de recurrencia a coeficientes reales. Luego, sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que &g, Qj,...,k—1 son numeros reales. Consideremos la funcién f :
IRy — R definida por

f(z) =log(z + k) — aglog(z) — a; log(z + 1) — ... — ax—1 log(z + k — 1).

f es continua y derivable en (0, +oc) y f(n) =0 Vn € IN. Por lo tanto, usando
el Teorema de Rolle, su derivada f’ vale cero en infinitos puntos. Calculando

f' se obtiene

Pl g gy
z+k z z+1 z+k—-1
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y operando

H (z+1) —ao H (z+1)—... —ar— H (z+1)

. 0<i<k—-1 1<i<k qgigk
I'(z) = et
H (z + 1)
0<i<k

Como f' vale cero en infinitos puntos, el numerador es un polinomio que tiene
infinitas raices y por lo tanto debe ser el polinomio nulo. Sin embargo, cuando

evaluamos el numerador en (—k), obtenemos H (—k+1) que es un nimero
0<i<k—1
distinto de cero. Esto es una contradiccién que proviene del hecho de suponer

que la sucesién (logn)nerx es recursiva lineal.

Para terminar con esta seccién, probaremos una propiedad sobre la sucesion

suma de una sucesién recursiva lineal:

Proposicién. Sea {Zn}nen una sucesién recursiva lineal de orden menor o

igual que k y sea {Sn}new la sucesién definida por

Sy = Z T Vn € IN.
1<ikn

Entonces {Snp}nelv €s una sucesién recursiva lineal de orden menor o igual que

k+1.
Demostracidn: Consideremos la definicién por recurrencia de {Zn }nen :

Tnik = @0.Tn + Q1.Tn41 +°*° + Qk—1.Tntk-1 Vn € IN.
En particular, reemplazando n por n + 1, vale
Tpil+k = 00-Tn+l +O1.Tny2+ o+ Qk—1-Tn+k Vn € IN.

Pero como Zni1 = Sns1 — Sn ¥n € IN, reemplazando y despejando Sp+1+ks

se tiene que
Spi1+k = @0.(Sns+1 — Sn) + - + @k—1.(Sntk — Sn+k-1) = Sasx Vn € IN.

Si reagrupamos y sumamos los términos del segundo miembro, nos da la recur-

rencia de orden menor o igual que k + 1 buscada. o
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Ejercicios

Ejercicio 1. Decidir cudles de las siguientes sucesiones {a, },¢ v son recursivas

lineales. En caso afirmativo hallar una ecuacién de recurrencia.

i) a, = 3" +n.3""! i) a, = ;1.1
lll) an = (3" + n.3n—l)(5n - n.5”’1) iv) Gl — 712
V) G = Z i3

1<i<n

Ejercicio 2. Sea {Zn}newnv una sucesién de nimeros reales positivos cre-

ciente. Probar que, si es recursiva lineal, existe una constante C tal que
Tn+1
In

< C Vn € IN. Vale la reciproca?

Ejercicio 3.

i) Sean ay,...,ax,a € C. Se considera la sucesién
Tyy.eooy Tk
k-1
Tpak = Zai.mnﬂ- +a sin> 1.
i=0

Probar que {z;}ic v s una sucesién recursiva lineal.

ii) Sean ay,...,a; € Cy sea {Z, }ne v una sucesion recursiva lineal. Probar que
la sucesién

Yyp1=4a1, ..., Yk = Gk

Ye+n = Tn sin>1

es recursiva lineal.

Ejercicio 4. Sea P € C[X] un polinomio de grado k. Probar que la sucesion
{zn}nen definida por
zn, =P(n) YnelN

es recursiva lineal de orden menor o igual que k£ + 1.
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Ejercicio 5.

i) Sea S C € un conjunto finito y sea {Zs}ne v una sucesion recursiva lineal
tal que z; € S para todo i € IN. Probar que {Z,}ne v €s periddica a partir de
cierto término.

ii) Sea {Tn}ne v la sucesion de los digitos del desarrollo decimal de V2 y sea
D = {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Probar que para ningiin valor de k existe f :
D* — D tal que f(Tn,Tn+1s---sZn+k—-1) = Tn4k ¥V n € IN. (Sugerencia: usar
la idea del item anterior para hacer una demostracién similar en este caso en el

que f no es necesariamente lineal).
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