
U na igualdad muy joven 

En 1995 Simon Plouffe demostró la siguiente igualdad 

Cuya demostración es extremadamente simple. 

En efecto, para cada par de naturales k, i se tiene que 

../2k xk-1+8idx = ../2k _x__ x = v ¿ = ---,---11/../2 k+Bi 1/ lñ2 1 

o k+ 8i X= o 16i(Bi +k) 

Por consiguiente 

00 1 {1/../2 k-1 

t; 16i(Bi +k) = ../2f lo t- xB dx. 

puesto que 

00 1 1 00 11/../2 ¿: - .-- = ../2k ¿: xk-l+Bidx 
i=O 16

1 
8i + k i=O O 

r,:;;: 1
1/../2 xk-1 

= v2" -- dx. 
o 1 -x8 

debido a que 

1 00 . 

-
1
--8 = l:(x8

)' (Serie geométrica) 
-X i=O 

Por lo tanto, aplicando la fórmula (1) para h = 1, 4, 5, 6 se obtiene 

30 

(1) 

00 

1 ( 4 2 1 1 ) 
~ 16i 8i + 1 - 8i + 4 - 8i + 5 - 8i + 6 

1
11../2 4v'2- 8x3 - 4v'2x4 - 8x5 

= dx 
o 1- x8 

Ahora hacemos x =~y. 

De esto, dx = ~ dy; si x =O, y= O; si x = ~, y= 1; 

y la integral (2) es igual a 

r 1 __ 1_6...:.::(y;_-_1;___ )_ dy 
1 o y4 - 2y3 + 4y - 4 

11 2- y 11 y 
= 4 dy+ 4--dy 

o y2 - 2y + 2 o y2 - 2 

- {1 4- 4y d + {1 4 dy + {1 4-y- dy 
-lo y2 - 2y + 2 Y lo 1 +(y- 1)2 lo y2 - 2 

= [-2ln(y2 - 2y + 2) + 4arctan(y -1) + 2ln(2- y2 )]A 

=tr 

Con respecto al error, se tiene que 

N 1 4 2 1 1 0.6 
17r - ¿: 16i (8i + 1 - 8i + 4 - 8i + 5 - 8i + 6) 1 ~ 16N 

t=O 

En efecto 
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1 
00 

1 ( 4 2 1 1 )1 
i=~ 1 16i 8i + 1 - 8i + 4 - 8i + 5 - 8i + 6 ::; 

00 
1 ( 4 2 1 1 ) 

::; i=~l 16i 8i + 1 + 8i + 4 + 8i + 5 + 8i + 6 ::; 

00 1 
:s .L 16i (4 + 2 + 1 + 1) 

i=N+l 
00 1 8 1 

= 
8 . L 16i = 16N+l 1 - 1/16 

t=N+l 

8 N 0.6 
= 15 16 $ 16N 

Por tanto, si deseamos calcular 1000 decimales exactos de rr, la fórmula nos 

dice que debemos escoger N de modo que 

Tomando logaritmo resulta 

0.6 1 
-<--16N - 101000 

log (0.6) - N log 16 :S -1000 log 10 

o pasado de miembros 

Como log O, 6 "' -0.5, 

log (0.6) + 1000 log 10 
~~~------~-<N 

log 16 -

log 10 "' 2.3, 

resulta N ~ 830. 
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log 16 "' 2.8 

Problemas para resolver 

1) Sobre el máximo de un volumen. 

Se tiene una pirámide regular, cuya base es un triángulo equilátero, y las 

caras laterales, triángulos isósceles, todos iguales. Rebatidas éstas sobre la 

base, haciéndolas girar sobre el lado común con ella, se forma una estrella de 

tres puntas. 

Se inscribe la estrella en un círculo de radio r y se pide determinar la longi

tud de las aristas en función de r, cumpliendo la condición de que el volumen 

. de la pirámide s~a máximo. 

2) Un problema curioso sobre números naturales. 

Si se escriben en la forma usual las 10 cifras de nuestro sistema de nu

meración sobre una hoja de papel y se hace girar ésta 180° en su plano, se 

observa que el O y el 8 recobran su aspecto, que el 6 se convierte en 9 y éste en 

6, y que las demás cifras carecen de significación. 

Sabido esto, se pregunta cuántos números hay comprendidos entre 1 y 10 

elevado a n, que se lean lo mismo en la posición normal ql}e en la invertida. 

Nota. En la interpretación de este enunciado no deberán considerarse 

números tales como el 080, esto es, números cuya primera cifra de la izquierda 

es un O. 

3) Lugar geométrico de los puntos de tangencia entre unas circunferencias va

riables. 

En un rectángulo de lados 2a y 2b (a mayor que b), y con centro en o, se 

inscriben óvalos tangentes al rectángulo en los puntos medios A, A', B, B', de 

sus lados. 

Para esto, primero se dibujan dos circunferencias iguales, tomando sus cen

tros P y P' en la parte interior de la mediana mayor AA' del rectángulo, circun-
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