Encuentros y desencuentros de dos circunferencias

Walter N. Dal Lago

En este articulo, como el titulo lo sugiere, nos proponemos analizar qué
posicién relativa puede ocupar una circunferencia respecto de otra en el plano
euclidiano 7. Ademds vamos a demostrar un importante resultado acerca de
circunferencias secantes y daremos algunas aplicaciones cldsicas del mismo.

En primer lugar, repasaremos algunos conceptos y resultados que nos seran
utiles en el desarrollo del tema. Denotaremos con IV y IR a los conjuntos de
numeros naturales y reales respectivamente.

Trabajaremos en el contexto de la axiomadtica del plano euclidiano deno-
minada cldsica o sintética, que es basicamente el sistema de Euclides, per-
feccionado por David Hilbert. Siguiendo la clasificacién de Hilbert, podemos

enunciar los axiomas de continuidad de la siguiente manera.

Axioma de Arquimedes. Dados dos segmentos ab y cd, existe un n € IN tal
que n.ab > cd.
Axioma de completitud. Dada una sucesién de segmentos a,b, con n € IV,

tal que ap+1 bp+1 C anb, ¥V n € IN, la interseccién ﬂ anb, # 0.
nelN
Usando estos axiomas se puede demostrar el siguiente resultado.

Teorema 0. Fijemos un segmento U en el plano m, llamado segmento unidad.
Sea A una recta en ™ y sean o, u € A tales que ou = U. Entonces eziste
una unica funcion biyectiva. p: A — IR que satisface:
i) p(p) >0 Vpe€ ou.
it) p(p+q) = p(p) + p(q) Vp,q € A, donde p+ q es el punto de A tal que,
si consideramos los vectores (o0,p) y (0,q), entonces (o,p) + (0,q) = (o,p + q).
111) p(u) = 1.
Definiciéon. La funcion p del Teorema se llama sistema de abscisas sobre A,

asociado al vector (o,u).




Los sistemas de abscisas permiten definir la longitud de un segmento y la

distancia entre dos puntos.

Definicién. Dado un segmento pg, sea u € p§ tal que pu = U y sea p el
sistema de abscisas sobre g asociado al vector (p,u). Definimos la longitud
de pq respecto de U por

| Pq |= p(q)

Si extendemos la nocién de segmento pg al caso en que p = g, es decir
pq = {p}, no tenemos definida una semirrecta p¢, pero si consideramos cualquier
semirrecta de origen p, obtenemos |pg| = 0.

Las propiedades que caracterizan a los sistemas de abscisas, establecidas
cn el Teorema 0, permiten probar sin mayores dificultades los resultados que

enunciamos a continuacién y que necesitaremos mas adelante.

Corolario. i) Si en la recta A tomamos el orden tal que o < u, p preserva el
orden, o sea, si p < q entonces p(p) < p(q).

i1) Dados dos segmentos ab y cd, se cumple que ab = cd si y sélo si | ab |=
|ed |.

iii) Dado un segmento ab, si c € ab, se verifica que |ab| = |ac| + |cb).

De la experiencia y la prictica surge naturalmente la definicién siguiente.

Definicién. Dados los puntos a y b en =, definimos la distancia de a a b por
d(a,b) = |ab|

Observacién. Es fdcil ver que se satisfacen las propiedades que caracterizan
a una distancia, a saber:

i)Vaben d(a,b) >0 yd(a,b) =0 siy sélo si a =b.

i)Vaben d(a,b) = d(b,a) (simetria).

ui)Va,bcen d(a,b) <d(a,c)+d(c,b) (desigualdad triangular).




Definicién. Sio € 7 yr € IR tal que r > 0, la circunferencia de centro o y
radio v es C(o,r) = {p € n/d(p,0) =r}.

Un punto q es interior a C(o,1) si d(q,0) < r y es exterior si d(g,0) > 7.
Hipétesis general. Consideraremos dos circunferencias, C = C(o,r) y C' =
C(d,r") conrt < 1" yo # 0. El segmento ab denotard el didmetro de C
contenido en 0", donde b € (TJ y a estd en la semirrecta opuesta. Llamaremos
S a una de las semicircunferencias de C determinadas por el didmetro ab.

En la recta 60’ tomaremos el orden tal que o < 0.

Con un poco de esfuerzo podemos imaginarnos las ubicaciones relativas que
podrian tener las circunferencias C' y C’, segiin se muestra en las figuras si-

guientes.
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En el siguiente teorema probaremos que las posiciones graficadas son, esen-
cialmente, las cinco situaciones posibles.

En vista de los graficos, damos primero las siguientes definiciones.

Definicién. 1) C y C' son mutuamente exteriores si cada punto de una es
exterior a la otra (fig. 1).

2) C y C' son tangentes exteriores si tienen un punto en comin y los demds
puntos de una son ezteriores a la otra (fig. 2).

3) C es interior a C' si todo punto de C es interior a C' (fig. 3).

4) C es tangente interior a C' si tienen un punto en comin y los otros
puntos de C son interiores a C' (fig. 4).

5) C y C' son secantes si cada una tiene puntos interiores y puntos ezteriores

a la otra (fig. 5).

Teorema 1. Con la hipétesis general que hicimos, sea d = d(o,0') la distancia
entre los centros de C y C'. Entonces:
i) Sid>r+r1', C yC' son mutuamente exteriores.
ii) Sid=r+71', C y C' son tangentes exteriores.
i11) Sid < r +r' tenemos tres casos:
a) v’ —r > d, entonces C es interior a C'.
b) r' —r =d, entonces C es tangente interior a C'.

c) r' —r < d, entonces C y C' son secantes.

Demostracién. i) Sea p € C, usando la desigualdad triangular tenemos
d = d(o,0') < d(0,p) +d(p,0') = +d(p,0)

Por hipétesis r + ' < d, entonces r’ < d(p,0’), o sea, p es exterior a C".
Andlogamente se prueba que, si ¢ € C’ entonces g es exterior a C.

ii) Como r + r' = d, el extremo b del didmetro de C pertenece a 80’ y

r+r' =d=d(o,b) +d(b,0) =r+d(b,0)



luego d(b,0o') =" ybe CNC'".
Sea ahora q € C tal que ¢ # b. Si ¢ = a, como o € a0/,

d(a,0') = d(a,0) +d(0,0') =1 +d >

es decir, g es exterior a C'. Si ¢ € 90’, los puntos 0,0’ y ¢ determinan un

triangulo, por lo tanto
d = d(0,0') < d(0,q) +d(q,0') = r +d(g,0')

Usando la hipétesis resulta ' < d(g, o) lo que prueba que ¢ es exterior a C’.
Razonando en forma similar, se deduce que todo punto de C’ distinto de b

es exterior a C.
iii) a) Sea p € C, por la desigualdad triangular y por ser r < 7', tenemos

d(p,0’) <d(p,0) +d(o,0')=r+d< 1

por lo tanto p es interior a C".

iii) b) Si tomamos el extremo a del didmetro ab, como vimos en ii) d(a, 0') =
r +d y por hipétesis ' = r + d, entonces a € C(C".

En cambio, el extremo b estd en oo’ o bien o' € 0b. En el primer caso, se
probé en ii) que d = r + d(b,0'), pero d < r + ', entonces d(b,0’) < r’. En el
segundo,

r =d(o,0') + d(o',b) = d + d(d',b)

luego, como por la hipétesis general que hicimos r < 7/, sigue que d(o', b) < 7.
Asi, en ambos casos, b es interior a C'.
Ahora siq € Cy q € 90, los puntos 0,0’ y g son los vértices de un

tridngulo, entonces
d(g,0') < d(q,0) +d(0,0) =r+d=1"

lo que muestra que g es interior a C'.




iii) ¢) Como dijimos en el inciso anterior, d(a,0’) = r +d y ahora ' < r +d,
entonces a € C y es exterior a C'.

La misma prueba dada en iii) b) muestra que b es interior a C".

Anadlogamente se prueba que, si Ce es el didmetro de C' contenido en %3’ y

tal que ¢ € 0'o, entonces c es interior a C y e es exterior a C.O

Notemos que en el Teorema 1 se contemplan, en forma exhaustiva, las rela-
ciones posibles entre la suma y diferencia de los radios y la distancia entre los
centros. Por lo tanto, las posiciones relativas descriptas abarcan todas las que
se pueden dar entre dos circunferencias, que corresponden a las figuras 1 a 5.

Puntualicemos también que si 7 = 7’| los casos iii.a) y iii.b) no son posibles

ya que d > 0, o sea C no puede ser interior ni tangente interior a C".

Observacién. Si consideramos el caso en que los centros de C' y C’ coinciden
(o =0'), esclaro que, sir < r’ C es interior a C' y, obviamente, sir =7’ C = C'.

Estas son las dos unicas situaciones posibles entre circunferencias concéntricas.

Nos proponemos ahora probar el resultado que anunciamos sobre las circun-
ferencias secantes. Para ello tendremos que demostrar algunos lemas.
Recordemos que, dada una recta A, la proyeccién ortogonal sobre A de un

punto p es el punto de corte entre A y la perpendicular a ésta que pasa por p.

Lema 1. Para cada c en la semicircunferencia S, sea P(c) la proyeccion orto-

gonal de c sobre 60’. Entonces
P:S—ab
es una funcion biyectiva.

Demostacién. Sean c € S, ¢, = P(c) y veamos que ¢, € ab.

Sic, = o es obvio. Sic, # o, el tridngulo Acc,o es rectdngulo de hipotenusa
oc, luego d(c,,0) < d(c,0) = r, lo que implica que ¢, € ab.

Ahora, si R es una recta perpendicular a ab, corta a S en un tnico punto.

En efecto, si R pasa por a (respectivamente por b), es tangente a C' y el punto




de corte es a (respectivamente b). Por otro lado, si R corta a ab en un punto
q distinto de los extremos, como ¢ es punto interior a C, R corta a C' en dos
puntos que estan situados en semiplanos op"uestos respecto de 90, esto prueba
la afirmacion.

Asi, dado ¢’ € ab, si c € S es el punto de corte de S con la perpendicular a
ab que pasa por ¢/, P(c) = ¢’ y por lo tanto P es suryectiva.

Sip,g € Sy P(p) = P(q) = c, entonces p = g, de lo contrario las rectas &7
y &5 ¢ serfan dos perpendiculares a ab que pasan por ¢,. Luego P es inyectiva,

lo que concluye la prueba del Lema.O

Lema 2. Sean p,q € S, po = P(p) y go = P(q). Entonces d(p,0') < d(g,0") si
y solo st g, < Po-

Demostracién. Sean p,q € S, si p=b 6 ¢ = a, la equivalencia es claramente

valida pues, Vc € S, c#ayc#b,

d(b,0') < d(c,0') < d(a,0') y a< P(c) <b

Supongamos ahora que p y ¢ no son ninguno de los extremos de ab.

Observemos primero los siguientes hechos.

a) Los tridngulos Apoo’ y Agod’, tienen el lado 36’ en comin y 9p = 0
pues d(p,0) = d(g,0) = r. Luego, por un resultado conocido sobre tridngulos,
d(p,0') < d(g,0') siy sélo si poo’ < qoo'.

b) Los tridngulos rectangulos Aop,p y Aog,q, tienen las hipotenusas con-
gruentes (op = 89), por lo que es facil ver que pop, < gog, si y sélo si [0g,| <

|op,| (ver fig. 6.).
Por lo establecido en a), probar el Lema es equivalente a demostrar que

poo < qoo’ siy sélo si g, < p,

Veamos las distintas situaciones posibles.

i) Si 0 < po y 0 < o, entonces poo’ = pop, y qoo = qoq,.




Lucgo por b), 5P, < 306G, < [33,| < [07,] © 4o < po

ii) Si p, < 0y g, < o, entonces pop, y Goq, son suplementarios de P00 v
700’ respectivamente.

Por lo tanto poo’ < qoo' < §og, < pop, < |0p,| < [0G,] € ¢o < po.

iii) Si po = 0, es decir oo’ es recto, po6’ < §oo < qod es obtuso & g, <
0o=p,

iv) Si g, = 0, 0 sea goo' es recto, poo’ < goo' < poo es agudo & ¢, = 0 < p,.

v) Si g, < 0 < p, es obvio, mientras que el caso p, < 0 < g, no se puede
dar. O

7] Go Po o’
fig. 6

Como consecuencia directa del Lema, tenemos el siguiente corolario.

Corolario. Con la notacién del Lema 2, se verifica:
a) Si p interior a C' y p, < q, entonces q es interior a C'.

b) Si q es exterior a C' y p, < q,, entonces p es exterior a C'.

Lema 3. Supongamos que C y C’' son secantes.

i) Sip € S es interior a C', entonces eziste p' € S interior a C' tal que
d(p,0') < d(p',0).
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ii) Si ¢ € S es exterior a C', entonces eziste ¢ € S exterior a C' y tal que
d(q',0'") < d(q,0).

Demostracién. i) Sea p € S interior a C’, entonces € = r' — d(p,0') > 0.
Llamemos R a la recta tangente a C en p, sabemos que R es perpendicular a
‘or .

Sea p” € R tal que d(p,p") =¢ ¥y

a) si p = b, p" esté en el semiplano de borde 0’ que contiene a S,

b) si p ¢ 3", p” esté en el semiplano determinado por op' al cual no

pertenece o' (ver fig. 7).

fig. 7

El tridngulo Aopp” es rectingulo y su hipotenusa es p”, por lo tanto
d(o,p") > d(o,p) = r. Esto nos permite tomar p’ € 9p”"(S. Verifiquemos
que este punto p’ es el que buscamos.

El tridngulo Aopp’ es isésceles, por lo que su angulo de vértice p’ es agudo.
Luego en el App/p” el dngulo p?;” es obtuso, por ser suplementario del anterior,

entonces |[pp’| < [pp”|. Por lo tanto
d(p',0') < d(p',p) +d(p,0) <d(p",p) +d(p,0') = ¢ +d(p,0') =1’

es decir p’ € S y es interior a C'.
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Para ver que d(p,0’) < d(p’,0'), supongamos primero que p € 90’, es decir
p = b. Si b= 0 es obvio, si no tomemos "’ = d(b,0’) y C" = C(o’,r"). Entonces,
segiin b € 80 o bien o’ € 0b, C y C” son tangentes exteriores o C” es tangente
interior a C respectivamente. En efecto, en el primer caso r +r” = d y estamos
en las hipétesis del inciso ii) del Teorema 1, mientras que en el segundo caso
r —r"” = d y se cumple iii b) de dicho Teorema. Por lo tanto, como p es el

punto de interseccién de C con C"y todo otro punto de C es exterior a C”, en

particular p’, se sigue que
d(p,d) =r" < d(p',0)

Ahora, si p ¢ 90", debido a la eleccién de p” (en el semiplano respecto de
‘P’ opuesto al que contiene a o'), la semirrecta dp es interior al 4ngulo p'oo’.
Luego, ;;)3’ < pTo\o' y esto implica que d(p, o) < d(p', 0’) por lo observado en a)
de la demostracién del Lema 2.

Para probar ii) se procede en forma analoga a i), reemplazando p por q y,
en el caso que ¢ no esté sobre la recta 60’ (q # a), se toma ¢” en el semiplano

determinado por ¢ al cual pertenece o y tal que d(q,¢") =¢. O

Estamos ahora en condiciones de encarar el teorema sobre circunferencias

secantes.

Teorema 2. C y C' son secantes si y sélo si se intersecan ezactamente en dos

puntos.

Demostracién: Sea p el sistema de abscisas sobre la recta 60’ asociado al
vector (0,0'). Entonces, por el Lema 1 y las propiedades de p, po P es una
biyeccién de la semicircunferencia S sobre el intervalo real [p(a), p(b)].
Sea
E = {p(P(q))/q € S y q es exterior a C'}
Por lo que vimos, p(a) € E, entonces E es un subconjunto no vacio de R

acotado superiormente por p(b), luego tiene supremo s con s € [p(a), p(b)]
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Como po P es biyectiva, existe ¢ € S tal que p(P(c)) = s. Veamos que ¢ no
puede ser interior ni exterior a C’, es decir c € SN C".

Supongamos que c es exterior a C’. Por Lema 3 inc ii), existe ¢’ € S exterior
a C' tal que d(c’,0") < d(c,0') entonces,por Lema 2, P(c) < P(c’). Como p
preserva el orden, s = p(P(c)) < p(P(c’)), que es absurdo pues p(P(c')) € E y
s es el supremo de E.

Por otro lado, si ¢ es interior a C’, nuevamente por el Lema 3, existe ¢’ € S
interior a C’ con la propiedad que d(c, 0') < d(c’,0'). Ellema 2 nos dice entonces
que p(P(c')) < p(P(c)) = sy, por definicién de supremo, esto implica que existe

q € S exterior a C’ y tal que
p(P(c')) < p(P(q)) <'s

Como p preserva el orden P(c’) < P(q), por el Corolario del Lema 2 inciso
b), ¢’ es exterior a C’, que es absurdo ya que ¢’ es interior a C’.

Por lo tanto, efectivamente c € S C' C CNC' y ademis ¢ € %0".

Puesto que la simetria axial respecto de la recta 90’ deja invariantes tanto
a C como a C’, el simétrico de c respecto de dicha recta es otro punto de corte
de las circunferencias.

También podemos probar la existencia de un segundo punto de corte reem-
plazando, en el desarrollo anterior, la semicircunferencia S por su opuesta.

Finalmente, no puede haber més de dos puntos en la interseccién, pues tres
puntos de una circunferencia la determinan y por lo tanto C seria igual a C".

Reciprocamente, si dos circunferencias se cortan en dos puntos, a partir de

la clasificacién dada en el Teorema 1, éstas no pueden ser mas que secantes. O

Aplicacién. El Teorema 2 nos permite dar una justificacién teérica a construc-

ciones clasicas con regla y compds, como ejemplificamos a continuacion.

1) Dado un segmento ab, queremos construir su mediatriz. Sea r > 1[ab| y

tracemos dos circunferencias C'y C’ de radio r y centro en a y b respectivamente.

13




Por iii ¢) del Teorema 1, estas circunferencias son secantes pues,
O=r—-r<d=labl<r+r

Por el Teorema 2, C y C’ se cortan en dos puntos p y ¢ que, obviamente,
equidistan de a y b. Por otra parte, sabemos que los puntos de la mediatriz de

un segmento son los que equidistan de sus extremos. Luego, a y b pertenecen a

la mediatriz M de aby M = ¢ (fig. 8).

fig. 8

El procedimiento anterior se puede utilizar para construir la bisectriz de
un dngulo. Esta semirrecta estd contenida en la mediatriz de un segmento ab,
donde a pertenece a un lado del dngulo, b al otro y ambos estdn a igual distancia
del vértice. Si trazamos una circunferencia con centro en el vértice, los cortes

con los lados nos dan los puntos a y b que necesitamos (fig. 9).

2) En un tridngulo la longitud de un lado es menor que la suma de las
longitudes de los otros dos.

Ahora, si tomamos niimeros reales positivos z,y y z, tales que
T<yY+z, y<zc+z y z2<zT+y

(podremos construir un tridngulo cuyos lados midan z,y y z respectivamente?
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La respuesta es afirmativa. Tomemos un segmento ab de longitud z y dibujemos
las circunferencias C = C(a,y) y C' = C(b, 2).
Por el Teorema 1 inciso iii ¢), C y C’ son secantes. En efecto, la distancia

entre los centros es z y, si suponemos que y < z, por la hipétesis se verifica
FA TR i S ]S P

Sea ¢ un punto de corte de C con C' (vimos que no pertenece a la recta
e — —
ab ), entonces el tridngulo Aabc satisface que |ab| =z, |[ac| =y y |bc| =z
(fig. 10).

3) Dada una circunferencia C = C(o0,7) y un punto p exterior a C, nos
preguntamos si existirdn rectas tangentes a C que pasen por p y cuantas.

Si existe una recta tangente a C' que pasa por p, el punto de tangencia g no
est4 en ©p y el 4ngulo 6gp es recto. Sean o' el punto mediodeopy C' = C(o', ')
con 7' = |od|. Entonces, en el tridngulo rectangulo Aogp, d(g,0') = d(o,0) =
r', es decir g€ CNC".

Reciprocamente, si ¢ € CNC' y g €'op = ©0”, por ser op un didmetro de
C', el 4ngulo ogp es recto y por lo tanto 97 es tangente a C en gq.

Resumiendo, hemos probado que existen rectas tangentes a C' que pasan
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por p si y sélo si C y C' son secantes y que los puntos de tangencia son los
puntos de corte de las circunferencias

Verifiquemos ahora que C y C’ son efectivamente secantes, usando el Teo-
rema 1. Enestecaso,d=1r"y 2r' > r entoncesd<r+r'y

a)sir <r' entonces r' —r <r' =d,

b)sir’ <r,entonces r —r' < 5 <r'=d.

Por lo tanto existen ¢ y ¢’ en C () C' tales que las rectas %7 y $¢' son las

unicas tangentes a C que pasan por p (fig. 11).
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