


Editorial

Con este segundo numero del ano les contamos de avances recientes en
teoria de nimeros, los matcmaticos Goldston, Motohashi, Pintz y Yildirim se
encuentran trabajando en ¢l problema de demostrar la existencia (o no) de
infinitos nimeros primos p de modo que p + 2 es también un nimero primo.
Sus resultados se encuentran en http://www.aimath.org/preprints.html

Como subproducto de su trabajo demuestran el siguiente resultado. Con-

sideran la sucesion de ntimeros naturales que son producto de exactamente dos

nimeros primos. Esto es, definen
q1=4=221 q2=6=23, Q3=9=33, Q4=10=25
q5 = 27 = 14, QG = 15 — 35’ e qn

obteniendo que para todo n grande se satisface

(gn+1 — gn) < 27.

Estamos en presencia de un teorema recién nacido!!

Muchos de nuestros lectores ensenan programacién lineal, es una noticia
no del todo agradable comentar que G. Dantzig, el inventor del método del
simplex, ha fallecido en Palo Alto, California en el mes de mayo.

Con una invitacién a participar en la Reunién de Educacién Matematica de

Salta nos despedimos hasta el préximo nimero.

Elida Ferreyra - Jorge Vargas
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2.3.- Lodovico Ferrari y Jeronimo Cardano

En 1536, un joven de 14 anos llegé a la casa de Cardano (famoso, médico,
astrélogo, filésofo y matematico) como sirviente.

Alli aprendié matematica y se convirtié en un eminente matematico, amigo y secre-
tario de Cardano.

Ferrari descubrio que la ecuacion general de cuarto grado puede ser redu-
cida a una ecuacion cubica y por lo tanto se resuelta por los métodos de resolucion
de las raices cuadradas y cubicas.

Cardano explicé el método de Ferrari en el capitulo 39 de su “Ars Magna”,
y declara que “esto es de Lodovico Ferrari quién lo invento a peticion mia”.

La exposicion de Cardano del método comienza con un teorema
sobre raices y rectangulos, que él explica como se describe a continuacion:

K N H . . ot 1
Dibujemos el cuadrado AF, dividamoslo en dos
cuadrados AD y DF, y dos suplementos DC y DE, y
E permitanme anadir el gnomon KFG alrededor de ¢l
para asi poder completar todo el cuadrado AH.
D Yo digo que este gnomon el cual consiste de GC’
mas el doble de la linea afiadida GC x CA, para FG
es GC x CF, de la definicion dada al comienzo del
segundo libro de los elementos, y CF es igual a CA
por la definicién de cuadrado.

A 8 ¢ )

Entonces KI es igual a FG, las dos superficies GF y FK consisten de GC x 2CA, y
GC? es igual a FH. Entonces la proposicién es clara. Si AD esigualax’y CDy DE
(cada uno) es igual a 3x°, y DF = 9, BA seré igual a x’ y BC sera necesariamente
1gual a 3. Desde ahi, entonces, desearemos agregar mas cuadrados a DC y DE, estos
seran CL y KM. Es necesario, para completar todo el cuadrado LMN. Esto, como
ya hemos demostrado, consiste del cuadrado de GC mas 2GC x BC, una mitad de
los numeros (originales) de cuadrados, para CL es la superficie producida por GC x
AB como ya hemos mostrado, y AB es x* porque hemos asumido que AD es x* vy,
por lo tanto, FL y MN es inventado de GC x CB. Por lo tanto, la superficie LMN
(este es un numero a ser afiadido) es GC x 2BC (esto es el coeficiente de xz)
sumemos GC veces el mismo (esto es, el niimero de cuadrados ariadidos).

Expliquemos esto, utilizando notacion algebraica moderna:
Si ponemos AB =s BC=ay CG=b el problema demostrado
por Cardano es equivalente a la identidad:
(s+a+b)’=(s+a)’+2sb+2ab+b’
En la aplicacion de esta identidad a la solucidn de ecuaciones bicuadradas.

4




Cardano considera s= AB el cuadrado de la incégnita x, entonces €l obtiene
(10) (x*+a+b)y’=(x"+a) +2x’b+2ab+b’

Como un ejemplo, Cardano considera la ecuacion
(1) x*+6x*+36=60x

Con el fin de reducir el lado izquierdo a un cuadrado (x° +a )°. el afade 6x
a ambos lados, obteniendo

(12)  (x*+6)* = 6x* + 60x
Luego dice:

* Ahora si 6x* + 60x tiene raiz cuadrada tendremos la solucién. Pero esto no ocurre.
Por lo tanto debe ser afiadido a los dos lados, de la misma manera, cuadrados y un
numero de tal forma que en un lado hay un trinomio con una raiz y en el otro lo
mismo”.

Esto significa: si 6x* + 60x serd el cuadrado de un binomio px + q, deberemos
extraer las raices de ambos lados de (12). Como 6x* + 60x no es un cuadrado
completo, deberemos afiadir el término 2bx’, y un término constante a ambos lados
con el fin de obtener cuadrados completos a ambos lados. Poniendo a = 6 en la
identidad (10), Cardano tiene una identidad:

(X+6+b)=x>+6) +2x’b+ 12b+b’

Entonces si uno agrega
2x°b+ 12b+ b’
a ambos lados de (12); obtiene

(13) (x> +6+b)’=(6x*+60x)+(2x’b+ 12b+b?)
=(2b + 6)x’ + 60x + b’ + 12b)

Ahora b es elegido de forma tal que el lado derecho de (13) se transforme en un
cuadrado completo del binomio px + q. La condicién para esto es
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P

(2b + 6) (b> + 12b) = 30°

o, 2b° + 30 b> + 72b =900
o también,
(14) b’ + 15b% + 36b = 450

Esto es una ecuacion cibica para b, la cual puede ser resuelta por el método expli-
cado en un capitulo anterior del libro de Cardano.
El resultado es

b=3190++33903 +3/190—- 33903 - 5

Ahora el lado derecho de (13) es un cuadrado completo, y uno puede extraer raices
cuadradas de ambos lados, de esta manera se obtiene una ecuacién cuadratica para
X.

Cardano y Ferrari se encontraron ahora en una dificil posicién. Ellos habian
realizado descubrimientos extremadamente importantes, pero no podian publicarlos
porque Cardano habia realizado un juramento por el Sagrado Gospel de nunca pu-
blicar la solucién de Tartaglia para las ecuaciones cubicas, la cual formaba la base
de su trabajo en comun.

En el afio de 1543 Cardano y Ferrari decidieron ir a Bologne y preguntarle a
Annibale della Nave si habia algo de cierto en el rumor de que Scipione del Ferro
habia descubierto la solucién de las ecuaciones cibicas antes que Tartaglia. Ellos
fueron bien recibidos y con facilidad consiguieron permiso para examinar los pape-
les péstumos de Scipione, en los cuales la solucién era explicada claramente.

Luego Cardano decidi6 publicar la solucién de las ecuaciones ciibicas y bi-
cuadradas en el libro “Ars Magna” (1545) declarando claramente que la solucién de
la ecuacion (1) habia sido descubierta por Scipione del Ferro y redescubierta por
Tartaglia, que ¢l mismo habia extendido la solucion a las ecuaciones 2 y 3,y que la
solucion de las ecuaciones bicuadraticas se debian a Ferrari.

En conclusién, las sucesivas etapas en la solucién de , por ejemplo, la ecua-
.. > ) .
cién  x*+ 6x7 + 36 = 60x, las presenta Cardano como sigue:

.- En primer lugar afiadase suficientes cuadrados y niimeros a ambos
miembros de la ecuacion para convertir el primer miembro en un cuadrado perfecto,
. ) . 2 2
en este caso seria X* + 12x° + 36 o bien (x*+6).



2.- Anadase ahora a los dos miembros de la ecuacion términos en los que
aparezca una nueva incognita y, de tal manera que el primer miembro siga siendo
un cuadrado perfecto, tal como (x* + 6 + y)’. La ecuacién se convierte entonces en

(N +6+y) = 6x7+60x +y* + 12 y + 2yx°

3.- La etapa siguicnte, que es la crucial, consiste en elegir y de tal manera
que el trinomio del segundo miembro se convierta en un cuadrado perfecto. Esto se
consigue, obviamente, igualando el discriminante a cero, una receta anngua y bien
conocida que en nuestro caso equivale a hacer 60° — 4(2y + 6) (Y + 12y) =

4.- El resultado de la etapa 3 es una ecuacion cubicaeny, y° + 15 y* + 36y =
450, que hoy conocemos como “la ctbica resolvente” de la ecuacién cuértica dada.
Esta cubica se resuelve ahora en y por medio de las reglas dadas anteriormente para
resolver ecuaciones cubicas, con el resultado de

- 42871+ —— J2871- -
: 2 N 2 2 2

5.- Sustituyase un valor de y obtenido en la etapa 4, en la ecuacién en x de la
etapa 2, y tomese la raiz cuadrada de los dos miembros.

6.- El resultado dc la etapa 5 es una ecuacion cuadratica que debemos re-
solver para hallar el valor buscado de x.

2.4.- Rafael Bombelli
Su obra y el “nacimiento” de los niimeros complejos

Rafael Bombelli (ue el autor de un muy influyente trabajo en tres libros titu-
lados “I’Algebra”, los cuales fueron impresos primero en Venecia en 1572, y luego
en Bologna en 1579.

Bombelli admiraba el “Ars Magna™ de Cardano, pero sintié que Cardano no
habia sido claro en su exposicion (“ma mel dire fu oscuro™). Entonces el decidi
escribir un tratado que posibilitara al principiante dominar el tema sin la ayuda de
otro libro.




En el libro 1 de Algebra Bombelli , se ocupa del calculo de radicales, en
particular raices cuadradas y cubicas. Es muy notable su aproximacion de las raices
cuadradas por fracciones continuas.

Para aproximar v2 , Bombelli escribio:

(1) Jz=1+1
y

Para esto el encuentra

) y=1++2
Aiadiendo (+1) a ambos lados de la ecuacién (1), se obtiene
3) y=2+1ly

Sustituyendo (3) en (1) se obtiene

1
J5=1+ i
2=
iy
Bombelli escribid esta fraccién continua como :

11
2+ y \
Continuando en este camino, obtuvo una fraccidon continua infinita:

1+

1
J5=1+——;L—L".
2+2+2+
Si, luego de un nimero finito de pasos, uno se olvida 1/y, se obtiene una aproxi-

macion de 2 , por ejemplo




Y asi sucesivamente.

Bombelli aplico el mismo método a otras raices cuadradas como /13 .
Obtuvo una primera aproximacion:

«/Ez3~{-i=3z
6 3

y una segunda aproximacion, reemplazando el 6 en el denominador por 6 + 4/6

VB3 ~3+—2 =3§

S
6

El capitulo 2 del algebra de Bombelli, trata de la solucién de ecuaciones de
grado superior a cuatro. Para las cuibicas y bicuadraticas siguié a Cardano. En
constraste con Cardano, él traté completamente los casos irreducibles. Resolviendo
la ecuacién :

(4) xX’=15x+4
por la regla de Cardano, encuentra que:

(5

x=32+J-121 + {2+ /2121

Siguiendo a Cardano, Bombelli llama a las raices imaginarias “sofisti-
cadas”, pero €l noto que la ecuacién (4) no es de ningun modo imposible, para ella
la raiz es 4.

Luego investigo si podia ligar el sentido de la raiz cubica de un niimero complejo.
Mas precisamente, el trata de igualar la primer raiz cubica en (5) con un nimero

complejo p+4/—¢.

Esto dara:
(6)

V2++-121=p+—¢
Esto dara:




2+4-121=(p’ - 3pg)+(3p" ~9){-q¢
Esta ecuacion se puede satisfacer con poner:
(7) 2=p’-3pq
y
®)
V-121=(3p* —q)y-¢

Ahora si estas dos condiciones se cumplen, también tendremos.

€

3\/2—x/:E_=p—\/——_;]_

Multiplicando (6) por (9), Bombelli obtiene

Y125 = pP +¢q

o,

(10)
Sustituyendo esto en (7), uno obtiene una ecuacion cubica para p:
(11) 4p’> - 15p=2

Una solucién para esta ecuacion es p = 2, y de (10) uno tiene

q=5-4=1
entonces tenemos,

24 C120 = 24 o1 |
y
V2—J-121 =2-4=1 |

Por lo tanto |
x=Y2+J-121 +32- Vo121
x=(2+/~1)+(2-~-1)=4

Luego de haber encontrado este resultado, Bombelli estuvo mucho mas que sa-
tisfecho.
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Escribi¢ “Al principio, la cosa me pareci6 una “idea loca”, que estaba mas
basada en supuestos que en la verdad, pero he examinado hasta que encontré la
prueba’.

Bombelli introduce una notacién a la cual nosotros llamamos + 1, es decir
piu di meno, y para — i, meno di meno. El presenta reglas de calculo como:

meno di meno via men di meno fa meno

lo cual significa

(-)x (-1)=-1
y también presenta algunos ejemplos de calculo que contienen niimeros complejos

A continuacién se dard un ejemplo de la notacién utilizada por Bombelli. La

expresion
Y2 ++/-121 =2 +11i

la cual aparece en su solucion de las ecuaciones cubicas, es escrita como

R.c.L 2p. Dim. 11. ]

Aqui R.c. significa raiz cubica. La letra L y la L invertida al final juegan el papel de
reglas de corchete: la raiz cibica debe ser extraida de la expresion completa entre la
L y la L invertida. La abreviacién p. Di m. Significa piu di meno.

3.- De Viéte a Descartes
3.1.- Francois Viete (1540 — 1603)

Abogado, funcionario publico y cortesano de Enrique IV, Viete dedicaba
sus momentos de ocio a la Matematica. Fuera del campo matematico, fue famoso
por su hazarfia, nada simple, de descifrar los mensajes secretos que el rey de Espaiia
enviaba a su ejército en Flandes.

Antes de Viete, las raices de las ecuaciones algebraicas, se obtenian por
medios casi exclusivamente geométricos, que exigian gran ingenio y los procedi-
mientos no eran generales, pues en lugar de expresiones generales o literales, se
consideraban unicamente ecuaciones con coeficientes numéricos.
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Vietes hizo dar un salto a la técnica de la solucién de ecuaciones,
introduciendo una notacién uniforme, con arreglo de lo cual, tanto los datos como
las incognitas, son designados por simbolos literales, él us6 consonantes para las
cantidades conocidas y vocales para denotar las desconocidas; ademas empleaba los
signos + y -, y separaba el dividendo del divisor mediante una barra horizontal, pero
carecia en cambio de nuestros signos de multiplicacion e igualdad.

.. QA . 2 .
La ecuacion cuadratica que hoy se escribe: bx™ + dx = z, era escrita por
Viete asi:

“B in A Quadratum, plus D plano in A, aequari Z solido™.

A saber, por la Ley de Homogeneidad de Viete, segun la cual sélo pueden
compararse magnitudes de igual dimension (tales magnitudes son el lado, el
cuadrado, el cubo, el cuadrado cuadrado, el cuadrado cubo, etc.):

Si A ( nuestra x) y B, son segmentos lineales, D debe ser un édrea plana y Z
un volumen. Puesto qué ¢él escribe: “D plano™ y “Z solido”. Esta ley implica una
seria restriccion al formalismo algebraico. Como vimos, Omar Khayyan manej6 el
enredo que provoca esta restriccion, introduciendo una unidad de medida e.
Descartes us6 el mismo truco.

Con su notacién literal, Viete estudid las ecuaciones de 1° a 4° grado, en-
contro relaciones entre los coeficientes y las raices (positivas).

En trabajos publicados, Viete muestra la solucion geométrica de ecuaciones
cuadraticas, la que puede ser construida usando circulos y lineas rectas solamente.
. .y 2
Por ejemplo, para resolver la ecuacién A’ + AB=D> o A(A+B)=D-

Viete construye dos segmentos perpendiculares B y
D, a continuacién dibuja un semicirculo centrado en
" el punto medio de B. Las dos partes restantes del
8 A didmetro son iguales a A.

En otro tratado: “Suplemento geométrico”, Viéte agrega el postulado de Euclides de
construccion de lineas rectas y circulos y un postulado mas: “Dibujar una linea recta
desde un punto dado, a través de cualquiera de las dos lineas (lineas rectas o linea
recta y un circulo) tal que la interseccion entre las dos lineas es igual a la distancia
dada”.

Las construcciones basadas en este postulado se llaman construcciones neusis.
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Por medio de este postulado, Viete primero resuelve el problema de
construccion de los medios proporcionales entre dos segmentos lineales dados. La
solucion de este problema inmediatamente produce el doblamiento del cubo. Luego,
Viéte, resolvié la triseccion de un angulo. Por el mismo método él construy6 un
heptagono regular inscripto en un circulo.

Finalmente, él muestra que todos los principales problemas geométricos de
ecuaciones cubicas o bicuadradas, pueden ser resueltos por medio de construcciones
neusis.

Después de la muerte de Viete, sus amigos publicaron trabajos en los que €l
discute distintos métodos de transformacion de ecuaciones. Por ejemplo, si tenemos
una raiz D de una ecuacion, podemos obtener otra ecuacion de grado menor. Por
esto, presenta diversos ejemplos. Sea una ecuacion cubica:

(1) BA —A’ = Z y sea E quién satisface la condicidn:

2) (E® —Z = BE), para nosotros esto significa que —E es una raiz de (1), pero
Viéte no reconoce raices negativas.

Desde (1) y (2), €l concluye que
A’+E’=B(A+E)

6: (A+E).(A’-AE+E)=B.(A+E)
Ahora se puede dividir por A + E y obtener una ecuacién cuadratica en A.

En este mismo papel, Viéte trata la solucién de ecuaciones bicuadraticas y
cubicas.

El comienza con la ecuacién bicuadrética:
(3) A'=Z-BA,
Si agregamos a ambos miembros A’E” + Y E*, obtenemos:
(4 (A’+%E)Y=Z-BA+A’E’+%E’
En el miembro derecho, conviene completar cuadrados, si E satisface la ecuacion,
Z+'%E'=BY4E’® 4,
13
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(5) E°+4ZFE

o ry e 2 4 =5 .
La cual es una ecuacion cubica en E°. El método de Viéte es esencialmente
el mismo que el de Ferrari.

En otro capitulo, aparece un nuevo método para resolver la ecuacién ctibica:
(6) A’+3BA=2Z
Viete introduce un E, para la ecuacién, tal que
(7) B=E.(A+E)
Sustituyendo (7) en (6), se tiene que A*+ 3 E. (A +E)A =2Z . 6,
(8) (A+E)=2Z+F
Por (7), A + E = B/E y al sustituirlo en (8):
(9) BYE’=2Z+E% B’=2ZE’+E°,
la cual puede ser resuelta para E’ y por lo tanto para E,

(10)

E={VB+2° -z

En contraste con el método explicado por Cardano, se tiene que extraer
solamente una raiz ctbica. No obstante, el resultado final es el mismo que el del
método de Cardano, a pesar de eso, si uno introduce otro elemento desconocido
E’= A + E, uno tiene

B =E’ (E’' - A) y puede derivar como antes, en una ecuacién cuadratica
para E”’

B’=E°-2ZE"”

para la cual se obtiene

E={VB+z'+z
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Ahora A = E’ - E, es la diferencia de dos raices cubicas, como en Ars
Magna de Cardano.

Conociendo la relacién entre raices y coeficientes de una ecuacién, Viéte
formula un teorema:

“S1 A cubus -B-D-GinAquad +BinD + B in G + D in G in A aequatur B
in D in G: A explicabilits est de quiadlibet illarum trium B, D vel G”

Esto significa:

Si A’ + (-B-D-G)A” + (BD + BG + DG)A = BDG, entonces A es igual a
alguna de las cantidades B, D o G.

Viete resolvio también ecuaciones numéricas de grado elevado por medio
de funciones trigonométricas. A saber: en 1593, el matematico holandés Romanus,
propone a todos los matematicos el problema de resolver una cierta ecuacién de
grado 45. El embajador de Los Paises Bajos, comunicé a la corte de Enrique IV que
nadie en Francia fue capaz de resolver este problema. El rey entonces, informé a
Viete de este reto. Viete vio que la ecuacion podia ser resuelta, subtendiendo una
cuerda en un arco de 8° en un circulo de radio 1. Asi, la solucién puede ser
encontrada dividiendo una circunferencia en 45 partes iguales. En una audiencia,
Viete presentd una raiz de la ecuacién y al dia siguiente, todas las 23 raices
positivas. Mas tarde public6 su solucion.

Por otra parte, se debe a Viete un método de aproximacion de las raices de
una ecuacion que anticipa el actualmente llamado “método de Newton”.

Viete hallé numerosas férmulas de trigonometria plana y esférica, entre
ellas las que expresan el seno, el coseno y la tangente de nx en funcién de sen x, cos
X y tan x. También confeccioné tablas trigonométricas y calculé m con nueve
decimales y lo expres6 como un producto infinito: El area de un poligono de 4 x 2 ”
de lado, inscripto en un circulo de radio 1, puede ser escrita como:

15




6,060,
con

1 1 1
¢, = B c, = 5+—c, c, = 5+—c2

y asi sucesivamente.

Cuando n tiende a infinito, obtenemos,

2
T =—
cchC3o-o

En otras publicaciones, Viéte considera la triseccion de un angulo y usa esto
para obtener soluciones trigonométricas de ecuaciones cubicas en casos
irreducibles.

Si uno pone, con un radio arbitrario R,
2R cosp = A
2Rcos3¢p=%+B
uno tiene la ecuacion:
A’=3R’A+R’B

y cualquier ecuacién cibica teniendo tres raices reales, puede ser reducida a esta
forma y resuelta trigonométricamente.

3.2.- Simon Stevin

Se le debe la idea del método de aproximacidn de las raices mediante
sustituciones sucesivas, sefialando que si el producto entre los valores numéricos de
ambos miembros de la ecuacién es negativo para dos valores numéricos de la
variable, la raiz esta comprendida entre esos dos valores.

Asi en la ecuacién x° = 300x + 33915024, da a x los valores 10, 100, 1000 y
comprueba que x esta entre 100 y 1000; al darle luego los valores 100, 200, 300,
400, comprueba que esta entre 300 y 400 y asi sucesivamente.
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Stevin introdujo varias simplificaciones a la notacion algebraica. Usé + y —
para adicion y sustraccion, M y D para multiplicacién y division, ¥ para raiz
cuadrada, >V para raiz cibica y asi sucesivamente.

3.3.- Pierre de Fermat (1601 - 1665)

Se dedic6 a varias ramas de la Matematica.

Una de sus primeras aspiraciones, fue resolver problemas geométricos por
métodos algebraicos. Como ya observamos, se puede aplicar métodos geométricos
a la resolucion de problemas algebraicos.

Fermat explica un método general, que reduce cualquier ecuacién
cuadratica en x e y en una forma especial:

ax = by linea recta
xy=b hipérbola
x’+xy=ay’ pares de lineas
x’ =ay parébola

b—x'=y circulo
b’ —x*=ay’ elipse
b’+x*=ay’ hipérbola

Asi cualquier ecuacion cuadratica en x e y, representa una linea recta o una
seccion conica. El mismo resultado fue probado, mediante un método diferente por
Descartes.

Fermat, no obstante sus ocupaciones oficiales de magistrado, dedic6 con
tanta eficacia su tiempo libre a la matematica que dejé huella en varias de sus
ramas. Profundo conocedor de las obras clasicas griegas: Euclides, Apolonio,
Diofanto, es probable que el estudio de Apolonio, de quién reconstruyé obras
perdidas, tuviera como consecuencia la memoria Ad locos planos et solidos
1sagoge, escrita antes del673 pero publicada péstuma en 1679, donde aparecen los
principios fundamentales del método de las coordenadas, si no en forma tan extensa
cono en la Geometria de Descartes, por lo menos en forma tan clara o mas. Lo
mismo que Descartes toma un eje de referencia y en él un punto fijo que considera
el origen de segmentos variables, a partir de cuyos extremos toma otros segmentos
variables, en general perpendicularmente, de manera que este segundo segmento
dibujara un lugar diferente segin sea la relacion algebraica que vincula a los dos
segmentos variables. En esa memoria aparece la ecuacion de la recta, que no figura
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explicitamente en Descartes. Si la recta pasa por el origen, Fermat, que sigue el
simbolismo de Viéte, escribe D in A aeq, Bin E, es decir ax = by.

El método de Fermat, no muy diferente del actual, puede apreciarse
mediante el siguiente ejemplo, en el cual se propone eliminar y entre las ecuaciones

x+y'=¢’ y ax + y’ + by = n?

Escribe ambas ecuaciones como fracciones iguales a 1, cuyos
numeradores tengan como factor comtn la letra que debe eliminarse, en este caso:

3 2
Yy _y +by
3 37 2
¢ —x n°—ax

De donde
y' (@’ —ax)=(y+b) (¢’ -x*)

Comparando esta ecuacién con la segunda de las dadas (ambas cuadraticas en y) y
aplicando el mismo proceso se llega a una ecuacién lineal en y, que despeja y
sustituye en cualquiera de las dadas. Fermat utiliza ademas la eliminacion para
racionalizar expresiones.

Sea, por ejemplo, racionalizar:

2 2
b=ax’- x>+ x>+ ¢

2 . 5 .y 2
hace y’ = x> + ¢’ y elimina y entre esta ecuaciény ax’—x’= (b- y)’

ANEXO

En el siglo V a. C. la matemética ain no se habia sistematizado. No
obstante, la labor de los pitagéricos habia dejado saltos importantes, uno de caracter
general: la exigencia de la demostracion, y otro de caracter circunstancial: la
consagracion casi exclusiva de los mateméticos a las investigaciones geométricas.

Como las primeras figuras de las que partieron los griegos fueron la recta y
la circunferencia, todas las proposiciones geométricas, fueran teoremas o
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construcciones, debian fundarse sobre esas dos figuras y sus relaciones y
conexiones mutuas.

Los matematicos del siglo V se dedicaron a la busqueda de nuevas
propiedades de las figuras, muchas de ellas fueron logradas mediante la busqueda y
la persecucion de algunos problemas particulares que, atrajeron su atencion. Esos
problemas, hoy llamados “los problemas clasicos de la geometria”, fueron tres: la
triseccion del angulo, la duplicacion del cubo y la cuadratura del circulo.
Abordaremos los dos primeros, que son los que aparecen en nuestro trabajo
monografico.

P

=l La division de un angulo cualquiera en tres partes iguales mediante
construcciones con rectas y circunferencias o, como suele también decirse, con
regla y compas, es un problema que ha de haber nacido naturalmente y si llam6 la
atencién fue seguramente por la desconcertante discrepancia entre la sencillez de
sus términos y la imposibilidad de resolverlo con regla y compis; imposibilidad
tanto mas llamativa cuanto con esos medios podia dividirse un édngulo cualquiera
en 2, 4, 8, ... partes, mientras que podian trisectarse angulos especiales, como el
recto y sus multiplos. Es posible ademas, que la construccion de los poligonos
regulares contribuyera a aumentar el interés por el problema, pues asi como la
biseccion de un angulo permitia construir un poligono de doble niimero de lados de
otro dado, la triseccién hubiera permitido la de un poligono de triple nimero de
lados.

Sin embargo, todos los intentos de los matematicos griegos por resolver el
problema, resultados infructuosos cuando se pretendia utilizar las propiedades de
una geometria fundada exclusivamente en las rectas y circunferencias y sus
intersecciones, mientras que la cosa resultaba factible cuando a esa geometria se
agregaban nuevas lineas o se admitian nuevas posibilidades entre las lineas
conocidas. ;
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A Tal es el caso de la triseccion

por “insercion”. Los griegos

denominaban “insercién” a

una relacién entre figuras que

consistia en admitir que dadas

M S Q  dos transversales, y un punto
fijo, siempre existe una recta
que pasa por el punto fijo y tal
que sus intersecciones con las

v B transversales determinan un
segmento de longitud prefi-
Jada.

Con la interseccion, postulada como una construccién posible mas, el campo de la
resolubilidad de los problemas geométricos se amplia (la insercién presupone la
resolucion de una ecuacion de cuarto grado) si las transversales son rectas.

Por ejemplo, afiadida la insercién, la triseccion del angulo es posible con regla
y compas. Sea AVB el angulo a trisecar. Por un punto M de AV se trazan MP y MQ
perpendicular y paralela respectivamente a VB; la recta VC que por insercion
determina entre MP y MQ un segmento RS doble del VM, triseca el angulo dado,
pues el angulo CVB es mitad del AVC. Basta para comprobarlo unir el punto medio
O de RS con M y considerar los 4ngulos de los tridngulos isésceles MOS y VOM.

47y

s El problema de la duplicacién del cubo, que consiste en
determinar geométricamente el lado de un cubo de volumen doble del de un cubo
de lado dado, ofrece otro cariz. Por lo pronto, varias leyendas le atribuyen un origen
extramatematico. Una de ellas refiere que consultando el oraculo de Delfos a fin de
aplacar una peste, habria aconsejado duplicar el ara de Apolo que era cubica, de ahi
el nombre de “problema de Delos” con que a veces se lo designa. Pero es posible
que también en este caso su origen fuera geométrico, como natural generalizacion
del problema de la duplicacién del cuadrado, de facil solucién, sin mas que tomar
la diagonal como lado del cuadrado doble.

Pero al trasladar el problema del plano al espacio, todos los intentos de resolver
el problema con los medios ordinarios de la geometria resultaron vanos.

Con este problema se vincula la figura de Hipécrates de Quios, el primer
matematico “profesional”, quien habiendo llegado a Atenas en la primera mitad del

20



siglo por razones nada cientificas, se interes6 por la matematica, y siguiendo una
probable tradicion de mercader, ensefid esa ciencia por dinero a la manera de los
sofistas.

Hipdcrates, redujo el problema de la duplicacion ‘del cubo a un problema de
geometria plana que, generalizado, tomé el nombre de “problema del mesolabio”.
La historia de este problema aparece brevemente expuesta en una carta de
Eratostenes (s II a.C.) envid a Ptolomeo III con una solucién propia y un
instrumento con el cual se llevaba a cabo practicamente esa solucion. La primera
parte de esta carta expresa: “Se cuenta que uno de los antiguos poetas tragicos
hiciese aparecer en escena al rey Minos en el acto de ordenar la construccioén de una
tumba para su hijo Glauco, y advirtiendo que la tumba tenia en cada uno de sus
lados una longitud de cien pies, exclamé: “Escaso espacio en verdad concedéis a un
sepulcro real, duplicando, conservando siempre la forma cibica, duplicad de
inmediato a cada uno de sus lados”. Es evidente que en esto se engafiaba, puesto
que duplicando los lados de una figura plana, ésta se cuadruplica mientras que si es
solida se octuplica. Se agitd entonces entre los gedmetras la cuestion de cémo podia
duplicarse una figura sélida cualquiera, manteniendo su especie. Y este problema se
llamé de la duplicaciéon del cubo. Después de muchos titubeos, fue Hipdcrates de
Quios el primero que encontré que si entre dos rectas, una doble de la otra, se
insertan dos medias proporcionales se duplicara el cubo, con lo que convirtié la
dificultad en otra no menor. En efecto, aun reducido a un problema de geometria
plana, no pudo resolverse por medio de recursos elementales. Mas, es posible que
mas delante esa reducciéon no agradara a Platon que criticaba a los gedmetras
griegos por su escasa dedicacion a la geometria del espacio.

El razonamiento que condujo a Hipdcrates a esa reduccion pudo ser el siguiente:
st los volumenes de cuatro cubos estdn en progresion geométrica de razon 2, el
cuarto cubo tiene el lado doble del lado del primero; y como al estar una serie de
cubos en progresion geométrica, también lo estaran sus lados, resulta en definitiva
que si se intercalan dos medias proporcionales entre dos segmentos, uno doble del
otro, la primera de esas medias resolvia el problema de Delos. Més tarde se eliminé
tal limitacion y con el nombre de “problema del mesolabio” se conocié el problema
de intercalar dos segmentos medios proporcionales entre dos segmentos dados; es
decir, dados a y b, determinar geométricamente dos segmentos X e y tales que

de donde X =ab; y’ =ab’
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